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Vorwort des Herausgebers. 


Der dritte Band, mit dem ich 1922 diese Ausgabe begonnen habe, ent- 
hielt einen Teil der Lieschen Abhandlungen zur Theorie der Differential- 
gleichungen. Der jetzt erscheinende vierte bringt die noch übrigen. In den 
vier vorliegenden Bänden III—VI sind nunmehr die Abhandlungen Lies 
vereinigt, die in das Gebiet der Differentialgleichungen und der kontinuier- 
lichen Gruppen fallen. Freilich darf man nicht übersehen, daß diese Theorien 
auch in gar manchen der geometrischen Abhandlungen stark hervortreten, 
die den Inhalt des ersten und zweiten Bandes bilden werden. 

Mehr als die Hälfte des vierten Bandes wird von den drei großen Ab- 
handlungen I—III ausgefüllt, die Lie 1874—77 in Bd. VIII, IX und XI der 
Mathematischen Annalen veröffentlicht hat. Er gibt darin eine umgearbeitete 
und zum Teil sehr vervollständigte Darstellung des Inhaltes der Abhand- 
lungen II—IV, VI—X, XII—XVIII von Bd. III. 

Als Nr. IV folgt eine Arbeit von 1888, in der Lie die Theorie der Berüh- 
rungstransformationen ungefähr auf dem Wege begründet, den er einge- 
schlagen hatte, als er sie zuerst für sich entwickelte. Diese Begründung ist 
vollständig verschieden von der 1873 veröffentlichten (Bd. III, Abh. IX, 
vgl. auch Bd. IV, Abh. I, S. 5—26), die Lie gewählt hatte, weil er hoffte, 
dadurch den Analytikern, namentlich A. Mayer, leichter verständlich zu sein. 

In Nr. V (1891) wird eine Theorie ausführlich entwickelt, die Lie 1885 
(Bd. V d. Ausg., Abh. XXI) nur kurz angedeutet hatte. Er zeigt hier, wie 
ein viel bearbeitetes Problem aus dem Gebiete der gewöhnlichen linearen 
homogenen Differentialgleichungen höherer Ordnung behandelt werden kann 
bei Benutzung seiner Gruppentheorie und seiner Integrationstheorie eines 
vollständigen Systems mit bekannten infinitesimalen Transformationen. Er 
ist 1896 noch einmal auf dieses Problem zurückgekommen (Bd.VI, Abh.XXV, 
5. 623—628). 

Nr. VIund VII (1893) sind dadurch veranlaßt, daß sich E. Vessiot und 
Alf Guldberg mit der Frage beschäftigt hatten, welche simultanen Systeme 
gewöhnlicher Differentialgleichungen Fundamentalintegrale in dem Sinne 
besitzen, daß sich das allgemeinste Lösungssystem durch eine endliche An- 
zahl von partikulären Lösungssystemen ausdrücken läßt. Lie zeigt, daß zu 
jeder endlichen kontinuierlichen Transformationsgruppe ein simultanes 
System von der verlangten Beschaffenheit gehört, und daß man damit zu 
einer allgemeinen Kategorie von simultanen Systemen kommt, deren Inte- 
grationstheorie er schon längst [Bd. III, Abh. XXXIX, XL (1882) und 
Bd. VI, Abh. III (1885), S. 195—200] eingehend betrachtet hatte. Er findet 
überdies, daß damit alle simultanen Systeme mit Fundamentalintegralen 
reschöpft sind. 


VIII Vorwort 


Im Jahre 1891 hatte E. Goursat Vorlesungen über die Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen 1. O. veröffentlicht, das erste Lehrbuch, 
das diese Theorie in der neuen Gestalt brachte, die Lie ihr gegeben hatte. 
Es ist daher begreiflich, daß Lie die deutsche Übersetzung dieser Vorlesungen, 
die Maser 1893 herausgab, mit Genugtuung begrüßte und ihr ein Begleitwort 
mitgab, das hier als Nr. VIII abgedruckt ist. 


Abhandlung IX (1895) beginnt mit geschichtlichen Bemerkungen über 
die Entwickelung der höheren Analysis und über die verschiedenen Richtungen, 
die man in der Theorie der Differentialgleichungen verfolgt hat. Lie bespricht 
dann die Untersuchungen von Darboux und M. Levy über partielle Diffe- 
rentialgleichungen 2.0. und gibt eine ausführliche Darstellung der sehr 
wesentlichen Ergänzung, die Löwys Theorie durch ıhn erhalten hat. Erst 
hierdurch wird die kurze Mitteilung, die er 1880 darüber veröffentlicht hatte 
(Bd. III, Abh. XXVID, allgemein zugänglich. Hieran knüpfen sich weiter- 
gehende Untersuchungen, die Lie auch schon 1880 angedeutet hatte. Beson- 
ders bemerkenswert ist, daß Lie hier Veranlassung hatte, auf Ideen zurück- 
zukommen, die schon aus dem Jahre 1872 (Bd. III, Abh. IV) stammten. 
Es handelt sich nämlich um die Betrachtung gewisser nichtlinearer partieller 
Differentialgleichungen 1. O. des R,„, die eine vollständige Lösung besitzen, 
welche aus Punktmannigfaltigkeiten von niedrigerer als (n — 1)-ter Dimen- 
sion besteht. Man findet hier verschiedene schöne Beispiele derartiger Diffe- 
rentialgleichungen, die Lie jetzt als semilinear bezeichnet. 


Im zweiten Teile von Abhandlung IX beschäftigt sich Lie mit partiellen 
Differentialgleichungen höherer Ordnung, die bekannte infinitesimale Be- 
rührungstransformationen gestatten. Die Kenntnis dieser Transformationen 
läßt sich auf zwei verschiedene Arten verwerten. Erstens gibt es unter Um- 
ständen gewisse Lösungen, die bei den bekannten infinitesimalen Transfor- 
mationen invariant bleiben; die Bestimmung dieser etwaigen Lösungen ist 
dann ein einfacheres Integrationsproblem. Zweitens wird der Inbegriff aller 
Lösungen durch die bekannten Transformationen in invariante Scharen 
zerlegt, wodurch eine Zerlegung des Integrationsproblems bewirkt wird. Lie 
verfolgt beide Wege, den zweiten allerdings nur für den Fall, daß die bekann- 
ten infinitesimalen Transformationen eine unendliche kontinuierliche Gruppe 
erzeugen. Die Zerlegung des Integrationsproblems wird dann dadurch er- 
reicht, daß ein volles System von Differentialinvarianten dieser Gruppe ein- 
geführt wird. 


Abhandlung X gibt eine Verallgemeinerung des bekannten Meusnier- 
schen Satzes über die Krümmungshalbmesser der Kurven einer Fläche, die 
einander in einem Punkte der Fläche berühren. Es zeigt sich nämlich, daß 
dieser Satz überhaupt für alle Integralkurven einer Mongeschen Gleichung 
gilt, die in einem Punkte die Tangente gemein haben. Diese Abhandlung 
hätte ebensogut in Bd. II untergebracht werden können. Ich habe sie hier 
eingereiht, weil Systeme von Mongeschen Gleichungen schon in Abhand- 
lung IX auftreten und in X sogar eine sehr große Rolle spielen. 


Abhandlung XI ist die erste und leider einzige Arbeit, in der sich Lie 
eingehend mit semilinearen partiellen Differentialgleicehungen 1. O. beschäf- 
tigt, und zwar behandelt er die beiden Klassen dieser Gleichungen, die den 
linearen am nächsten stehen, nämlich die quasilinearen Gleichungen des R,„, 


Vorwort IX 


wie er sie nennt, die gerade oo” charakteristische Kurven haben, und die 
pseudolinearen mit o0”*+1 solchen Kurven. 
In Kapitel I betrachtet Lie eine beliebige Schar von o0* Kurven: 


TE SEE FREE. SR SEERRe. Gr 1, (k=1,..,n—1) 


des r,:&%1>---, 2%, und untersucht die Beziehung, die zwischen dem r,„ und 
dem R,„ der Parameter X,,..., X, besteht. In jedem der beiden Räume tritt 
eine Schar von oo” Kurven auf und befriedigt jedesmal ein System von n — 2 
Mongeschen Gleichungen. Die Integralkurven dieser beiden Systeme sind 
einander innerhalb eines gewissen Bereiches eindeutig umkehrbar zugeordnet, 
und hierdurch ist eine Berührungstransformation zwischen diesen Kurven 
bestimmt, die zugleich zwischen den beiden Räumen eine Berührungstrans- 
formation im gewöhnlichen Sinne herstellt. Es ergibt sich, daß die oo” 
Kurven des R,„ dann und nur dann die charakteristischen Kurven einer 
partiellen Differentialgleichung 1.0. sind, wenn das Mongesche System, 
dem die oo“ Kurven des r„ genügen, aus lauter Pfaffschen Gleichungen 
besteht. Jede solche quasilineare Gleichung besitzt oo” Integralgebilde, 
die als Punktmannigfaltigkeiten zweifach ausgedehnt sind. 

Kapitel II ist den Systemen von Pfaffschen Gleichungen gewidmet. 
Als eine m-gliedrige vollständige Lösung eines solchen Systems im R,„ be- 
zeichnet Lie jede Schar von 00” (n — m)-fach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keiten, die den Raum ausfüllt und deren Mannigfaltigkeiten dem Pfaffschen 
Systeme genügen. Er betrachtet zunächst zweigliedrige Pfaffsche Systeme, 
die eine m-gliedrige, aber keine (m — 1)-gliedrige vollständige Lösung be- 
sitzen (Q <m<n— 2), und zwar erledigt er die Fällem =3 undm=4 
vollständig. Im ersten Falle kann das Pfaffsche System auf ein System in 
fünf Koordinaten zurückgeführt werden, nämlich auf die Bedingungen für die 
vereinigte Lage von zwei unendlich benachbarten Linienelementen des R;, 
im zweiten Falle auf eines in acht Koordinaten, auf die Bedingungen für die 
vereinigte Lage von zwei unendlich benachbarten zweidimensionalen Ele- 
menten des R,. Das Integrationsproblem ist verschieden je nach der Zahl 
der endlichen Relationen, durch die diese Koordinaten verknüpft sind. Es 
folgen dann Untersuchungen über (n — 2)-gliedrige Pfaffsche Systeme des 
R,„. Kennt man eine den Raum ausfüllende Schar von 00”! Integralkurven 
eines solchen Systems, so kann man alle Integralkurven des Systems auf die 
eines gewissen (n — 3)-gliedrigen Mongeschen Systems des R„_, abbilden. 
Umgekehrt kann man die oo” Linienelemente eines beliebigen (n — 3)- 
gliedrigen Mongeschen Systems des R„_, auf die Punkte des R, abbilden 
und erhält in dem R, ein (n — 2)-gliedriges Pfaffsches System. Auf diese 
Weise gelangt Lie zu einem neuen Verfahren, das alle quasilinearen partiellen 
Differentialgleichungen 1. O. des R, liefert. Er geht dabei aus von einem 
beliebigen (n — 8)-gliedrigen Mongeschen Systeme des R„_, mit einer 
Schar von oo” Integralkurven. 

In Kapitel III endlich betrachtet Lie eine Schar von o0”+t! Kurven: 


Bu, et (k=1,..,n-1) 


des R„:X,,..., X, und setzt voraus, daß diese Gleichungen in dem r „+1 
der Parameter x, 00” verschiedene Flächen darstellen. Wieder untersucht er 


X Vorwort 


die Beziehung, die hierdurch zwischen den beiden Räumen R, und r „.ı be- 
stimmt ist. Es stellt sich heraus, daß die oo”*+! Kurven des R,„ dann und nur 
dann die charakteristischen Kurven einer partiellen Differentialgleichung 
1. OÖ. sind, wenn die oo” Flächen des r„,, ein (n — 3)-gliedriges Pfaffsches 
System befriedigen. Man erhält auf diese Weise alle pseudolinearen Differen- 
tialgleichungen 1. O. des R,. 


In dem Vorworte zu Band VI dieser Ausgabe habe ich versucht, die leiten- 
den Gedanken herauszuheben, die Lie bei seinen gesamten Untersuchungen 
über Differentialgleichungen und kontinuierliche Gruppen zugrunde gelegt 
hat. In bezug auf die von Lie geschaffene Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen 1. O., die bei weitem den größten Teil des IV. Bandes ausfüllt, 
würde manches noch näher ausgeführt werden können. Ich will das aber nicht 
tun, sondern mich damit begnügen, aus einem an F. Klein gerichteten 
Briefe vom Dezember 1885 eine Stelle anzuführen, die mir sehr geeignet 
scheint, das in jenem Vorworte Gesagte zu ergänzen. Lie schreibt da: 


„lch wundere mich häufig, wie sicher mein Instinkt mich schon in den 
Jahren 1872—74 führte. Denn alles ordnet sich unter den Begriff Gruppe 
und unter die Theorie der vollständigen Systeme mit bekannten infinitesi- 
malen Transformationen. Ganz kuriös ist es, wie viele, anscheinend absolut 
verschiedene, schwierige Theorien sich darauf reduzieren, die bei einer Gruppe 
invarianten Gebilde zu finden.“ 


Gerade die Liesche Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
liefert ein ganz auffallendes Beispiel dafür, wie richtig Lies Instinkt war, 
als er 1872 die Frage aufnahm, bekannte infinitesimale Transformationen 
vorgelester Differentialgleichungen für die Integration dieser Gleichungen 
zu verwerten (Bd. III, Abh. V, 8.27), und nun seine Integrationstheorie 
vollständiger Systeme mit bekannten infinitesimalen Transformationen auf- 
baute. Als er nämlich Anfang 1876 versuchte, diese Theorie auf die nicht- 
linearen partiellen Differentialgleichungen anzuwenden, da fand er, wie er 
selbst sagt, zu seinem größten Erstaunen, daß seine Theorie „sozusagen un- 
mittelbar wesentliche Vereinfachungen in der allgemeinen Theorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen 1. O. bewirkt‘ [s. hier Abh. III (1877), S. 224]. 
Sie lieferte ihm geradezu den Schlußstein und die Krönung des Gebäudes, 
das er in den Jahren 1872/73 für die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen 1.0. errichtet hatte. Er selbst spricht sich im Oktober 1876 
A. Mayer gegenüber dahin aus, daß er jedenfalls einen Teil der so gewonnenen 
Ergebnisse kaum in anderer Weise gefunden haben würde (hier 8.548, 
2. 25£.). 


Erwähnen möchte ich noch, daß ich für die Anmerkungen zu den Ab- 
handlungen I und III des vorliegenden Bandes wieder den Briefwechsel 
zwischen Lie und A. Mayer sehr ausgiebig habe verwerten können. Bei 
Abhandlung II versagt diese Quelle leider, und die wenigen Stellen aus Briefen 
von F. Klein an Lie, die ich hierzu mitteilen kann, füllen diese Lücke 
nicht aus. 


Was die Teubnersche Buchdruckerei beim Drucke von Band IV ge- 
leistet hat, scheint mir die Leistung der früher erschienenen Bände fast noch 
zu übertreffen. 


Vorwort Hr 


Der zuerst erschienene III. Band dieser Ausgabe war leider eine Zeitlang 
vergriffen. Der Norwegische Mathematische Verein läßt daher einen unver- 
änderten Nachdruck herstellen, der demnächst erscheinen wird. In diesem 
sind kleinere Druckfehler der ersten Ausgabe im Texte verbessert, die sonstigen 
Druckfehler, Zusätze und Berichtigungen, die ich am Schlusse von Bd. III, 
V und VI mitgeteilt habe, sind auf 8. 787—790 des Nachdrucks zusammen- 
gestellt. Die Anmerkungen erscheinen jetzt besonders gebunden. Sollte ein 
Besitzer der ersten Ausgabe von Bd. III den Wunsch haben, die Anmerkungen 
nachträglich besonders binden zu lassen, so kann er ein für diesen Zweck 
geeignetes Titelblatt von der Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner erhalten. 

Als nächster soll der I. Band erscheinen, herausgegeben von P.Heegaard. 


Gießen, im Juli 1929. 
Friedrich Engel. 
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I. 


Begründung einer Invarianthentheorie der [215 
Berührungstransformationen, 


Math. Ann. Bd. VIII, Heft 2, S. 215—288, ausgeg. 4.12.1874, Heft3, S.289—303, 
ausgeg. 4. 3. 1875. 


Jacobis epochemachende Arbeiten über partielle Differential- 
gleichungen 1. O.!) werden ohne Zweifel immer einen ausgezeichneten 
Platz in der Wissenschaft einnehmen. Doch scheinen sie von einigen 
Mathematikern überschätzt .oder jedenfalls nicht richtig beurteilt worden 
zu sein. Es verbreitete sich nämlich die Auffassung, daß durch Jacobis 
Untersuchungen die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
vollständig zum Abschluß gebracht worden sei. Eine solche Ansicht muß 
aber als unrichtig bezeichnet werden, nachdem neuere Arbeiten ver- 
besserte und sogar neue Integrationsmethoden gegeben und gleichzeitig 
fruchtbare Untersuchungsrichtungen angebahnt haben. 

In der nachstehenden Abhandlung gebe ich eine systematische Dar- 
stellung einer neuen Theorie, die ich 1872 und 1873 der Akademie in 
Christiania mitgeteilt habe. Ich schicke einige Bemerkungen voraus, die 
sich auf meine übrigen Untersuchungen über partielle Differentialglei- 
chungen in ihrem Verhältnis zu gleichzeitigen Arbeiten Mayers beziehen. 
Unter den vielen wichtigen Arbeiten dieses Verfassers habe ich nur die- 
jenigen zu besprechen, die in engem Zusammenhange mit meinen Arbeiten 
stehen. 

Resume einiger älterer Untersuchungen. 


Ausgehend vongeometrischen Untersuchungen über diePlücker- 
sche Liniengeometrie in ihrem Verhältnis zur allgemeinen Krümmungs- 
theorie wurde ich sukzessive zu den partiellen Differentialgleichungen [216 


1) Die erste Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
rührt von Pfaff her (1814). Etwas später (1819) gab Cauchy eine Methode, die 
1837 von Jacobi und in der letzten Zeit von Mayer (Math. Ann. Bd. IV) in neuer 
Weise formuliert worden ist. Diese Methode muß die Cauchysche und nicht die 
Jacobi-Hamiltonsche heißen. Endlich fand Jacobi 1837—1840 eine neue Me- 
thode, die jedoch erst 1862 veröffentlicht wurde. Diese letztere Methode werde ich 
die Jacobische, nicht, wie gewöhnlich, die neue Jacobische Methode nennen. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.IV 1 


ger: I. Invariantentheorie der B.-T. Ann. VIII, 1874—75 


hinübergezogen. Dabei war es mir sogleich auffallend, daß die Mathe- 
matiker die von Monge mit so großem Erfolge benutzte, gleichzeitig 
synthetische und analytische Methode verlassen hatten. Es schien mir 
wahrscheinlich (vgl. den Aufsatz ‚Über Komplexe etec.‘, diese Ann. Bd. V 
[d. Ausg. Bd. II, Abh. I]), daß eine solche gemischte Methode leichter 
zu neuen Resultaten führen würde, als diereine Analyse, die seit Mongefast 
ausschließlich bei Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen 
angewandt worden war. Ich hege die Hoffnung, daß die von mir ge- 
machten Entdeckungen zur Verbreitung einer solchen Auffassung dienen 
können. 

Ich stellte mir 1871 die Aufgabe, die Jacobische Integrations- 
methode, insbesondere das Poisson-Jacobische Theorem begrifflich 
durchzudenken. Hierbei zeigte es sich fast unmittelbar, daß es möglich 
war, eine neue Integrationsmethodet) zu geben, welche weniger Inte- 
grationen als die Jacobische verlangt und dabei das Poisson-Jacobi- 
sche Theorem gar nicht benutzt. Diese neue Methode, die wie alle übrigen 
damit anfängt, ein Integral des bekannten simultanen Systems zu suchen, 
nimmt gewissermaßen eine Zwischenstelle zwischen der Cauchyschen 
und der Jacobischen Methode ein. Sie gründet sich auf meine Erwei- 
terung der Cauchyschen Methode. 

Zu derselben Zeit gab Mayer?) einfundamentalesTheorem — 
ich nenne dasselbe das Mayersche Theorem —, welches ihm erlaubte, 
sowohl die Jacobische Integrationsmethode der partiellen Differential- 
gleichungen 1. O., wie auch die Clebschsche Behandlung des Pfaffschen 
Problems wesentlich zu verbessern. Hierdurch erreichte er insbesondere, 
freilich auf ganz anderem Wege als ich, dieselbe Erniedrigung in der Zahl 
der zur Integration einer partiellen Differentialgleichung 1. O. notwen- 
digen Operationen. 

Darnach entwickelte ich (Göttinger Nachrichten, 1872, Nr. 25 [d. 
Ausg. Bd. III, Abh. IV]) eine verallgemeinerte Auffassung des Begriffs 
vollständige Lösung, indem ich die Pfaffsche Formulierung des Inte- 
grationsproblems konsequent durchführte und weiter verwertete. Hier- 
durch entfernte ich unter anderm gewisse Mängel, die den bisherigen 
Integrationsmethoden noch angehaftet hatten. 

Die eben zitierten Theorien fand ich durch rein synthetische Be- 
trachtungen, indem ich den Mongeschen Begriff: Charakte- 
ristik konsequent verallgemeinerte und im übrigen nur ein- 


1) Abhandlungen der Akademie zu Christiania, 3. und 10. Mai 1872; Göttinger 
Nachrichten 1872, Nr. 16 [d. Ausg. Bd. III, Abh. I, II, III]. 
2) Math. Annalen Bd. V, S. 448; Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 15. 
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fache Überlegungen der modernen Mannigfaltigkeitslehre benutzte. Meine 
altesynthetische Darstellungdieser Theorien, dieichnuringroßen Zügen [217 
entwickelt habe, wird wahrscheinlicher Weise nur solche Leser befriedigen, 
die mit Mannigfaltigkeitsbetrachtungen sehr vertraut sind. Leider habe 
ich noch nicht Zeit gefunden, dies alles ausführlich darzustellen. Ich bin 
darum Mayer, der in mehreren eleganten Abhandlungen!) eine klare ana- 
lytische Formulierung und Begründung dieser Untersuchungen, insoweit sie 
im folgenden benutzt werden, gegeben hat, zu großem Danke verpflichtet. 
Ich verweise den Leser auf die zitierten Arbeiten Mayers. 


Über den Inhalt dieser Abhandlung. 


Bei Untersuchungen über partielle: Differentialgleichungen verdienen 
solche Eigenschaften derselben eine besondere Aufmerksamkeit, die bei 
beliebigen Berührungstransformationen, das heißt, analytischen Um- 
formungen ungeändert bleiben.?) Wichtig ist ein solches Studium unter 
anderm deswegen, weil bei den gewöhnlichen Integrationsmethoden eben 
solche Eigenschaften in Betracht kommen. 

Insbesondere für Gleichungen 1. O., denen diese Abhandlung ge- 
widmet ist, gestalten sich solche Untersuchungen sehr schön und einfach. 
Es ist hier möglich, mehrere fundamentale Probleme der besprochenen 
Art zu erledigen. In dieser Weise gewinnt man unter anderm die Grund- 
lage für einerationelle Behandlung solcher partieller Differentialgleichungen 
1. ©., bei deren Integration man schon einige Schritte vorwärts 
gekommen ist. Es läßt sich immer entscheiden, wie man verfahren 
muß, um das noch übrige Integrationsgeschäft durch die einfachsten 
Mittel zu erledigen. 

Um dies an einem guten Beispiele zu erklären, betrachte ich die 


Gleichung: 
5 RE 2. 0 Dr 2 


auf deren Integration Hamilton und Jacobi das Problem der drei 
Körper zurückgeführt haben. Man kennt bekanntlich acht Integrale des 
zugehörigen simultanen Systems. Meine allgemeinen Theorien gestatten 
nun, eine Gleichung: 


2... et 


1) Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 24; 1873, Nr. 11; Math. Ann. Bd. VI, 
S. 162—192. 

2) Klein hat darauf aufmerksam gemacht, daß es sich bei sehr vielen mathe- 
matischen Untersuchungsrichtungen darum handelt, Eigenschaften, die bei einer 
gewissen Transformationsgruppe invariant bleiben, zu bestimmen. 


1* 
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aufzustellen, deren Integration diejenige von: F—=0O nach sich zieht. Hier- 
mit ist dieses bekannte Resultat auf seinen innern Grund zurückgeführt!) 

Im übrigen lege ich weniger Gewicht auf die neuen Integrationstheorien 
_ meiner Abhandlung, als auf die durch dieselbe gewonnene tiefere [218 
Einsicht in das Wesen der partiellen Differentialglei- 
chungen 1.0. Meine künftigen Arbeiten werden hoffentlich die Be- 
rechtigung dieser Auffassung zeigen. 

Unter den neuen Theorien dieser Arbeit hebe ich auch die folgende 
schon hier hervor. Seien F, ®, und ®, solche Funktionen von &,,..», 
Ds Pas == + Du, für welche: 


(FO) =0, 2 Fa 
ist. Alsdann sagt das Poisson-Jacobische Theorem aus, daß auch: 
(F (®,®,)) = 0 
ist. Kennt man also zwei Lösungen: ®,, ®, der Gleichung: 
(Fo) =0, 


so gibt es eine Operation, welche im allgemeinen gestattet, mehrere 
solche Lösungen zu finden. 

Ich beweise nun, daß eine jede Operation, welche dazu dient, neue 
Lösungen aus bekannten zu finden, sich wesentlich mit der genannten 
deckt; dabei wird nur vorausgesetzt, daß die Art der betreffenden Ope- 
ration von der Form der Funktion F unabhängig sein soll. 

Ich fand die nachstehenden Theorien durch Anwendung einer ge- 
mischten, synthetisch-analytischen Methode. Wenn die Re- 
daktion mir weniger Mühe gemacht hätte, würde ich versucht haben, alles 
gleichzeitig synthetisch und analytischnach Monges Muster zu entwickeln. 
Da ich indes nur wenig Vertrauen zu meiner Redaktionsfähigkeit hege 
und außerdem mit neuen Untersuchungen beschäftigt bin, so habe ich 
vorgezogen, meine Resultate in der gewöhnlichen analytischen Form 
darzustellen. Hierdurch hat jedoch insbesondere der erste Abschnitt 
an Einfachheit verloren. Glücklicher Weise kann ich den Leser auf eine 
schöne und außerordentlich einfache analytische Begründung 
verweisen, welche Mayer eben von den Resultaten des ersten Abschnitts 
gegeben hat.?) 


1) Die früher zitierten Arbeiten von Mayer und mir haben das Problem der 
drei Körper wesentlich reduziert, insofern sie die Integration der Gleichung: f = 0 
vereinfacht haben. 

2) Göttinger Nachrichten, 1874, Nr. 13: Über die Lieschen Berührungstrans- 
formationen. Vgl. auch die folgende Note von Mayer. 
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Erster Abschnitt. 
Theorie der Berührungstransformationen. 


Ich werde versuchen, die Theorie der Berührungstransformationen, 
die für meine bisherigen, wie für meine künftigen Arbeiten über partielle 
Differentialgleichungen die Grundlage bildet, analytisch und für n 
Variabeln zu entwickeln. Wie schon gesagt, gibt der zitierte Aufsatz [219 
Mayers eine elegante Entwickelung dieser Theorie, welche unter anderm 
deswegen der meinigen vorzuziehen ist, weil sie direkt ist, während meine 
Behandlung auf der Clebschschen Theorie des Pfaffschen Problems 
beruht. (Vergl. $ 8). 


$1. Definition des Begriffs Berührungstransformation. 


1. Die Theorie der Berührungstransformationen geht ihrem Ur- 
sprunge nach bis auf Euler zurück; später hat insbesondere Jacobi in 
Verbindung mit Arbeiten über die Störungstheorie Entwickelungen 
gegeben, die hierher gehören. Wenn ich nicht irre, bin ich jedoch der- 
jenige, der zuerst die allgemeine Bedeutung dieser Theorie dargetan und 
hervorgehoben hat. Ich glaube auch, daß ich zuerst das eigentliche Wesen!) 
der Sache scharf und präzis dargelegt habe; die BezeichnungBerührungs- 
transformation rührt von mir her.?) 

Ehe ich den Begriff Berührungstransformation definiere, halte ich 
es für zweckmäßig, einige einfache geometrische Betrachtungen, welche 
naturgemäß auf diesen Begriff führen, vorauszuschicken. Dieselben 
beziehen sich zwar nur auf einen Raum von drei Dimensionen. Sie lassen 
sich indes auf beliebige Mannigfaltigkeiten ausdehnen. 

Wird der Cartesische Punktraum im gewöhnlichen Sinne des 
Wortes einer Punkttransformation unterworfen, so gehen Flächen in 
Flächen, Flächen, die einander berühren, in eben solche über. Freilich gibt 


1) Ich erinnere insbesondere daran, daß ich gezeigt habe, daß jede Berührungs- 
transformation im Plückerschen Sinne auf einem Wechsel des Raumelements oder 
auf der Einführung eines neuen Koordinatensystems beruht. Für eine synthetische 
Behandlung der Theorie der partiellen FEILOEON RERROR RINGEN 1. ©. ist diese Be- 
merkung fundamental. 

2) Nachdem ich meine ersten Arbeiten über Berührungstransformationen ver- 
öffentlicht hatte, schrieb mir Darboux gelegentlich, daß er sich auch mit dieser 
Theorie beschäftigt hätte. Ich muß bedauern, daß ich aus seinen Untersuchungen, 
die noch nicht veröffentlicht worden sind, keinen Vorteil habe ziehen können. 

Du Bois-Reymond hat sich mit den Berührungstransformationen eines drei- 
fach ausgedehnten Raumes beschäftigt. Die Resultate, die sein Werk über partielle 
Differentialgleichungen enthält, sind jedoch nicht vollständig. 
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es einige Ausnahmegebilde, die sich in anderer Weise transformieren; 
dieselben treten aber nur in begrenzter Zahl auf. Es gibt aber außer 
den Punkttransformationen noch andere Umformungen, die einen ver- 
wandten Charakter besitzen. So führt zum Beispiel auch eine dualistische 
Transformation im allgemeinen Flächen in Flächen, Flächen, die ein- 
ander berühren, in eben solche über. Hierbei ist indes zu bemerken, daß es 
unbegrenzt viele Flächen gibt, die Developpabeln nämlich, die sich bei [220 
einer dualistischen Umformung nicht in Flächen, sondern in Kurven trans- 
formieren. Insbesondere gehen alle Ebenen in die Punkte des Raumesüber. 

Es läßt sich beweisen, daß es außer den Punkttransformationen eine 
ausgedehnte Kategorie von Umformungen gibt, bei denen im allgemeinen 
Flächen in Flächen, Flächen, die einander berühren, in eben solche über- 
gehen. Ber einer jeden solchen Transformation, die keine Punkttransfor- 
mation ıst, treten unbegrenzt viele Flächen auf, die sich in Kurven trans- 
formieren. Insbesondere gibt es 00° Flächen, die ın die Punkte des Raumes 
übergehen. 

Dieses ist indes keine Definition der Berührungstransformationen 
des Raumes; wir haben ja nur wesentliche Eigenschaften derselben an- 
gegeben. 

2. In früheren Abhandlungen gab ich etwa folgende Definition: Sind 
die unabhängigen Variabeln &,,..., &„, die Funktion derselben z, und 
die partiellen Derivierten von z hinsichtlich &,,..., &„, welche p1,...,Pn 
heißen mögen, in solcher Weise mit einem entsprechenden Systeme von 
Variabeln: !, x, ,..., &%,»P},---‚p, verbunden, daß eine jede Größe aus 
einer der beiden Reihen: 


2, X; en In» Pı> .. :,Pn> 


n ’ ‚ ‚ ' 
2, Kı9 ++% Ln»Pı>** +5 Pn 


sich durch Größen der andern Reihe ausdrücken läßt, so nenne ich die 
betreffende Transformation eine Berührungstransformation. Diese De- 
finiton ist indes nicht hinlänglich klar und vielleicht auch nicht ganz 
korrekt, insofern sie implizite auf Voraussetzungen beruht, die nicht 
immer stattfinden. 

Ich ersetze daher diese Definition durch die folgende, die nach meiner 
Auffassung das Wesen der Sache vollständig trifft: 


Definition. Sind Z,X,,..., X; Pi - - -, P„ soleheFunktionen 
VON 2, 4,...5 Ins Pis- +» Pu, für welche identisch: 


LER 


1.59 
(1) dZ — I PıdX, = (d2e— I pıdı) 
k 


k 
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ist, so definieren die Gleichungen: 
(2) te ee A a 
eine Transformation, die eine Berührungstransformation 


heißen soll. 

Daß die Gleichungen (2) immer eine Transformation definieren, 
beruht darauf, daß die Gleichung (1) mit Notwendigkeit verlangt, daß 
Z,X1,:..,X2, P1; -- -, P„ von einander unabhängige Funktionen sind. 


Terminologie. Sind F und ® Funktionen von 2, 21, . -, 2, Pı; [221 
.., Pn, 80 schreibe ich wie üblich: [F®] statt: | 


ee en 


e 0%% 
und ebenso, wenn F' und ® beide z nicht enthalten, (F®) statt: 


een ar). 
— \0pr 08% 0pr 0% 


Wünsche ich, hervorzuheben, daß F und ® als Funktionen von 
&1, +++, P„ und nicht etwa von &\,..., p, betrachtet werden, so schreibe 
ich: (Fo$);,. 

Man weıß, daß der Pfaffsche Ausdruck: 


14.28 
D Xrdt, 
k 


im allgemeinen auf eine Form mit n Gliedern: 


L...2n 
Xr.dtr = Pd}, u Be ale + F,dfn 


k 
reduziert werden kann. Hier sind die Funktionen f nach Clebsch 
(Crelles Journal Bd. 61, S. 153) ein beliebiges System Lösungen von 
3 n(n + 1) Gleichungen, die ich mit den Symbolen: 


(9) = 9, (if) = 0 


bezeichnen werde. 


$ 2. Bestimmung aller Berührungstransformationen. 


In diesem Paragraphen gebe ich zwei der Form nach sehr verschiedene 
Bestimmungen aller Berührungstransformationen. Dabei stütze ich mich 
auf die als bekannt vorausgesetzte Theorie des Pfaffschen Problems, 
welche überhaupt nach meiner Auffassung bei Untersuchungen über 
partielle Differentialgleichungen 1. OÖ. mehr in den Vordergrund zu stellen 
ist, als dies seit Cauchy und Jacobi geschehen ist. 
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Insbesondere kann ich nicht genug hervorheben, daß die Pfaffsche 
Auffassung des Problems, eine Gleichung: 
Fi, un Di...) > 0 
zu integrieren, dieser Theorie eine Allgemeinheit gibt, dıe der gewöhn- 
lichen Behandlungsweise desselben gänzlich abgeht. Freilich scheint 


niemand auf diesen fundamentalen Vorzug der Pfaffschen Betrach- 
tungsweise aufmerksam geworden zu sein. 


3. Sei: . [222 
X,da, ++ Aanyı Alanyı 
ein vorgelegter Pfaffscher Ausdruck, dessen kanonische Form!) n +1 
Glieder enthält. Ist: 
a (dfn+ı t F,afı + a na 


eine gegebene solche Form, so ist es bekanntlich möglich, beliebig viele 
kanonische Formen: 


B(dpn+ı + Pıdpı ++ 9.dp,) 


zu finden. Um nämlich in allgemeinster Weise die Gleichung: 
1...0 SE! 
(8) Afn+ı + IFrdfr = eo (dpnıı + I 9ıdp) 
k k 


zu befriedigen, wählt man willkürlich g + 1 Gleichungen zwischen den 
fund op: 


und setzt: 
F. -!M th +4). ol +4T, +++ +4,11,) 
: of: Ofn+ı ö 
o, _oM,+AhTı ++ + Ag Tg) cM+AhTıt+ Ag) 
i 09; ; COn+1 


G=1,8,...59): 

Eliminiert man A,,..., A, aus diesen 2n + q + 1 Gleichungen und 
löst dieselben sodann nach f, und F, auf, so findet man Werte für diese 
Größen, welche (3) identisch erfüllen. 

4. Die Aufgabe, alle Berührungstransformationen zu bestimmen, 
kommt nach meiner Definition darauf hinaus, die Größen: 


r2 G A ’ 4 
2, Kiyeon Ins Pis»-»Pu 


1) Läßt sich ein, Pfaffscher Ausdruck: X,da, +: + X dx, auf eine 
p-gliedrige Form: F,dfi + + F,df, und nicht auf eine Form mit weniger als 
p Gliedern zurückführen, so nenne ich: F,dfi + ---+ F,df, eine kanonische 
Form oder Normalform des vorgelegten Ausdruckes. 


$ 2; Nr.3, 4. Bestimmung aller B.-T. 9) 


in allgemeinster Weise als Funktionen von: 2, 21,..., Zn» Pı> «+» Pr 
so zu bestimmen, daß die Gleichung: 


1? a We 1 
dz’ — I pıda, = o(dz — N pıdaı) 
k k 


identisch stattfindet. Da nun 2, z,,...,p„ von einander unabhängige 
Größen sind, so ıst es erlaubt, de — X p,.dx, als kanonische Form eines 
(2n + 1)-gliedrigen Pfaffschen Problems zu betrachten, und man er- 
hält folglich aus den eben angegebenen bekannten Resultaten der Pfaff- 
schen Theorie unmittelbar den Satz: 


Satz 1. Eine jede Berührungstransformation kann in folgender Weise [223 
erhalten werden. Man nimmt q + 1 Gleichungen an zwischen: z, &, . 


' 


[4 f . 
Ins? z; Lıs+ ++, 


Di 


..,. 


mMe6b ne 0....0 


und setzt: 
rien _ IM; tAT tr 4A) oe + Ah + +4, Tg) 
Er 0% : 02 , 
ER Ben oM + AT +++ AT), OT, + AT, + .+.+4,1) 
Pi yes PER? > 02 


@=1,...,n). 


Elimimert man 4, ..., A, Zwischen diesen An + q + 1 Gleichungen, 
so bestimmen die übrig bleibenden An + 1 Gleichungen immer eine Be- 
rührungstransformation zwischen den beiden Systemen von Variabeln: 
A ie De Fe 

Jacob! betrachtet ebenfalls alle diese Transformationen und zwar 
behauptet er, daß dieselben die allgemeinsten Umformungen einer par- 
tiellen Differentialgleichung 1. O. sind. Auf diese Behauptung, deren 
Richtigkeit jedenfalls nicht a priori einleuchtend ist, soll hier nicht ein- 
gegangen werden. Im übrigen gibt Jacobi keine explizite Definition 


des Begriffs: allgemeinste Umformung einer partiellen Differentialgleichung 
1:03) 


1) Ich benutze die Gelegenheit, um zwei Fragen aufzuwerfen, von denen ins- 
besondere die letzte wichtig scheint. 

1. Gibt es Transformationen, welche keine Berührungstransformationen sind, 
bei denen Berührung höherer Ordnung invariante Beziehung ist ? 

Diese Frage scheint mit Nein beantwortet werden zu müssen. 

2. Gestatten partielle Differentialgleichungen höherer Ordnung Umformungen, 
welche keine Berührungstransformationen sind’? 

Diese Frage muß wohl mit Ja beantwortet werden. Ist dies der Fall, so er- 
öffnet sich hier ein wichtiges Gebiet für die Forschung. 
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5. Die eben gegebene Bestimmung aller Berührungstransforma- 
tionen ist unter anderm deswegen nicht befriedigend, weil dieselbe, wenn 
auch nur implizite, eine Klassifikation der Berührungstransformationen 
nach dem Werte der Zahl g einführt; eine solche Klassifikation entspricht 
aber keineswegs dem Wesen der Sache, insofern sie gewissermaßen auf 
einer Zufälligkeit beruht. 

Ich gebe daher eine neue allgemeine Methode zur Bestimmung von 
Berührungstransformationen. Würde man dieselbe in einem besonderen 
Falle anwenden, so wäre es freilich notwendig, nicht allein Differentiationen 
und Eliminationen, wie bei der ersten Methode, sondern überdies auch ge- 
wisse Integrationen auszuführen. Wo es sich aber nur darum handelt, 
den Begriff festzustellen, ist dies vollständig gleichgültig. 

Aus der Theorie des Pfaffschen' Problems ist es bekannt, daß 
man einen (?n + 1)-gliedrigen Ausdruck: ZX,dx, in folgender [224 
Weise auf einen (n + 1)-gliedrigen reduziert: 

Man nimmt eine beliebige Funktion @ von: &,.. ., Zanzı, Schafft 
die Größen 2,„.1ı und dig„.ı vermöge der Gleichungen: 


1...2n +1 dp 
ar . ET d u 0 
y 2 S 0 Ir Ur 
aus dem gegebenen Ausdrucke weg, und erhält so einen 2n-gliedrigen 
Ausdruck: 


Xrdaz, +---+ X2,0ans 
dessen Koeffizienten außer &,,..., %g„n noch a enthalten. Man bringt 
denselben in der gewöhnlichen Weise auf die Form: 


2.23% 


1 | 
27 ae, = Pa 


und ersetzt sodann in 97,..., @% die Größe a durch 9, wodurch diese 
Funktionen übergehen in Funktionen von &,...,&gn+1, die durch 
P1s +++, 9n bezeichnet werlen mögen. Alsdann kann der ursprüngliche 
(2n + 1)-gliedrige Ausdruck die Form: 


dp +9,dpı ++ ®,„dpn 


erhalten, wobei ®, ®,,...,®, in der gewöhnlichen Weise bestimmt 
werden. 

Ich füge nur noch hinzu, daß @%,..., 9% durch die Clebschschen 
Gleichungen: 


definiert sind. 


$ 2; Nr. 5, 6. Zweite Methode zur Bestimmung aller B.-T. 11 


6. Die Aufgabe, alle Berührungstransformationen zu bestimmen, 
kommt nach meiner Definition darauf hinaus, den Pfaffschen Ausdruck: 


1.2: 
d2— DI pıdır, 
k 


welcher schon die kanonische Form besitzt, in allgemeinster Weise auf 
eine neue kanonische Form zu bringen. Zu diesem Ende kann man nach 
dem Vorhergehenden folgendermaßen verfahren. 

Man wählt beliebig eine Funktion Z von 2, &,,..., ?„ und löst die 


Gleichung: . 
—y, 


nach p, auf, wodurch sich ergeben möge: 


Pn = f (2, I, +3 Pn-1> a). 
Man bringt hierauf den Ausdruck: 
42: — pıda, ee Pn-ıdEn-ı Ds fdz, 


auf die Form: 


YeaXe +... + YeaXe 


n? 


[225 
wo die X7 durch die Gleichungen: 
(X))=0, PN ee re a Wa) 


bestimmt sind. Diese Gleichungen nehmen in unserem Falle, wie man leicht 
findet, dıe Form an: 


9.4.81 =0:: BPRERE = 0 91. a 


Daraus folgt aber, daß die Größen X,, das heißt, diejenigen Funk- 
tionen von 2, &,. . ., Pn, die hervorgehen, wenn in X dıe Größe a durch 
Z ersetzt wird, durch das System von Gleichungen: 


(A) [ZX,] = 0, [X,X,] = 0 Gel, bel 


definiert sind!). Kennt man Funktionen: Z,X,,..., X„, welche diese 
Relationen erfüllen, so ist es also möglich, die Gleichung: 


...Nn 


1.40 ir, 
k k 


1) Hiermit ist im übrigen eine neue formale Behandlung des Pfaffschen 
Problems angedeutet. Dieselbe ist vollständig symmetrisch, was die Clebschsche 
nicht ist. | 
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identisch zu befriedigen. Die Größen o, P,,..., P„ werden bestimmt 
durch n + 1 von den 2n + 1 Gleichungen: 


02 0Xe _ 
Er re 
cZ 0X 07 pn 0X 
alle u U 5 LATE FERE ; —— ) ee = T,.,M 
aM 0 er an > Fe > 


Es ist wohl zu bemerken, daß die Funktionen: Z,X,,..., X, keiner 
andern Beschränkung unterworfen sind, als der Forderung, die Glei- 
chungen (A) zu erfüllen. 

Die erhaltenen Resultate lassen sich folgendermaßen zusammen- 
fassen: 

Theorem I. Kennt man n +1 von einander unabhängige Funk- 
tionen Z, X 13 ++, Xn VON 2, 15.5 Pn, Welche die Gleichungen: 


ar, [2,47% Nette...) 


erfüllen, so vst es immer möglich, die Gleichung: 


2 1.9 
k 


k 
identisch zu befriedigen, und dann definieren die Relationen: 
2’ a; e,=X, 9, P, 
eine Berührungstransformation. Die oben angegebenen Bedingungsglew. 
chungen sind nicht allein hinreichend, sondern auch notwendig. 

Daß es überhaupt möglich ist, n + 1 Funktionen: H,, H,,:.., H„ [226 
von 2,815, ...,&n> Pıs ---»Pm Zu finden, welche paarweise den Be- 
dingungen: [H,H,] = 0 genügen, beruht auf folgendem Satze: 

Satz 2. Sind H,Hı,:..., H, Funktionen von 2, %,-- +, Ins Pı> 

..,Pn und verschwinden alle: [H,H,.], so bilden die linearen Gleichungen: 


[9,87 8%,., 123,831 V% 
en vollständiges System.!) 


Setzt man nämlich: [H,H]=4A,(H) und bildet die Ausdrücke: 
A,(4,(H))— A,(A:(H)), so sieht man, daß dieselben sich linear durch 
die A, (H) ausdrücken lassen. 


1) Stehen q lineare partielle Differentialgleichungen mit n Variabeln: 
A, (H)=0,...,.4,(H)=0, 
die von einander unabhängig sind, in solcher gegenseitiger Beziehung, daß jedes: 
A;,(A,(H)) —A,(A;(H)) sich linear durch die A,(H) ausdrücken läßt, so haben 
dieselben, wie Clebsch (Borchardts Journal Bd. 65) nachgewiesen hat, n — q ver- 


$ 2, 3; Nr 6, 7. Berührungstransformationen in den z, p 13 


$ 3. Berührungstransformationen, welche Funktionen von &1,.. ., Pa 
in Funktionen von Xı,.. ., 9. überführen. 


Ich werde jetzt die Existenz einer sehr wichtigen Kategorie von Be- 
rührungstransformationen nachweisen. Die charakteristische Eigenschaft 
derselben besteht darin, daß sie Funktionen von &\,..., p, inFunktionen 
VON X, - > P„n überführen. Sınd also: 


i=Z, Xu a ei 


die Gleichungen einer solchen Transformation, so enthalten die Größen 
X, und P; die Variable z gar nicht, sondern nur &,,.. ., Pn- 

In den beiden ersten Nummern gebe ich zwei Methoden an, um be- 
liebig viele solche Transformationen aufzufinden. In der letzten Nummer 
zeige ich, daß beide Methoden in dem Sinne allgemein sind, daß sowohl 
die eine wie die andere eine jede Transformation der besprochenen Art gibt. 

In dem vorangehenden Paragraphen sahen wir, daß die Bestimmung 
aller Berührungstransformationen unmittelbar aus der Theorie des in- 
determinierten Falles des Pfaffschen Problems folgte. Es ließe sich [227 
leicht zeigen, daß die Entwickelungen dieses Paragraphen im genauen Zu- 
sammenhange mit einer neuen Theorie des determinierten Falles stehen, 
die von Clebsch (Borchardts Journ., Bd. 61) herrührt. 


7. Nehmen wir willkürlich q+1 Gleichungen an zwischen: 
Z,l1y+:0, En &, 25 +0 Zu, welchez und 2’ nur in der Kombination: Az 
enthalten, wo A eine Konstante ist, bringen dieselben auf die Form: 


a a N 
More Be Net 


und suchen nun nach Satz 1 die Berührungstransformation, welche 
diesen Gleichungen zugehört, so erhalten wir die Formeln: 


eo that +4 


Zu 


u 


Ang that A hege 


schiedene gemeinsame Lösungen. Ein solches System nenne ich mit Clebsch ein 
vollständiges System. Auf die Betrachtung solcher Systeme gründet Clebsch 
die Integration linearer partieller Differentialgleichungen mit gemeinsamen Lösungen. 

Die entsprechende Theorie für beliebige, das heißt nicht eben lineare Gleichungen 
ist zuerst von Mayer gegeben worden. Hierbei ist jedoch zu bemerken, daß Mayer, 
wie auch Clebsch, seinen Ausgangspunkt in einer Idee nimmt, die von Bour her- 
rührt. Mayer hat darauf aufmerksam gemacht, daß Bours Formulierung dieser 
Theorie nicht stringent ist. 
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Diese 2n Gleichungen, verbunden mit den q Gleichungen: TT, = 0, 

..,. 11, = 0, drücken-die &,; und p; dureh: 2,,...,2,,9u-.-; 2, allein 

aus, und, indem man die so gefundenen Werte in die Gleichung: ? — Az 
— TI einsetzt, erhält dieselbe die Form: 


2 AT FIN en). 
Also: 
Satz 3. Gleichungen zwischen: 2, %,.»-, &n,2, £%1s + - -, In, Welche 2 
und 2 nur in der Kombination: ! — Az enthalten, definieren eine Be- 
rührungstransformation, die sich durch Gleichungen von der folgenden Form 


ausdrückt: ?=A:s+F, d=X, p=B. 


Hier ist A eine Konstante, F, X, und P; sind Funktionen von x, -; 
En Dis a, Du allein. 

Eine solche Transformation bezeichne ich zuweilen kurzweg als eine 
Transformation zwischen &, p. 

8. Die eben entwickelte Methode zur Auffindung von Berührungs- 
transformationen zwischen z, p hat das Mißliche, daß sie eine Klassi- 
fikation, die dem Wesen der Sache nicht entspricht, nämlich nach dem - 
Werte der Zahl q einführt. Von diesem Übelstande ist die folgende Me- 
thode frei; im übrigen haben beide Methoden ihre selbständige Berech- 
tigung. Ich schicke zunächst einen Hilfssatz voraus. 

Satz 4. Sind X,,..., X, [unabhängige] Funktionen von &,:-» +, Pn> 
welche paarweise den Bedingungen: (X;X,) = 0 genügen, so gibt es unter 
den Lösungen F des vollständigen Systems (Satz 2): 


BAER Ani 
ewnige, welche die Form: Az + TT besitzen. Hier ist A eine Konstante und: 
TT eine Funktion von x, - . -, Pn allein. 
Unser Satz kommt darauf hinaus, daß die Gleichungen: [228 


&]=0,..,.&%7]=0, F=4 

gemeinsame Lösungen besitzen. Um dies nachzuweisen, versuchen wir, 
eine solche Funktion ® von: 2, &,,..., 9, und F zu finden, daß die Auf- 
lösung der Gleichung: ® = Const. eine Funktion F der verlangten Eigen- 


schaft gibt. Es zeigt sich, daß & die folgenden Relationen erfüllen muß: 
c® 0 
X,0]=0,...,[X,0]=0, +4; 


dieselben bilden aber, wie man leicht verifiziert, ein vollständiges System. 
Also ist unser Satz erwiesen. 


$ 3; Nr. 7, 8. Zweite Methode zur Bestimmung von B.-T. in den 2,p 15 


Hier möge auch der folgende Satz, den ich später brauche, einen 
Platz finden: 


Satz 5. Kennt man eine Lösung F des vollständigen Systems: 
FRI =0,::.; X, F] 0; | 
welche die Form: 2 + TT(z,, ...,Pn) besitzt, so ist: 
Az +AT + RIX,,::,X,n) 


eine allgemeinere solche Lösung, und zwar die allgemeinste, die hinsicht- 
lich z linear ist. QR bezeichnet eine arbiträre Funktion der betreffenden 
Argumente. 


Seien nämlich: 
FR =42+M1, R&=42+TM 
zwei Lösungen von der besprochenen Form. Alsdann genügt auch: A,F, 
— A,F, oder, was auf dasselbe hinauskommt, A,TT, — A,TT,, worin 


2 gar nicht vorkommt, unserem vollständigen Systeme. Daraus folgt 
aber bekanntlich: 


AA, =W 2), 


welche Gleichung unseren Satz beweist. 


Satz 6. Sind: X,,...,X„ [unabhängige] Funktionen von: &,...-, 
Pn , welche paarweise den Bedingungen: (X ,X ,) =0 genügen, so gibt es (Satz 4) 
Funktionen von der Form: Az + TT(&1, - - ., Pn), welche alle Gleichungen: 


[X,A42+ =0 Wels...) 


erfüllen, und daher ıst es (T'heorem I) möglich, die Gleichung: 
1...n 1. 
d(A2+T) — DI P.dX, = o(dz — N yp.de,) 
k k 


vdentisch zu befriedigen. Hierbei werden alle P,, wie wir sogleich beweisen, 
Funktionen von &ı,..., Pn- Also besitzt die Berührungstransformation: 


ee OR a 7 


die Eigenschaft, Funktionen von x, . . ., pP) in Funktionen von &,.. -, Pn 
zu transformieren. 


Denn soll die Gleichung: [229 


i 1...n 1...n 
k k 
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identisch stattfinden, so muß, da z in TT, X,,..., X, nicht vorkommt, 


und: 


= oT ; 
Terz rn ach, 2 


sein, welche Gleichungen zeigen, daß alle P;,nur von &,,... ., ?„ abhängen. 
9. Eliminiert man p,,.. ., ?„ zwischen den Gleichungen: 


(a) = A: + I u, 
in denen: X,X)=0, [dz+1,X]=0 
ist, so findet man eine Anzahl Gleichungen von der Form: 
2 Az ltı,.. Sa ers), 
VDE PORRE ER ES a 1 PR En te 


Also gibt die letzte Methode nur solche Transformationen, welche auch 
vermöge der früher entwickelten erhalten werden können. Da nun um- 
gekehrt ein System Gleichungen von der Form (b), wie früher gezeigt, 
immer auf Transformationsgleichungen von der Form (a) führt, so ist klar, 
daß unsere beiden Methoden sich decken; ıhr Unterschied ist nur formal. 

Wir werden zeigen, daß dieselben eine jede Berührungstransfor- 
mation zwischen x, p geben. 

Man erhält alle Berührungstransformationen zwischen x,p, wenn 
man die Größen: X,,..., X, Pı,-.. P, In allgemeinster Weise als 
Funktionen von &,,..., ?„ so bestimmt, daß die Gleichung: 


(b) 


BER 


1...n 
(c) dZ — I PıdX, = o (dz — I pı.da,) 
k k 
identisch stattfindet. Dieselbe nimmt durch Entwickelung die Form an: 


Ud2+ I Nds, + I Wdp, = eo (de— Dp.da,), 


wo: 
U=,, Au re Da 

Also erhalten wir 2n + 1 Relationen: 
Rz, 5 Pan De =0 get... [980 


$ 3; Nr. 8, 9. Bestimmung aller B.-T. in den z, p 17 


welche zeigen, daß die Differentialquotienten: 


oPpı OP 


nur von %1,...,?„ abhängen. Also hat Z die Form: 
wait, ..,., &,) + 23 (8; » - :, 9); 
wo Z, folgenden Relationen genügen muß: 


ER BO 0Z, 
Frl u ep en 


Durch Differentiation nach z folgt aus der letzten: 


. )=--2: (> 


und hieraus, da p, in Z, nicht vorkommt: 


(= 0, c ()=0 G=1,...,n). 


Also ist 5Z,:0z gleich einer Konstanten A, das heißt, Z, ist linear in 
bezug auf z. Hiermit ist bewiesen, daß Z die Form: 


Z = 42 +Tl(e;,-..,2.) 


besitzt. Im zweiten Paragraphen sahen wir aber, daß die Ausdrücke: 
[ZX,], [X; X] notwendigerweise verschwinden müssen, wenn die Be- 
dingungsgleichung (ec) stattfinden soll, und folglich können wir behaupten, 
daß die beiden in diesem Paragraphen gegebenen Methoden eine jede 
Berührungstransformation zwischen x, p geben. 

Die Ergebnisse dieses Paragraphen fasse ich in folgender Weise zu- 
sammen: 

Theorem I. Es gibt eine ausgedehnte Kategorie von Berührungstrans- 
formationen, welche die charakteristische Eigenschaft besitzen, Funktionen 
VON Ks. + +, Pu In Funktionen von &, . » », P„ überzuführen. Alle derartigen 
Transformationen besitzen die Form: 


ARE Le Hl. de), s=Än = Pi; 


wo A eine Konstante bezeichnet. Relationen zwischen 2, &,.. -, &%1, 2,21 
5 %n, welche die Größen 2’ und z nur in der Kombination: ! — Az ent- 
halten, bestimmen immer eine solche Transformation. Sind andererseits: 
Xj,...,X, solche [unabhängige] Funktionen von &%,:-..,Pn, daß alle: 
(X,X,) gleich Null sind, so existiert immer eime solche Funktion: 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 2 
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Az +Tl(&,,..-,Pn), daß alle Ausdrücke: |Az + TT, X,] verschwinden, 


und die Gleichungen: 
ZAHN m eEN, 


definieren dann wiederum eine Berührungstransformation der besproche- [231 
nen Art. 


$ 4. Aufstellung einiger charakteristischer Relationen. 
Definieren die Gleichungen: 
er MoAa Der, 
eine Berührungstransformation zwischen x, p, so genügen die Funktionen 


X, und P, gewissen charakteristischen Relationen, die nun entwickelt 
werden sollen. 


10. Ich erledige zuerst folgende Aufgabe: 

Ich setze voraus, daB X ,,...,X2, Pı> - - -, Pn gegebene Funktionen 
von &,...,?„n Sind, und daß es möglich ist, eine solche Funktion: 
Az +TT(&,,---,?n) zu finden, daß die Gleichungen: 

a a 
eine Berührungstransformation definieren. Es wird verlangt, die Größen 
A und TTinallgemeinster Weise zu bestimmen. 

Es wird sich zeigen, daß A vollkommen, und TT bis auf eine arbiträre 
Konstante durch die X, und P, definiert ist. 

Die identisch stattfindende Gleichung: 


I 2. 1..n 
(d) d(Az+TM) — D P.dX, = 0 (dz — I p.dk,) 
k k 
reduziert sich, da o gleich A sein muß, auf: 
k k 


Diese Gleichung löst sich ın die a In auf: 


0%; Be du m 


Differentiiert man nun nach p, und x, und setzt die beiden erhaltenen 
Ausdrücke für 0?TT:0x,0p, einander gleich, so findet man: 


IS OK OP, ARE 7 
4 DIE: 0% 0%; =) Mi 


in welcher Gleichung i eine beliebige von den Zahlen 1,...,n bezeichnet. 


$3,4; Nr. 9—11. Charakteristische Relationen bei den B.-T in den z, p 19 


Oben bestimmten wir OTT : 0x, und OTT: dp, als Funktionen von 


EREET % an 


woraus durch Integration: [232 
TT — / (Myda, +... + M,dan + N1dpı ++ N„dp,) + Const. 


Die eingeführte Konstante ist arbiträr, da TT nur als Differential in 
(d) auftritt. Also: 


Satz?7. Sind X,,--.,Xn» Pı>-- -, Pn solche gegebene Funktionen 
VON %s + + +» Pn, daß sich die Gleichung: Me 


1. 1...n 
k K 


befriedigen läßt, so kann dies wesentlich nur auf eine Weise geschehen. 
Z hat ($ 3) die Form: Az + TT(&,,. ..,Pn); A ist eine ganz bestimmte 
Konstante, und II enthält eine arbiträre additwe Konstante. 

Korollar. Sind X,,..., P„ gegebene Funktionen von Ks. Pn 
und bestummen die beiden Systeme von Gleichungen: 


’ ’ [4 
Z=2, G=-X, m =D 
und: 
11 [23 „ 
kei, =, »% = 3 


zwei Berührungstransformationen zwischen x, p, so ist: Z—Z, eine 
Konstante. 
Im übrigen ist es einfacher, dies Korollar direkt zu beweisen. 


11. Die angekündigten charakteristischen Relationen beruhen darauf, 
daß der Ausdruck: (w, ®g)„,„ In einem Sinne, den wir sogleich (Satz 8 und 
11) definieren, bei Berührungstransformationen invariant bleibt. 


Satz 8. Seien wı und w; Funktionen von 2’, x ,..., Pn, die durch eine 
Berührungstransformation in Funktionen von 2, &ı; - - +, Pn, welche w, und 
©, heißen mögen, übergeführt werden. Verschwindet der Ausdruck: [w@®3].y'; 
so vst dies auch mit: [w, ®g],„ der Fall. 

Denn verschwindet: [w1@;]„, so ist es (Satz 2) möglich, solche 
weitere Funktionen: ®},...,@0,+1ı von ?,& ,..., 9, zu bestimmen, daß 
alle: [®;@;], gleich Null werden. Dann aber gilt (Theorem TI) eine 


Identität von der Form: 
..n+1 


2% 1 
de’ — I md = I do. 
k k 
DAS 
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Drücken wir nun 7, &,...,p„ durch 2, &,,..., ?„ aus, so geht die 
linke Seite unserer Gleichung in: o (dz — Y)p.dx;,) über, und daher be- 
sitzt die transformierte Gleichung die Form: 


1...n+1 


: Ionen 
k k 


WENN @1,...,@n..ı diejenigen Funktionen von2, 2, ,...,P„ bezeichnen, [233 
in welche ®\,...,@,)+ı übergehen. Diese neue Gleichung zeigt aber 
(Theorem J), daß alle: [w,®x].» = 0 sind. Also ist im besondern auch: 
[®ı ®2|z» = 0. 


Satz 9. Definieren die Gleichungen: 
DD Ben 


eine Berührungstransformation zwischen &,p, so verschwinden alle Aus- 
drücke: (P, P,) und ebenso auch, außer wenn i = k, alle: (X, P,)- 

Denn wir wissen, daß die Ausdrücke: (u Pp})r», (PiPı)ry gleich 
Null sind; also verschwinden nach dem vorangehenden Satze auch: 
(&; Pr)a»: (P; P)ar- 


Satz 10. Definieren die Gleichungen: 
= As U, ze, D>n 
eine Berührungstransformation zwischen x,p, so sind alle Ausdrücke: 


(P, X})>-- -, (Pn Xn) gleich der Konstanten A. 


Seien nämlich F’ und ®’ zwei Funktionen von &/,...,p, und F,® 
die entsprechenden Funktionen von &,,...,P„-. Wir wissen, daß die Aus- 
drücke: (F’®’),„ und: (Fo®),, gleichzeitig verschwinden. Berücksich- 
tigen wir nun, daß: 


(2%) 2» En (2;P%) Er (P:Pı) —0, 


so finden wir: 


er BF 3 AF 3b a 
(FO)., = I (gr 3 I: 35) (Gpden, 


[fer 4 La} N 4 a 
k 0%, 0P% op) x, 


oder, wenn wir uns erinnern, daß F und ®, als Funktionen von &/,..., Pı 
aufgefaßt, mit F? und ®’ bezeichnet werden: 


Ii2.n 
hanrıo 2FdeN 
Fo I Gar ai Dmi 025) (RENer- 


Ferner ist: 


I: 
va i or’ 0%’ or’ 0% 
eo).-2( De I: 
k 


op, 62, 08, OP 


$ 4; Nr. 11, 12. Charakteristische Relationen bei den B.-T. in den «,p 21 


Damit diese Ausdrücke gleichzeitig verschwinden, muß notwendig: 


1,0 


F: [4 1 4 ’ 
(GP) = U) = = =D (Pi) 
k 


sein. Früher fanden wir aber: 


0% 0m 0m 0) 
also kommt: 


1 1.28 
a W=4A. [234 
Man verifiziert nun leicht, daß: 
1 Jene 4° 
2 W;,= „= > (px; ns 


also ist: 


$? 
Ep So. A, 


und folglich sind alle Ausdrücke: (p;&%;).„ gleich A. 


Satz 11. Sind F’ und ® Funktionen von &,..., P„, die durch eine 
Berührungstransformation in die Funktionen F und ® von &, +. Pn 
übergeführt werden, so geht gleichzeitig: (FO), in: (1: A) (F®),, über. 

Denn wir sahen, daß: 


2 BEE) 
oF’ 0% oF’ 9% 
FO)» e Op. Op: o (Li: Pi)» 
ist, ferner daß: | 
(P:%:) 2» = A 


ist. Also kommt: 
PO. AED sr. 


Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen. 

12. Ich will jetzt zeigen, daß die gefundenen Relationen nicht allein 
notwendig, sondern auch hinreichend sind. 

Rats 18: Sind: A... An, Pn : : :, Pu Eunklionen von 2.,...5 m 
welche den Relationen: 


(X,X,) = (XP) = (PıPı) =0, (PıX, = 4 = Const. 


genügen, so gibt es immer eine und wesentlich nur ewne Berührungstrans- 
formation von der Form: 

! [4 [4 > 

=r Be, dar. 
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Beweis. Wir nehmen eine Funktion: Az + Y, welche allen Re- 


lationen: 


genügt, und bestimmen sodann wie früher solche Funktionen: TT,,.. ., TT,, 
daß die Gleichung: 
d(A2+Y) — DI TI.dX, = Aldz — Dpı.de,) 


identisch stattfindet; hierbei werden TT,,..., TI, im allgemeinen andere 
Funktionen als P,,..., P„. Nach früheren Sätzen ist nun: 


(X,TT,) 0, (.X%) —4, 
und nach unserer Voraussetzung ist: 


X, P)=0, (PD) SZ, [235 


also erhält man: 


(X,, TT, Ar A) a 0, BER 1, Br P:) m 0, 


woraus: 
IT - KH - WlXıs--» Xu) 
und: 
P. = Tr — Wr. 
Nun ist: 
(P; P,) —=(, 
oder: 


(TT, —M, 1, — W,) =(, 


woraus unter Berücksichtigung bekannter Relationen: 


0W. 8%; 
DR 
also: 
ee 
En 0X; 
und: 
oF 
7 = TT, 2X, 
folgt. 


Schreiben wir nun die Gleichung: 
d(Az + Y) — I TI.dX, = Aldz — I pıde,) 


in der äquivalenten Form: 


d(A2 + W—P)— I (M, 4x) dX, = Aldz— N'pıda,), 


$ 4,5; Nr. 12. Charakteristische Relationen bei den B.-T. in x, p 23 


so finden wir durch Einführung der Größen P;: 
d(A2 +Y — PM) — N P,dX, = Alde— N pda), 
und also ist es uns gelungen, eine Funktion Z zu finden, welche die 
Bea Spax.— Ale - Spar) 
befriedigt. Nach Satz 7 ist: 
Az +YW—F + Const. 


die allgemeinste Funktion, welche dieser Forderung genügt. 

Da bei Berührungstransformationen zwischen 2,p die Variabeln 
&%1, +++, Pn unabhängig von z transformiert werden, so ist es im allge- 
meinen bequem, nur die Gleichungen: 


u =X,, p=P; 


hinzuschreiben. Man kann dies um so mehr machen, als wesentlich 
diese Gleichungen die betreffende Transformation definieren. 

Endlich resumiere ich die Resultate dieses Paragraphen: 

Theorem III. Definieren An Gleichungen: [236 


s=X, pm=P, 
eine Berührungstransformation zwischen x, p, so finden folgende Relationen 
DKL DD (BB) 0, (Po) - 4 Comet, 


Gelten andererseits diese Relationen, so bestimmen die ersten Gleichungen 
immer eine Berührungstransformation. 

Dieser Satz läßt sich übrigens folgendermaßen verallgemeinern: 

Satz 13. Zwischen den An + 1 Funktionen Z, X, P, die eine Be- 
rührungstransformation bestimmen, gelten folgende charakteristische Re- 
lationen: 

[ZX,] — [X X, = [X; Pr] = [P;P,] — 0 = [ZP;] ger P;[X;P;], 

[PıXı] = [Pr%2]= = [Pur]. 


Dieser Satz, den ich hier nicht brauche und deshalb nicht beweisen 
werde, spielt eine wichtige Rolle in der Theorie des Pfaffschen Problems. 


$ 5. Homogene Berührungstransformationen. 


Es gibt eine wichtige Klasse Berührungstransformationen zwischen 
x, p, welche die charakteristische Eigenschaft besitzen, Funktionen von 
&%y* ++, Pr, die hinsichtlich der Differentialquotienten homogen sind, 
in eben solche Funktionen derselben Dimension überzuführen. Ich be- 
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stimme alle derartigen Transformationen, die ich homogene Be- 
rührungstransformationen nenne. Dementsprechend werde ich 
Funktionen von 1, -», P„, die hinsichtlich p,,..., P„ homogen sind, 
kurzweg als homogene Funktionen bezeichnen. 

Die Wichtigkeit dieser neuen Theorie liegt darin, daß sie sich bei 
einer gewissen Auffassung mit der allgemeinen Theorie der Be- 
rührungstransformationen deckt. | 

13. Satz 14. Sind X,,..., X„ [unabhängige ] homogene Funktionen 
nullter Dimension, welche paarweise: (X,X,) = 0 ergeben, so ist es möglich, 


in solcher Weise zu befriedigen, daß alle P, homogene Funktionen erster 
Dimension werden. Die Berührungstransformation: 

u=X, p=P: 
ist dann homogen, das heißt, sie transformiert homogene Funktionen in ho- 
mogene Funktionen derselben Dimension. 


Beweis. Daß alle X, homogen von nullter Dimension sind, [237 


drückt sich durch: ex, OX, 


a, Pe, 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch: 
RX, = 0 
aus. Da nun zugleich alle: (X,X,) gleich Null sind, so kann die Gleichung: 
de — DD’ PıdX, = de — I pıdr 


befriedigt werden. Die Größen P, genügen dann den Relationen 


0X, 0X _ 
Aa; + 8 0%; Pi» 

oX, 0Xn 
u re 


und sind folglich homogene Funktionen erster Dimension. 
Wenden wir nun die Transformation: 


;=X, m=P: 
auf irgend eine homogene Funktion s-ter Dimension, etwa: 
a 3 6 ORG re ar ER ee 
an, so verwandelt sich dieselbe in: 
rl, Ba  , 


was wieder eine homogene Funktion s-ter Dimension Ist. 
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14. Ich werde jetzt alle homogenen Berührungstransformationen 
bestimmen. 

Es seien X,,...,X,„ [unabhängige] homogene Funktionen nullter 
Dimension, welche paarweise: (X,X,) = 0 ergeben; alsdann gelten die 
Relationen: 

BLI>D,.., RITe9, 


und also ist (Satz 5): Az +TT (X,,...,X,„), wenn A eine Konstante 
und TT eine arbiträre Funktion bezeichnet, die allgemeinste in bezug 
auf 2 lineare Funktion F, welche die Gleichungen: 


DET -0....10.2] 50 


erfüllt. Es handelt sich nun darum, // in allgemeinster Weise so zu be- 
stimmen, daß die Relationen: 


(= A2+N, 8 #X, 1 =F: 


eine homogene Berührungstransformation definieren. 


Die identische Gleichung: 


d(Az + TT) — DI P,dX, = Aldz — I pıde,) [238 
gibt: 

ae DT 0 

re u lee 7 


Diese Gleichungen zeigen, daß die Größen OTT: dx, und ATT:0p, 
beziehungsweise von erster und von nullter Dimension sein müssen, wenn 
sie nicht etwa gleich Null sind. Nun ist aber TT selbst von nullter Di- 
mension, und also ATT: dx, und OTT:öp, beziehungsweise von nullter 
und (—1)-ter Dimension, wenn sie von Null verschieden sind. Diese 
Betrachtungen zeigen, daß sowohl OTT: dx, wie OTT: Op, verschwinden 
müssen, also ist TT eine Konstante, etwa B, und Az +B ist die all- 
gemeinste Form der gesuchten Funktion F. 


15. Eliminiert man aus den Gleichungen: 
!=A:+B, =X, 


die Größen p,,.. . -, P?„, 80 erhält man zwischen: 7’, %1,..., 20,2, %1..., In 
Relationen von der Form: 


3 U RR 3 a FE a BEE ee 


Umgekehrt läßt sich zeigen, daß Relationen von dieser Form immer 
eine homogene Berührungstransformation bestimmen. 
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Denn nach unserer allgemeinen Theorie hat man, um diese Berüh- 
rungstransformation zu finden, den vorstehenden Relationen die folgenden 
hinzuzufügen: 


‚ _ hut + Age) __ 1 9huıt HAN), 
BT ea) a: A 2; 


Die Form dieser Gleichungen zeigt aber, daß x; und p; homogene 
Funktionen respektive nullter und erster Dimension von 91,» +, Pn 
werden. Demnach: 

Theorem IV. Sind X,,..., X, [unabhängige] homogene Funktionen 
nullter Dimension, welche paarweise: (X,X,) = 0 ergeben, so bestimmen 


die Gleichungen: ZB Boss 


immer eine homogene Berührungstransformation. Eine jede solche Trans- 
formation kann auch dadurch erhalten werden, daß man q + 1 Gleichungen 


von der Form: „_ Az + B, Uldi.. Ei, el We. 
nimmt und die entsprechende Berührungstransformation sucht. Endlich 
ist selbstverständlich (Theorem III), daß, wenn: X,,..-, X» Piss Pr 


homogene Funktionen respektive nullter und erster Dimension sind, welche [239 
die Relationen: 


(X,X,) = XP) = (PP) =0, (PX) = A 
erfüllen, die Gleichungen: wenn 


immer eine homogene Berührungstransformation bestimmen. 


$ 6. Infinitesimale homogene Berührungstransformationen. 


16. Ich sage, daß eine homogene Berührungstransformation: 
er. Del Bade 
infinitesimalist, wenn sie die Form: 

u; =%+eM, M=-mMm+teN, 5 
annehmen kann, wo e eine infinitesimale Größe, M, und TT, homogene 
Funktionen von respektive nullter und erster Dimension sind. Ich werde 
zeigen, daß es immer eine homogene Funktion erster Dimension gibt, 
deren partielle Derivierte hinsichtlich p, und x, eben M,und — TT, sind. 

Diese Bemerkung, die in dieser Abhandlung nicht weiter benutzt wird, 
besitzt eine fundamentale Wichtigkeit; sie ist mir der Ausgangspunkt für 
neuere Untersuchungen über Transformationsgruppen gewesen. 

Setzt man in den Relationen: 


RL) =KXP)=(PRP)=0, (PX)=1 
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statt X, und P, beziehungsweise: 2, +eM,und:p, + eTT,, so findet man 
durch Entwickelung und Wegwerfung infinitesimaler Größen zweiter 


Ordnung: 5M,;, _oM, EM, 2014 2.90, 2, 
BR OD Om. 02:00 0 


wo ı und k alle möglichen Werte, insbesondere auch denselben Wert an- 
nehmen dürfen. Diese Gleichungen zeigen, daß es eine Funktion ® von z,, 


., ?n gibt, für welche: 
pR©) 


Mi = Su op,’ IE 72 


ist. Hier ist ® nur der Beschränkung unterworfen, daß 2®: 2, und 
0%: 0x, homogen, beziehungsweise von nullter und erster Dimension 
sein sollen. Also muß: 


a PART! 
B77 (a) =, re gu (22; 


sein, woraus: 


& U he 29.99 240 
op: PIE dm 9% PIE 0% 
und durch Integration und Weglassung einer unwesentlichen Konstanten: 
De 
k Pr5p 


folgt, das heißt, ® muß selbst eine homogene Funktion erster Dimension 
sein. Es ist auch klar, daß 9®:2p, und d®: dx, homogen, beziehungs- 
weise von nullter und erster Dimension sind, wenn ® homogen von erster 
Dimension ist. 

Setzen wir nun der Kürze wegen statt: &; — x, und p; — p, beziehungs- 
weise: öx, und öp,, und bezeichnen mit t irgend eine Hilfsvariable, so 
können wir das obenstehende folgendermaßen zusammenfassen: 


Theorem V. Eine jede wnfinitesimale homogene Berührungstrans- 
formation besitzt die Form: 


OH _ gn,,_ 20H 


ö2;: ir: ar ys 


= Öl; 


hier bezeichnet H vrgend eine homogene Funktion erster Dimension.!) 


1) Aus diesem Theoreme folgt unter anderm, wie man leicht einsieht, daß die 
Bestimmung aller infinitesimalen Berührungstransformationen, die eine Gleichung: 


IR ee Das an Da): ont; 


in sich selbst überführen, sich mit der Integration dieser Gleichung deckt. 
Für Gleichungen höherer Ordnung sind diese beiden Probleme im allgemeinen 
verschieden und haben deshalb beide ihre selbständige Berechtigung. 
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$ 7. Über eine Verbesserung der Jacobi-Mayerschen 
Integrationsmethode. 


Die J aco bische Integrationsmethode, wie auch die Jacobi- 


Weilersche und die Jacobi-Mayersche Methode beruhen darauf, daß 
man, wenn n Funktionen F,,..., Fu. von &ı,...5 Ins Pıs «+ »» Du PAar- 


weise: (FF) =0 
ergeben, und es dabei möglich ist, die Gleichungen: 
En OR ER 


hinsichtlich der Differentialquotienten aufzulösen, eine jede von diesen 
partiellen Differentialgleichungen integrieren kann. 

Die Forderung, daß unsere Gleichungen sich hinsichtlich der p auf- 
lösen lassen sollen, verursacht bekanntlich gewisse Schwierigkeiten, die 
Jacobi zwar reduziert, jedoch nicht vollständigüberwundenhat. Man [241 
muß es daher als eine wesentliche Verbesserung der betreffenden Me- 
thoden betrachten, daß man die besprochene Forderung, wie jetzt gezeigt 
werden soll, vollständig fallen lassen kann. 

Ich betrachte zuerst Gleichungen, in denen die unbekannte Funktion 
explizite vorkommt, sodann solche, wo dies nicht der Fall ist. 

17. Ich stütze mich auf die Clebschsche Theorie des Pfaffschen 


Problems. Seı: ee 98. 
k 


ein vorgelegter Pfaffscher Ausdruck, der auf eine n-gliedrige Form: 
1.2. 2R 1... 
k k 
gebracht werden kann. Die Größen f werden nach Clebsch durch das 


simultane System: (A)=0; (id) = 0 


bestimmt. Sind n [unabhängige] Funktionen f gefunden, welche dasselbe 
befriedigen, so ist es möglich, vermöge ausführbarer Operationen alle 
2n — 1 Lösungen der Gleichung: 

3 ee 


aufzustellen, das heißt, diese Gleichung zu integrieren. 
Dieser bekannte Satz soll nun verwertet werden. 
Es sei @ eine Funktion von 2, &1, - . -, Zn» Pıs + + +» Pn-ı und: 


dz — pıd&ı — ***" — Pn-ıdin-ı — PA 
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der Pfaffsche Ausdruck, welcher auf eine n-gliedrige Form: K,dH, + 
... + K„dH, reduziert werden soll. Das oben angegebene simultane 
System nimmt dann die Form an: 


[Pn u H,] 0, [H,H,] —(, 


und wir erhalten folglich den Satz: 


Satz 15. Sıindp, H,,..., H„ gegebene [unabhängige ] Funktionen von 
2, Kiss Ins Pils +: +» Pn-ı, Welche paarweise den Gleichungen: 


[pn —9,H)=0, [H.H,) = 0 


genügen, so ist es immer möglich, alle 2n — 1 Lösungen H der Gleichung: 
[pn — 9; H] = 0 aufzustellen. 

Berücksichtigt man, daß die Integration der Gleichung: p„ — p = 0 
nach der Cauchyschen Methode gerade auf die Bestimmung aller 
Lösungen H der Gleichung: |p„ — 9, H] = 0 hinauskommt, so kann 
man hiernach den folgenden Satz aussprechen: 


Satz 16. Die Integration der partiellen Differentialgleichung: 


Er; (2, Uyeeey Ems Pıs +++; Pn-ı) —0 
kann immer geleistet werden, wenn man n von einander unabhängige [242 
Funktionen: Bi,,::., H, von'2,; 215» 5 &, Pı> +, Da-ı gefunden hat, 
welche alle Gleichungen: 


erfüllen. Dabei ıst es ganz gleichgültig, ob sich aus den Gleichungen: 
4. Ar, Hd, = (, 


alle p eliminieren lassen oder nicht. Es st sogar denkbar, daß einige 
der Funktionen H, diese Differentvalquotienten gar nicht enthalten. 
Dieser Satz läßt sich auch folgendermaßen wiedergeben: 


Satz 17. Sind H,, H,,..., H„ solche gegebene [unabhängige] Funk- 
tionen Von 2, &1s ++ +, Ins Pıs +» Pn, welche paarweise den Gleichungen: 
[H,H,| = 0 genügen, so kann eine jede von den Gleichungen: H, = a, 
integriert werden. 

Hiernach können wir die Jacobi-Mayersche Integrationsmethode 


in folgender Weise formulieren: 
Soll die Gleichung: 


HE 2 in Dr 


integriert werden, so sucht man zuerst eine von H, verschiedene Lösung A, 
von: ER 
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Dies verlangt eine Operation 2n — 1!). Sodann sucht man eine von Hy 
und H, verschiedene Lösung H, des vollständigen Systems: 


[H,H)=0, [HH] =0. 


Vermöge des Mayerschen Theorems geschieht dies durch eine Operation 
2n—3. Sodann findet man vermöge einer Operation 2n—5 eine von 
H,, H,und H, verschiedene Lösung des vollständigen Systems: 


[HH] =0, [HH])=0, [,H] = 0, 


und so weiter; endlich findet man vermöge einer Operation 1 eine von 
H,;Hı,---, Hn_ı verschiedene Lösung H, des vollständigen Systems: 


[(H,H) =0, [HH] =0,...,[H,—.H]=0. 


Hiermit ist nach den obenstehenden Entwickelungen das Integrations- 
geschäft als beendigt zu betrachten. 

Der vorangehende Satz enthält zugleich die vollständige Lösung des 
wichtigen Problems: 

Aus einer vollständigen Lösung einer gegebenen 
partiellen Differentialgleichung 1. 0.: 


as sn Be Pics SP) = 


eine vollständige Lösung jeder andern partiellen Ditfe- 
rentialgleichung: 
Hol, 2; ..., Er pi; eg 1) a 
zu finden, die aus der gegebenen durchirgend eine Be- [2%43 
rührungstransformation hervorgeht, 
eines Problems, mit dem sich schon Jacobi?) beschäftigt hat, und 
das, jedoch nur für spezielle Arten von Berührungstransformationen, 
zuerst von Mayer?) streng gelöst worden ist. 
Ist nämlich: 
Bel Ta 
eine vollständige Lösung der gegebenen Gleichung: H, = 4,, SO müssen 
sich aus denn + 1 Gleichungen: 


02 02 
=, a 


dien + 1 Konstanten a,, 41, » - -, d„ bestimmen lassen, und der hierdurch 


1) Unter „einer Operation m‘ verstehe ich die Auffindung eines Integrales 
von einem Systeme von m gewöhnlichen Differentialgleichungen. 

2) Nova Methodus $ 61 und Vorles. über Dynamik, S. 469. 

3) Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 21. 
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erhaltene Wert von a, muß eben die gegebene Funktion H, sein. Be- 
zeichnet man ferner durch: 


ah, = HM, 


die Werte der n übrigen Konstanten, so sind: H,, H,,..., H, von ein- 
ander unabhängige Funktionen, die in den gegenseitigen Beziehungen: 


[A,H,})=0 
stehen. 

Gehen nun durch Anwendung derjenigen Berührungstransformation, 
welche H,in H, transformiert, H,,..., H, über in: H\,..., H,, so sind 
auch: Hy, Hı,..., H,„ von einander unabhängige Funktionen, die nach 
Satz 8 paarweise den Gleichungen genügen: 


(HH: = 0: 


Nach Satz 17 kann man daher durch bloß algebraische Operationen eine 
vollständige Lösung der transformierten Gleichung: H, = a, erhalten. 

Da die vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung: 
H, = a, keinerlei Integrationen mehr erfordert, sobald man n von ein- 
ander, wie von H, unabhängige Funktionen H,,..., H, gefunden hat, 
welche die Bedingungen: FH 0 


erfüllen, so liegt es nahe, den Begriff der vollständigen Lösung dahin 
zu erweitern, daß man unmittelbar die n mit diesen Funktionen gebildeten 


Gleichungen: E, aA... Ho, 


eine vollständige Lösung der gegebenen Gleichung: H, = a, nennt. 
Bei Zugrundelegung dieser erweiterten Definition der vollständigen 
Lösung kann man dann geradezu sagen: 
Eine Berührungstransformation, welche die gegebene [244 
partielle Differentialgleichung: 


Hal Dessen Da) FON 
in die Gleichung: 
Hola, 2, re 
überführt, führt gleichzeitig auch jede vollständige Lösung 
der ersten Gleichung in eine vollständige Lösung der zweiten 
über. i 
18. Um diese Theorie auf partielle Differentialgleichungen, welche die 


unbekannte Funktion selbst nicht enthalten, ausdehnen zu können, 
schicken wir einige Hilfssätze voraus. 
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Satz 18. Sei V eine Funktion von &, . . », Ems Yıs : +» Ya, die durch q 
lineare partielle Differentialgleichungen: 


1...m 1-28 
A | 
Kr =. Ir = Wil... m Yo Ya) ehı..nn 


definiert wird. Besitzen diese Gleichungen eine gemeinsame Lösung von der 
In ’-FIoh 2. 


und bezeichnet ® eine arbiträre Funktion, so sind alle X,,. gleich Null. 


Denn nach Voraussetzung soll den vorgelegten Gleichungen gleich- 
zeitig durch: V = F und durch V= F + ® genügt werden. Daher muß: 


sein. Diese Gleichung aber kann, wie die Annahme: ® = x, sofort zeigt, 
für eine willkürliche Funktion ® nur dann bestehen, wenn jedes X, „= ist. 


Satz 19. Sei V eine Funktion von &1,.. -, %n, die durch q lineare 
partielle Differentralgleichungen: 


Ir.,® 
ae 
SKng,, Milan... 2) G=1,..,9 


definiert wird. Besitzen diese Gleichungen eine gemeinsame Lösung von 
der Form: \ 
a Tr ®(£, ...) RS } 


und bezeichnet ® eine arbiträre Funktion der Grössen €, die bekannt sein 
sollen, so verlangt die Bestimmung von V nur eine Quadratur. 
Wählt man nämlich, was immer möglich ist, q solche Funktionen 
Yır-+ +, Yy VON I,» » -, &u, daß keine Relation zwischen £&,,. : ., &n_a: Yı» 
..,Y, stattfindet, und führt sodann diese Größen als unabhängige 
Variabeln in unsere partiellen Differentialgleiehungen ein, so erhalten 
diese Gleichungen nach dem vorhergehenden Satze die Form: 


lerne dern) Emt0: [245 
hiernach findet man V durch Quadratur. 
Satz 20. Sind X,,..., X, gegebene [unabhängige] Funktionen von 
1 PET FOR RE .., Pn, welche paarweise: (X,;X,) = 0 ergeben, so ist es 
immer möglich, durch bloße Quadratur eine solche Funktion F von 2, &,, 
.., Pn Zu finden, welche alle n Gleichungen: [X,F] = 0 erfüllt. 
Früher (Satz 6) sahen wir nämlich, daß die Gleichungen: 


[2,45 +11] = 0. u 1] = 
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in denen TT eine unbekannte Funktion von &,,...,p,„ bezeichnet, eine 
gemeinsame Lösung von der Form: 


RE 


besitzen; hier ist ® eine arbiträre Funktion von X,,..., X,„, und also 
verlangt die Bestimmung von TT nach dem vorangehenden Satze nur eine 
Quadratur. 

Nunmehr können wir die Jacobi-Mayersche Methode auch für 
den Fall formulieren, daß die betreffende Gleichung die unbekannte 
Funktion z nicht enthält. 


Soll die Gleichung: 
Ba Da Bu 


integriert werden, so sucht man zuerst vermöge einer Operation Qn — 2 
eine von X, verschiedene Lösung X, der Gleichung: 


(XıX) see 0, 


sodann vermöge einer Operation Qn — 4 eine von X, und X, verschiedene 
Lösung X, des vollständigen Systems: 


AR) =0, KL) =0, 
und so weiter; endlich findet man vermöge einer Operation 2 eine Lösung 
X, des vollständigen Systems: 


Be 9... 


Ist dies geschehen, so bestimmt man durch bloße Quadratur eine 
Funktion: Az + TT(&1, . . ., Zn» Pıs =» Pn), welche allen Gleichungen: 


3.42 +1] =0,...,1X,,42 +11] =0 
genügt. Hiermit ist das Integrationsgeschäft nach der vorangehenden 
Nummer beendist. 


$ 8. Antwort auf eine Bemerkung Mayers. 


19. Seit 1872 sind Mayer und ich in einen lebhaften Verkehr ge- 
treten, der mirin mehreren Richtungen anregend gewesen ist. Insbesondere 
war es auf Mayers Aufforderung, daß ich 1873 eine algebraische Dar- [246 
stellung der vorangehenden Theorien versuchte, die ich zum größten Teil 
durch Mannigfaltigkeitsbetrachtungen gefunden hatte. 

Dabei war ich darauf vorbereitet, daß meine analytische Form un- 
vollkommen erscheinen würde. Mayer machte mich in der Tat sogleich 
auf einige Ungenauigkeiten aufmerksam, die ich in jener. Abhandlung 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 3 
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begangen habe. Gleichzeitig machte er die wesentliche Einwendung!), 
daß ich die Clebschsche Theorie des Pfaffschen Problems: 


1 


Rue = 
in einer größeren Ausdehnung benutzte, als dieselbe von Clebsch be- 


wiesen war. Es ist nämlich nur unter der Voraussetzung, daß die aus den 


Elementen: Be 


Ur = —nn 
er 0% 0% 


gebildete Determinante R nicht verschwindet, daß Clebsch beweist, daß 
die f ein beliebiges System Lösungen der simultanen Gleichungen: 


(3) 0, ((Fifr)) —0 
sind. 
Ich konnte ihm antworten, daß diese Gleichungen, multipliziert 
mit der Determinante selbst: 


R(f))=0, Rl(fif)) = 0 
unter allen Umständen die Größen f definieren. 
Seien nämlich: 
3 LEBE 


> X,dtr =F,dfit'--+Fadfn 
k 


und: 
a 


®n 
D Yıdyr = 9dpıt + 9,don 
r 


zwei Pfaffsche Ausdrücke, beziehungsweise in den Variabeln x und y, 
deren kanonische Formen n Glieder enthalten. Alsdann besteht eine jede 


der Reihen: 
hı; Be u * 3 


und: 
915°. 05 Ons Pr: Pns » - +5 On _1:®n 


aus Funktionen, zwischen denen keine Funktionalrelation stattfindet. Also 
kann man zwei solche Funktionen: F(t,, ..., Zn) und: ® (Yyı,..., Yan) 
wählen, daß die 2n Gleichungen: [247 


= 9: FD FED 


1) Vgl. seine Note Göttinger Nachr. 1874, Nr. 13: Über die Lieschen Berüh- 
rungstransformationen. 
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eine Transformation zwischen den beiden Systemen von Variabeln x und y 
bestimmen. Eine solche Transformation führt aber den einen Pfaffschen 
Ausdruck in den anderen, multipliziert mit einer gewissen Größe,über. Also: 
Sind: es, = 
> dt, und: Y »AYr 


zwei Pfaffsche Ausdrücke, deren kanonische Formen n 
Glieder enthalten, so kann dereine Ausdruckallesolchen 
Eigenschaften desandern, die durch Änderung der unab- 
hängigen Variabeln ungestört bleiben, durch Multipli- 
kation mit einer passenden Größe erhalten. 


20. Diese wichtige Bemerkung, die sich unmittelbar auf beliebige 
Pfaffsche Probleme ausdehnen läßt, erledigt insbesondere auch die be- 
sprochene Schwierigkeit leicht. 

Das Verschwinden oder Nichtverschwinden der Determinante R ist 
in der Tat eine Eigenschaft, die ungestört bleibt, wenn neue Variabeln ein- 
geführt werden. Daß R gleich Null ist, heißt nämlich nach Clebsch, daß 
eine Gleichung von der Form: 


1. 


S de == dn; + Tod, +» ‘+ TT 50T, 


möglich ist. ec kann das Verschwinden er Nichtverschwinden der 
Determinante durch Multiplikation mit einer passenden Größe erreicht 
werden. 

Sei nun )X,dz, ein Ausdruck, dessen Determinante nicht ver- 
schwindet. Wir wählen eine solche Größe o, daß auch die Determinante 
des Ausdrucks I) oX,dz, von Null verschieden ist. Sind dann: 


(2) (De 
(b) (9). = 0, (fm), = 0 


die beiden simultanen Systeme, welche diesen beiden Ausdrücken ent- 
sprechen, so ist einleuchtend, daß dieselben nur hinsichtlich eines Faktors 
verschieden sein können; denn Größen f}, - - -, fn, welche das eine System 
befriedigen, müssen der Natur der Sache nach auch das zweite erfüllen. 
Deshalb können unsere Gleichungen (a) und (b) eine gemeinsame Form 
erhalten, die geltend bleibt, selbst wenn die Determinante verschwindet. 
Bei Clebsch haben unsere Gleichungen die Form: [248 


1 E17 Y la Ofs 
er Min 0: R RS> 


of Fe Bin 


= 


5* 
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die illusorisch wird, wenn R = 0 ist. Dagegen werden die äquivalenten 
Gleichungen: 

of. of, Ofs 
S2%X,,,Rr=0 22 dx, Da, fir = 


RN = 


niemals illusorisch, weil nämlich die Unterdeterminanten R,, nicht 
sämtlich verschwinden dürfen. Diese Gleichungen sind es, die unter 
allen Umständen die Größen f definieren; und in dieser Form habe ich 
auch die Clebschschen Gleichungen im vorangehenden benutzt. 

Zugefügt soll hier nur sein, daß der früher besprochene Multiplikator 
als ein Integrabilitätsfaktor aufzufassen ist. 


Zweiter Abschnitt. 
Theorie der Gruppen. 


In diesem Abschnitte betrachte ich eine Reihe Funktionen: F,,...,F, 
VON: Lys +. +5 En» Pıs ++ +» Pm und bestimme alle zwischen denselben statt- 
findenden Beziehungen, die bei beliebigen Berührungstransformationen 
zwischen X, p: 
ED OR Ef 
ungestört bleiben. Um den Resultaten eine möglichst einfache Form 
geben zu können, setze ich voraus, daß die Konstante (P,X,) gleich 1 
ist. Dies ist indes nur eine formale Beschränkung. 

Im Anschluß an die gewonnenen Resultate entwickele ich eine 
rationelle Methode, welche lehrt, die bei der Integration einer partiellen 
Differentialgleichung 1. O. eintretenden Umstände möglichst gut zu ver- 
werten. 


$ 9. Gruppe. Involutionssystem. Aufstellung zweier Probleme. 


21. Die nachstehenden Theorien nehmen ihren Ursprung in der 
expliziten Einführung zweier Begriffe, von denen der erste dem Wesen 
der Sache nach Jacobi angehört. 

Definition. Ich sage, daß r von einander unabhängige 
Funktionen: %,...,%u. VODE &,..+5 Ens Das + -, Pu eine r-glied- 
rige Gruppe bilden, wenn sich jedes (u,u,) als Funktion der u 
ausdrücken läßt. Jede Funktion der Größen u gehört, sage 
ich, der Gruppe an. 

Gehören die Funktionen einer o-gliedrigen Gruppe: u,, 43, ...,u,[249 
einer Gruppe mit mehr Gliedern: u,,..., ugs Ugp+1, +++, Ur AN, SO Sage ich, 
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daß die letzte Gruppe die erste enthält, oder daß diese eine Unter- 
gruppe der zweiten ist. 

Satz 21. Bestehen zwischen u], ..., u, [gerade] q Relationen, und 
drückt sich dabei jedes (u;u,) durch die u aus, sodaß: 


(u;ur) = Fir (Urs - - -» %r) 
ist, so gibt es eine (r —g)-glvedrige Gruppe, welcher alle u angehören. 
Denn nach unserer Voraussetzung ist es möglich, unter den Größen u 


r—q solche, etwa: U,,..., %,_., zu finden, durch die sich die übrigen 
ausdrücken lassen. Setzt man diesogefundenen Wertevonu,_g+13:--U,1N: 


(u,%r) Er Fir (u, ... u,) 


ein, so erhält dieser Ausdruck die Form: 


| (U;Ur) = Pir (Urs - +» Ur-a): 
und folglich bilden u,,...,u,_, eine Gruppe, welcher auch u,_g+1> 
., u, angehören. 
Satz 22. Gehören v,,. . ., dv, der Gruppe: u, ...,u, an, sodaß: 
er 


ist, und sind: V,,..., V, von einander unabhängige Funktionen der u, 
so bilden auch v,,.. ., v, eine r-gliedrige Gruppe, die ich als eine andere 
Form der vorgelegten betrachte. 

Denn nach unserer Voraussetzung sind v,, ..., v,, auch als Funktionen 
Von %ı; ». -, P„ aufgefaßt, von einander unabhängig. Ferner ist: 


0V,0V 
0) = N >r2 Eren Um Un); 


Mm 


woraus folgt, daß (v,v,) eine Funktion der Größen u und also zugleich 
eine Funktion der Größen v ist. 


Definition. Bilden u,,...., u, eine Gruppe, und verschwinden dabei alle 
(u,u,), so soll die Gruppe ein r-gliedriges Involutionssystem heißen. 

Ich nenne zwei Gruppen: ,..., u, und: Wı,..., %, Involuto- 
rische Gruppen, wenn jedes: (u,w,) = 0 ist. | 

In Jacobis Theorien spielen Involutionssysteme: u,,.. ., u,, welche 
der lästigen Beschränkung unterworfen sind, daß sich die Gleichungen: 


U > 9; +» + +; U, = (I, 


nach r von den Größen p auflösen lassen sollen, eine fundamentale 
Rolle. Die Einführung des allgemeinen Begriffs Involutionssystem 
gehört mir. 
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Satz 23. Eine Berührungstransformation zwischen: &, :.., Pr, &ı, [250 


h Pu: = Rs, D- ». (FR)=1 


führt die Funktionen einer r-glvedrigen Gruppe uı, . . ., w, in die Funktionen 
einer neuen r-gliedrigen Gruppe ur,...,u, über. Hierber drückt sich 
jedes (u,;u,) in derselben Weise durch u,,..., u, aus, wie das entsprechende 
(u;u,) durch ul, . - -, Ur. 

Wir haben nämlich gesehen (Satz 11), daß: 


(u; Ur) x’ p’ er (u; Ur)zp . 
Nun setzen wir voraus, daß: 


(u; %)rp = fir (u, en AR 
also finden wır: 


(UUr)zp = fir (ui, ar, 003 uU,), 


oder, wenn wir uns erinnern, daßu;,..., u,, als Funktionen von &,,..., Pn 
aufgefaßt, mit u,,..., u, zu bezeichnen sind: 


(u;u,) SE fir (U,, e u, 
womit unser Satz bewiesen ist. 


Korollar. Eine Berührungstransformation führt ein Involutions- 
system wiederum in ein Involutionssystem über. 


22. Nunmehr kann ich die beiden Hauptprobleme dieses Abschnitts 
formulieren. 


Problem I. Vorgelegt seien zwei r-gliedrige Gruppen 
%,.-..,0, und vy,...,d,. Es soll entschieden werden, ob es eine 
Berührungstransformation gibt, welche jedes v; in eine 
Funktion von v,,...v,, oder, wie ich kurzweg sage, welche 
die eine Gruppe in die andere transformiert. 


Wir werden sehen, daß sich jede r-gliedrige Gruppe durch eine 
gewisse ganze positive Zahl, die kleiner als r ist, charakterisieren läßt. 
Soll sich eine r-gliedrige Gruppe in eine andere solche überführen lassen, 
so ist hierzu notwendig und hinreichend, daß diese Zahl für beide Gruppen 
dieselbe ist. Dieser wichtige Satz läßt sich auch folgendermaßen aus- 
sprechen: Eine r-gliedrige Gruppe besitzt nur eine einzige von ihrer Form 
unabhängige Eigenschaft, welche bei Berührungstransformationen in- 
variant bleibt. Diese Eigenschaft läßt sich durch eine ganze positive Zahl, 
die kleiner als r ist, ausdrücken. 
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Problem II. Vorgelegt seien zwei Systeme von jer Funk- 
tionen, beziehungsweise von: &,..., Pa Und: &,..., Pn: 


DL RR TE oo ET 


Es soll entschieden werden, ob es eine Berührungstrans- 
formation: | ß 

u; =X, m =P,. (P.X,) =] 
gibt, welche jedes F; in das entsprechende F, transformiert. 


Auch die Lösung dieses Problems, die wir in $ 16 geben, ist [251 
sehr einfach. 


$ 10. Reziproke Gruppen. 
23. Der analytische!) Ausgangspunkt für meine Untersuchungen über 
Gruppen war der folgende Satz: 


Satz 24. Ist: u,,...,u, eine Gruppe und V eine unbekannte Funk- 
bon VON Li, -- +, Ins Pıs =» +» Pr, so bilden die r linearen Gleichungen: 


ea a 


ein vollständiges System. 


Beweis. Es ist zunächst klar, daß diese Gleichungen von einander 
unabhängig sind, denn sonst verschwänden eine Reihe von Funktional- 
determinanten, und demzufolge existierten Relationen zwischen u,,...,U,, 
aufgefaßt als Funktionen von &,,.. ., &> Pı> - - -» Pn- Dies steht aber im 
Widerspruch mit unseren Voraussetzungen. 


Schreiben wir nun A,(V) statt (u,V), so finden wir durch Aus- 
führung: 
A;(Ar(V)) — 4x(4:(V)) = (Wi, u)V)2). 
Nun ist aber (Nr. 21): 


(u;ux) = Tells: 22,0), 
also kommt: 


(u) V) = er (m) +. + Zr (mM), 


eu, 


1) Es war bei synthetischen Spekulationen über das Poisson-Jacobische 
Theorem und den eigentlichen Kern desselben, daß ich auf dieses Theorem geführt 
wurde. Ich bemerkte, daß die Mannigfaltigkeiten, die von den charakteristischen 
Streifen zweier oder mehrerer Gleichungen erzeugt werden, zu untersuchen sind. 

2) Daß die beiden Gleichungen: (u, V) = 0, (u, V) = 0 die folgende: ((u,u,) V) 
=( nach sich ziehen, ist bekanntlich ein Beweis des Poisson-Jacobischen 
Theorems. . 
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das heißt: 
AM) AAN) = Ferm ++ ein, 


c 
womit unser Satz bewiesen ist. — 
Das vollständige System: 


ER 


hat 2n—r Lösungen: v,,03, . . », Ügn_,, Zwischen denen keine Funktional- 
relation stattfindet, und jede andere Lösung läßt sich als Funktion dieser 
Größen darstellen. Nun besagt das Poisson-Jacobische Theorem, daß 
jedes (v,v,) ebenfalls eine solche Lösung ist. Folglich ist (v,v,) eine 


Funktion der v: 
(0, %;) — 17287 (01, oo. Das [252 


das heißt, v1,.. . ., %n_r bilden eine neue Gruppe. 
Also bilden auch die Gleichungen: 


053-0... 0-0 


ein vollständiges System mit 2n — (An — r) = r Lösungen. Offenbar 
genügen U,..., 4, diesem Systeme, dessen sämtliche Lösungen also der 
ursprünglichen Gruppe angehören. Also: 


Theorem VI. Eine jede Gruppe u,...,u, bestimmt eine zweite 
Gruppe mit An — r Gliedern, die in einem vollständigen Rezvprozitätsver- 
hältnisse zu der ersten steht. Jede Gruppe besteht aus allen Funktionen, die 
mit allen Funktionen der andern Gruppe in Inwolution liegen. Zwev solche 
Gruppen sollen reziproke Gruppen heißen. Ich nenne auch häufig die 
eine Gruppe die Polargruppe der andern.!) 

Sind: %,...,%, und: %,...,dgn_r Zwei reziproke Gruppen, die 
durch eine Berührungstransformation beziehungsweise in: W,...,Ur, 
und: di,...,dg„_, übergeführt werden, so sind auch diese beiden neuen 
Gruppen reziproke Gruppen. Denn da jedes (u,v,) verschwindet, so ist 
dies auch (Satz 8) mit jedem Ausdrucke (u;v;) der Fall. 


\ 


$ 11. Die ausgezeichneten Funktionen einer Gruppe. 


24. In diesem Paragraphen wird ein neuer Fundamentalbegriff ein- 
geführt. 


1) Auf diesen Satz gründet sich eine allgemeine Reziprozitätstheorie. Einem 
jeden Satze über Gruppen entspricht ein reziproker Satz. Andererseits ordnen sich 
auch die zwischen Gruppen möglichen Beziehungen paarweise als reziproke zusammen. 
Diese Andeutungen sollen hier nicht weiter entwickelt werden. 
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Definition. Funktionen U, die einer Gruppe U,,...,4U, An- 
gehören und alle Relationen: 
wor) =h,..,.,,0)=0 


erfüllen, sollen ausgezeichnete Funktionen heißen. 

Es ıst klar, daß die Zahl der von einander unabhängigen ausge- 
zeichneten Funktionen einer Gruppe von der Form der Gruppe unab- 
hängig ist. Es ist auch klar, daß eine Gruppe mit m ausgezeichneten 
Funktionen durch eine jede Berührungstransformation in eine Gruppe 
mit m ausgezeichneten Funktionen übergeführt wird. 

Satz 25. Bestehen [gerade] m Relationen zwischen den Funktionen 
. zweier reziproker Gruppen, so gibt es m Funktionen, welche gleichzeitig 
beiden Gruppen angehören. 

Beweis. Ich setze voraus, daß u,,..., U, und %,.. +, Ygn_, Zwei 
reziproke Gruppen sind, zwischen deren Funktionen [gerade] m Rela- [253 
tionen stattfinden. Erinnern wir uns nun, daß: 


(u,u;) = fir (Ur; ng U;), (0,9%) I Y%;r (01; eg Duni) (u,d;) er 0, 
und berücksichtigen ferner Satz 21, so ergibt sich, daß u,,..., u,, %ı; 
+, dan r einer gewissen (An — m)-gliedrigen Gruppe: 
W;; nr a ee 
angehören, welche sowohl die Form: 
U, ++, Ur, Ur. Ugn-r-m» 
als auch die Form: 
Use. 0, Üdn-r> Us» + +5 Ur_m 


annehmen kann. Hieraus folgt, daß die m Lösungen: F\,,...,F,„ des 
vollständigen Systems: 


BR A 
einerseits den Gleichungen: 
red, eo 


genügen und also der Gruppe v,,.. ., d%n_, angehören, andererseits die 
Gleichungen: | 

(v,F') nn 0, 0]; un: =— 0 
erfüllen und also zugleich der Gruppe u,,..., u, angehören. Es gibt 
also wirklich m Funktionen, welche beiden Gruppen angehören. 


Satz 26. Gehört eine Funktion F gleichzeitig zweien reziproken Gruppen 
an, so ist ste ausgezeichnete Funktion in beiden Gruppen. 
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Denn als zugehörig der Gruppe v,,...,%gn_, genügt F den Glei- 
chungen: 
a er BEE 
nun ist F eine Funktion der Größen u, und jede solche Funktion, welche 
die eben aufgestellten Gleichungen erfüllt, ist eine ausgezeichnete Funk- 
tion der Gruppe u,,...,%,. In entsprechender Weise sieht man, daß F 
eine ausgezeichnete Funktion der Gruppe v ist. 


Satz 27. Jede ausgezeichnete Funktion einer Gruppe gehört der rezi- 
proken Gruppe an. | 

Denn ist U eine ausgezeichnete Funktion der Gruppe u,,..., U,, 80 
gelten die Relationen: 


(4,0) =0,...,DB 6 


dies sind aber eben diejenigen Gleichungen, die stattfinden müssen, wenn 
U der reziproken Gruppe angehören soll. 


Satz 28. Jede ausgezeichnete Funktion einer Gruppe ist ausgezeichnete 
Funktion in der rezuproken Gruppe. 
Dieser Satz folgt als Corollar aus den beiden vorangehenden. 


Satz 29. Enthält eine Gruppe u,,.. ., u, m ausgezeichnete Funk- [254 
tionen: U,,..., Un, so bestehen m Relationen zwischen den Funktionen 
dieser Gruppe und denjenigen der reziproken Gruppe v1,» » +», Van_r- 

Denn U,,..., U, gehören beiden Gruppen an; drückt man sie also 
einmal als Funktionen der u, das andere Mal als Funktionen der v aus und 
setzt diese Ausdrücke einander paarweise gleich, so findet man die be- 
sprochenen Relationen: 


Fj (u, eo.) u.) Fe ®, (01, eo.) OBER 


Fu, Buelerg U,) = ®„(%; .o., ee 
Die Ergebnisse dieser Nummer fasse ich folgendermaßen zusammen: 


Theorem VI. Zwei reziproke Gruppen enthalten dieselben aus- 
gezeichneten Funktionen, und zwischen den Funktionen zweier reziproker 
Gruppen bestehen soviel und nur soviel Relationen, als die Gruppen aus- 
gezeichnete Funktionen enthalten. Diese Relationen haben immer die Form: 


Fi,» ..;,. u,) = P; (01, 00 ER (=1,...,m); 
sie sagen eben aus, daß die m ausgezeichneten Funktionen sowohl der einen 
wie der anderen Gruppe angehören. 


25. Ich werde zeigen, daß sich die Zahl der ausgezeichneten Funk- 
tionen in der Weise bestimmen läßt, daß man eine gewisse Determinante 
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aufstellt und sodann untersucht, ob dieselbe und ihre Unterdeterminanten 
erster, zweiter, ....., Ordnung verschwinden. Enthält unsere Gruppe m aus- 
gezeichnete Funktionen, so verlangt die Bestimmung derselben die Ope- 
rationen: m, m—1,...,3, 2,1. 


Sei U, ..., 4, eine Gruppe und U eine Funktion von u,,...,U,. 
Soll dieselbe eine ausgezeichnete Funktion sein, so ist dazu notwendig 
und hinreichend, daß die Gleichungen: 


BEE EN ee, 


oder entwickelt: 


0 su c 
Az(T) = (ua) + (Met) ++ u) = 
CU ou su 


stattfinden. Setzt man hier überall statt (u,;u,) die entsprechende Funk- 
tion fir (U, -- -,u,), So erhält man r lineare partielle Differentialglei- 
chungen mit r unabhängigen Variabeln zur Bestimmung von U. Soll 
also die Gruppe m ausgezeichnete Funktionen enthalten, so müssen 
sich unsere r Gleichungen durch r — m von denselben, etwa durch: 


oo‘ [255 


die ein vollständiges System bilden, ersetzen lassen. Hierzu 1st offenbar 
erforderlich, daß sich: A, _„n+1(U); : . ., A,(U) linear durch: A,(U),..., 
A,_m(U) ausdrücken lassen. Umgekehrt ist klar, daß unsere r —m 
Gleichungen ein vollständiges System bilden, wenn diese Forderung 
erfüllt ist. Denn der Ausdruck: A,(A,(U)) — A4,(A,(U)) drückt sich 
linear durch: A,(U),..., 4,(U) aus: 


4A;(A,(U)) — A,(4; (D)) ör ),4,(0) ade 5 1,4A,(0). 


Setzt man aber hierin für A,_m+ı(U),...,4,(U) ihre Ausdrücke in 
A,(U),..., A,_m(U), so erhält man Relationen von der Form: 


4; (A,(0)) — 4,(4,(0)) = 94A,(0) ++ 9&-mÄr-m(UO); 


womit unsere Behauptung erwiesen ist. 
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Es zeigt sich also, daß man die Determinante: 


(uU) (Us) . . . (U%,) 
D— , (au) (UgUs) .. . (Ug%,) 
(U) ne 


aufstellen muß. Ist dieselbe von Null verschieden, so sind die Ausdrücke 
A,(U),..., 4,(U) von einander unabhängig, und also hat unsere Gruppe 
keine ausgezeichnete Funktion. Verschwindet dagegen diese Determi- 
nante und ihre Unterdeterminanten erster, zweiter,..., (m — 1)-ter 
Ordnung, während die Unterdeterminanten m-ter Ordnung nicht sämtlich 
verschwinden, so gibt es unter den A,(U) m solche, die sich durch die 
übrigen linear ausdrücken lassen, und also enthält die Gruppe m aus- 
gezeichnete Funktionen. 


Man kann bemerken, daß D eine schiefe Determinante ist. Be- 
zeichnet also r eine beliebige ungerade Zahl, so ist D gleich Null, und 
die Gruppe enthält jedenfalls eine ausgezeichnete Funktion. 

Findet man, daß unsere r-gliedrige Gruppe u,,...,U, m ausge- 
zeichnete Funktionen enthält, so nehme man, was immer möglich ist, 
r— m von den Ausdrücken A,(U), etwa A,(U),...,4,_„m(U), die 
von einander unabhängig sind. Alsdann bilden die Gleichungen: 


a 


ein vollständiges System, dessen m Lösungen eben die ausgezeichneten 
Funktionen der Gruppe sind. Ihre Bestimmung verlangt, wie Mayer 
und ich in unseren früheren Arbeiten bemerkt haben, nur die Opera- 


tionen: 
m,m —1,...,3,2,1. 


Wendet man das Mayersche Theorem an, so wird man sehr häufig 
die ausgezeichneten Funktionen durch noch einfachere Operationen [256 
bestimmen können. 

Es ist einleuchtend, daß, wenn u ausgezeichnete Funktionen schon 
bekannt sind, die Bestimmung der übrigen alsdann nur die Operationen: 
m—u,m—u—]1l,...,3,2,1 verlangt. 

Theorem VII. Soll man entscheiden, wie viele ausgezeichnete Funk- 
tionen eine Gruppe Ur, .., u, enthält, so bildet man die Determinante mit 
r Reihen und Kolonnen, deren Elemente die Größen (u;u,), ausgedrückt 
als Funktionen von u,...,u,, sind. Verschwindet diese Determinante 
nebst ihren Unterdeterminanten erster, zweiter, ... bis (m — 1)-ter Ordnung, 
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so hat die Gruppe m ausgezeichnete Funktionen. Man findet dieselben, 
indem man unter den r Ausdrücken: 
oU oU cU 
4A,(U) = (u;u,) Du, + (U;U,) EITE +... + (u,U,) DE 
r—m solche, etwa A,(U),..., A,_m(U), auswählt, die von einander 
unabhängig sind. Die Gleichungen: 


BED 
bilden alsdann ewn vollständiges System, dessen m Lösungen eben die aus- 


gezeichneten Funktionen der Gruppe sind. Man findet dieselben also ver- 
möge der Operationen: m,m —1,...,3, 2,1. 


.$12. Kanonische Form einer Gruppe. 


In diesem Paragraphen beweisen wir zuerst einige Hilfssätze und 
zeigen hierauf, daß eine jede Gruppe auf eine bemerkenswerte Form, die 
ich „kanonisch‘“ nenne, gebracht werden kann. 


26. Satz 30. Enthält eine r-gliedrige Gruppe mehr als r —2 aus- 
gezeichnete Funktionen, so vst sie ein Involutionssystem und. besitzt also 
r ausgezeichnete Funktionen. 

Beweis. Gesetzt, die Gruppe u,,...,u, besitze r — 1 ausgezeich- 
nete Funktionen: U,,..., U,_1; wir werden sehen, daß dieselbe dann 
notwendigerweise noch eine solche Funktion enthalten muß. Denn 
bringen wir die Gruppe auf die äquivalente Form: U,,..., U,_, V, so 
muß, weil U, ausgezeichnete Funktion ist, 


(U,N)=0 


sein; ebenso verschwindet (U,V), weil U, ausgezeichnete Funktion ist; 
in dieser Weise erkennen wir die Existenz der Relationen: 


en 


welche zeigen, daß auch V ausgezeichnete Funktion ist. Unsere Gruppe 
besitzt also wirklich r ausgezeichnete Funktionen. 


Satz 31. Istu, keine ausgezeichnete Funktion einer Gruppe ur, ...,%,, [257 
so gibt es immer Funktionen F (u,, . . -, U,) , welche dve Gleichung: (u,F) = 1 
erfüllen. 

Denn nach unserer Voraussetzung gibt es jedenfalls einige unter den 
Ausdrücken: (u,4Us), (U4s), - - -, (4, 4,), die nicht identisch verschwinden. 
Bezeichnet daher F eine unbestimmte Funktion von u,,...,uU,, so ist: 


oF er oF 
(U, U,) du, + (Us) du, +2 # (14%) du,’ 
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oder, wenn man statt (u,u,) die entsprechende Funktion fı ; (U, - . ., %,) 
einführt: 
oF oF oF 
fıa pr is ee + hr zn 


von Null verschieden. Also ist: 
oF oF 
ar ra 1 


eine lineare partielle Differentialgleichung, deren Lösungen F der Be- 


dingung: m 1 
‚F) = 


genügen. 
Satz 32. Enthält die Gruppe u,,. . ., u, eine Untergruppe U, - -, Uo, 
so ist die Polargruppe der ersten in der Polargruppe der zweiten enthalten. 


Denn die Glieder der Polargruppe von U,,...,%, sind definiert 


durch: 
(u) =0,...,,(wr) =0,..., (ur) = 0, 


und die Glieder der Polargruppe von u,,...,u, genügen den Glei- 
chungen: 


N) =0,...,WwV) =0. 


Wir sehen, daß die Lösungen des ersten Systems auch das letzte be- 
friedigen, während das Umgekehrte nicht gilt; also ist der Satz bewiesen. 


Satz 33. Ist der Ausdruck (u,u,) gleich 1, so kann eine jede Gruppe 
U,Ug,...,Uu, auf die Form U, , Us, Ur,» » -», U,_. gebracht werden, wo alle 
(u,u,) und (uzu;) gleich Null sind, während alle (w;u;) sich als Funktionen 
VON Uls + Ur_8 ausdrücken lassen. 


Ist nämlich: 
%Ü; u I 2) Ugon—r 


die Polargruppe von u,,...,%,, so ist bei unserer Voraussetzung auch: 
TORE EP RAN a 
eine Gruppe, deren (r — 2)-gliedrige Polargruppe: 
ET AE 


in U,...,u, enthalten ist (Satz 82) und mit der Gruppe u,, u, in In- 
volution liegt. Es ist klar, daß keine Relation zwischen u}, Us, u, [258 
..., W._g stattfinden kann; denn eine solche ließe sich auf die Form: 


uU = Y (Us, u, a u,_.) 
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bringen, und also wäre: 


(u) = u) + ee) 
in welcher Gleichung die rechte Seite verschwindet, während die linke 
gleich 1 ist. Dies ist aber absurd. Also ist u,,ug,W,...,u,_a eine 
Form unserer Gruppe, welche die verlangten Eigenschaften besitzt. 


Satz 34. Eine jede r-glvedrige Gruppe, die kein Involutionssystem vst, 
läßt sich zerlegen ın eine zweigliedrige und eine (r — 2)-glvedrige Gruppe, 
die mit jener in Inwolution legt. 

Denn die vorgelegte Gruppe u,,...,u, enthält nach unserer Vor- 
aussetzung Funktionen, die nicht mit allen übrigen Funktionen der 
Gruppe in Involution liegen; wir nehmen eine solche, etwa u,, und be- 
stimmen (Satz 31) eine zweite Funktion u, der Gruppe, welche: 


(uü,) = 1 


gibt. Berücksichtigen wir dann den vorangehenden Satz, so sehen wir 
die Richtigkeit unseres Satzes ein. 

27. Aus den vorangehenden Sätzen fließt eine allgemeine und 
äußerst wichtige Reduktion einer jeden Gruppe auf eine kanonische 
Form. 

Satz 35. Eine jede Gruppe kann die Form: X,,..., X», Pıs =.» Fu 
erhalten, wo die Ausdrücke: (X,X,), (X; P,), (P;Pı) gleich Null und alle 
(P;X,) gleich 1 sind. Diese Form nenne ich eine kanonische Form. 

Ist nämlich unsere r-gliedrige Gruppe ein Involutionssystem, so 
hat sie bereits die kanonische Form, und zwar istv=r,u=0. 

Ist u,,..., u, dagegen kein Involutionssystem, so zerlege man die- 
selbe (Satz 34) in eine zweigliedrige und eine (r — 2)-gliedrige Gruppe: 


(A) DE ee ER DEN 


welche beide in Involution liegen. Ist die (r — 2)-gliedrige Gruppe ein 
Involutionssystem, so ist (A) die kanonische Form der ursprünglichen 
Gruppe, wobeiv=r —1,u =1 ist. 

Ist w,..., w,_sa kein Involutionssystem, so zerlege man diese (r — 2)- 
gliedrige Gruppe in eine zweigliedrige und eine (r — 4)-gliedrige Gruppe: 
Xe, 23. U, ...7 TER 
Hierbei nimmt die ursprüngliche Gruppe die Form an: 

X1, 2; Ag, P3; u, A , Ur_4; 


welche die verlangte kanonische Form ist, wenn die (r — 4)-gliedrige 
Gruppe ein Involutionssystem ist. In dieser Weise fährt man fort, bis man 
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zuletzt, etwa nach g Zerlegungen, zu einer (r — 2g)-gliedrigen Gruppe: 
u”, a TE kommt, die ein Involutionssystem ist. Alsdann ist: [259 


(9) (9) 
I PR Ba en 


die kanonische Form der r-gliedrigen Gruppe; hier ist:v=r —q,u =q. 
Satz 36. In einer kanonıschen Gruppe: X,,.-..,, Xarm Ps --» B 
sind: Xar15 + > Xarm dve einzigen ausgezeichneten Funktionen. 
Wenn nämlich TT der vorgelegten kanonischen Gruppe angehört, so 


weAtur:=1,...,0: 
oTT oT 
Soll also TT eine ausgezeichnete Funktion sein, so muß für =1,...,q: 
om, am 
Ir 


werden, das heißt, TT eine Funktion von X +15 - - +; Xg.+m allein sein. 
Satz 37. Stehen: X, - -» Xarms Pıs +» -, P, im den Beziehungen: 


(X,X ,) = (X, Pı) Ei (P;P:,) 0, (P;X,) —=1, 


und besteht dabei keine Relation zwischen: Xag+1> +++, Xarm; 50 bilden 
unsere 2q + m Funktionen eine (Aq + m)-gliedrige Gruppe. 

Unser Satz kommt darauf hinaus, daß unter den gemachten Vor- 
aussetzungen keine Relation zwischen unseren 2q + m Funktionen statt- 
finden kann. Denn eine solche würde jedenfalls eine von den 2q Größen 
X, X Ps: P,, etwa X,, enthalten und könnte also die Form: 


A,EWMS HR a 
erhalten. Hieraus würde aber folgen: 
(PX) = (PıW), 
was kontradiktorisch ist, weil die linke Seite gleich 1 und die rechte 


gleich Null ist. 


Satz 38. Die Differenz zwischen der Zahl der Glieder einer Gruppe 
und der Zahl ihrer ausgezeichneten Funktionen ist eine gerade Zahl. 
Denn jede Gruppe kann die Form: 


EEE NE ee 
erhalten, wo X ,41> - + +; X gm die ausgezeichneten Funktionen sind; also 
ist die erwähnte Differenz gleich 2g. 


Korollar 1. Eine 2q-gliedrige Gruppe enthält entweder 2q, oder2q —2, 
oder 29 —4,..., oder 2, oder keine ausgezeichneten Funktionen. 
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Korollar 2. Eine (2q + 1)-gliedrige Gruppe enthält entweder 2q +1, 
oder 2q —1,..., oder 3, oder 1 ausgezeichnete Funktion. Eine solche 
Gruppe enthält also stets wenigstens eine ausgezeichnete Funktion. 


Wir fassen endlich unsere Resultate zusammen: [260 
Theorem IX. Eine jede Gruppe kann die Form: 


REN RD. Dr 
erhalten, wobei folgende Relationen stattfinden: 
ERENTO ARE SEE A e 


Hier sind Xar1> ++» Xarm die ausgezeichneten Funktionen der Gruppe. 
Die Differenz zwischen der Zahl der Glieder und der Zahl der ausgezeich- 
neten Funktionen ist stets eine gerade Zahl. 


$ 13. Bestimmung der invarianten Eigenschaften einer Gruppe. 


28. Wir zeigen zunächst, daß man immer kanonische Gruppen 
finden kann, die eine gegebene kanonische Gruppe enthalten. Sodann 
erledigen wir das erste der beiden Probleme, die wir im Anfange dieses 
Abschnittes aufstellten. 

Salz 39. Ist: X,,..., Xrıms Pin», PD, eine kanonische Gruppe, 
so gibt es immer solche Funktionen P,.,, welche die Gleichungen: 


(X; Pe+1) er ar) —0, Re) —1 


erfüllen. Alsdann ist X,,. - -, Kam Pıs » : 5 Parı eine neue kanonische 
Gruppe, welche die vorgelegte umfaßt. 


Offenbar ist nämlich: 
(A) DEE RN ONE FERN 
eine Gruppe, deren Polargruppe X,,, enthält und also etwa die Form: 
(B) Rau, 


besitzt. Nun gehört X,.. der Gruppe (A) nicht an und ist also (Satz 27) 
keine ausgezeichnete Funktion von (B), welche letzte Gruppe somit 
(Satz 31) Funktionen P,,, enthält, die: 


(Pesıict) —1 


ergeben. Aber eine jede solche Funktion P,.;, liegt, weil sie der Gruppe 
(B) angehört, mit allen Funktionen der Gruppe (A) in Involution, und 
besitzt also alle verlangten Eigenschaften. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 4 
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Satz 40. Ist: X,),..., Xarms Pıs - - -, Pu eine kanonische Gruppe, so 
gibt es immer solche weitere Funktionen: Pyr1, Paras +» Pam, daß: 


Ar; s 289 BE 3a | er... 


eine neue kanonische Gruppe bilden, welche die vorgelegte umfaßt. 

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar durch m-malige Anwendung 
des vorhergehenden. 

Satz 41. Ist: X,,...‚, X Pıs-» -, Pu eine kanonische Gruppe und 
q<n, so gibt es immer Funktionen X,;1, die mit den Funktionen [261 
unserer Gruppe in Involution legen; alsdann ist: 


Dia 


eine neue kanonische Gruppe, welche die vorgelegte umfaßt. 

Denn eine jede Funktion, die der Polargruppe der vorgelegten 
Gruppe angehört, besitzt die Eigenschaften, die wir von der gesuchten 
Funktion X,,, verlangten. 

Satz 42. Ist: X,,.:., Xg4mı Pis-- GP, eime kanonische Gruppe, 
so gibt es immer solche weitere Funktionen: X+m+1> ** "Ans Paris =>» 
P,„, daß auch: 

EN ee 
eine kanonische Gruppe ist. 
Denn nach Satz 40 gibt es eine kanonische Gruppe: 


+. ..07 Ku Pr, eo; Birms 
welche die vorgelegte umfaßt; darnach findet man vermöge Satz 41 eine 


kanonische Gruppe: 
DEE OR ee 


sodann (Satz 39) eine kanonische Gruppe: 


Ras ndac 

und so weiter. 

29. Im ersten Abschnitte (Theorem III) sahen wir, daß Gleichungen 
von der Form: ; 

m=X;; p=P, | 
in denen X, und P, Funktionen von x,,...,P„ bezeichnen, welche die 
Bedingungen: 
(X,X,) = (X, P,) = (RP) =0, (PX) =1 


erfüllen, immer eine Berührungstransformation bestimmen. Mit Be- 
nutzung dieses Satzes können wir jetzt folgendes Theorem beweisen 
und dadurch gleichzeitig Problem I erledigen: 
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Theorem X. Besitzen zwei r-gliedrige Gruppen gleichviele ausgezeich- 
nete Funktionen, so gibt es vmmer eine Berührungsformation, welche die 
eine Gruppe in die andere überführt. Andererseits vst diese Bedingung nicht 
allein hinreichend, sondern auch notwendig. 

Es -seien: w;;..; u, Funktionen von &,,..-, Zn, Pıs- - + Pr, und: 
Wis. ., W, Funktionen von y1,- . -, Ya» Rs +» +, 7%. Bilden dann sowohl 
Use. ., %,, als auch w,, ... ., w, eine Gruppe, und besitzen beide Gruppen 
dieselbe Anzahl von ausgezeichneten Funktionen, so können die beiden 
Gruppen beziehungsweise die kanonischen Formen: 


des eunds Lie Isar 23 


erhalten. Nach Satz 42 gibt es ferner stets solche weitere Funktionen 
AP von 2.5, 9, und: Voll von Y,,22r,20,, Hab auch: 


Kr Re una ee al ee 1 
wiederum kanonische Gruppen sind. Es ıst daher sowohl: 


BA, B 2 
als auch: 

4=Y, f=T, 
eine Berührungstransformation. Hieraus aber folgt, daß auch die 2n 
Gleichungen: 

A re 
eine Berührungstransformation definieren, und man sieht, daß diese 
Transformation die eine Gruppe in die andere überführt. 

Hiermit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen. Der letzte Teil 
desselben folgt unmittelbar daraus, daß bei jeder Berührungstransfor- 
mation die Zahl der Glieder und die Zahl der ausgezeichneten Funktionen 
einer Gruppe ungeändert bleibt ($ 9 und $ 11). 

Korollar. Die einzigen Eigenschaften einer Gruppe, die 
von der Form der Gruppe unabhängig sind und bei Berüh- 
rungstransformationen ungeändert bleiben, sind die Zahl 
der Glieder und die Zahl der ausgezeichneten Funktionen. 


$14. Invariante Beziehungen zwischen einer Gruppe und einer Untergruppe 
derselben. 


Ich erledige jetzt folgendes Problem: 

Problem. Vorgelegt seien zwei r-gliedrige Gruppen, von denen jede 
eine o-gliedrige Untergruppe enthält. Es soll entschieden werden, ob es eine 
Berührungstransformation gibt, welche die eine r-glvedrige Gruppe und deren 

4* 


ot 
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Untergruppe beziehungsweise in die zweite r-gliedrige Gruppe und deren 
Untergruppe überführt. 

30. Zunächst einige Hilfssätze. 

Satz 43. Sei: u,,...,u, eine Gruppe, die in einer größeren Gruppe: 
UsesesUgye +, U, enthalten ist. Es bezeichne ferner U eine Funktion 
der letzten Gruppe. Enthalten unsere Gruppen keine gemeinsame aus- 
gezeichnete Funktion, so bilden die Gleichungen: 


(u0)=0,..., (u,U) = 0 


ein vollständiges System, dessen r — og Lösungen: wı, .. ., W,-. eine neue 
Gruppe bilden. Enthält insbesondere u,,...,u, keine ausgezeichnete 
Funktion, so ist: 

ee 
eine Form der Gruppe U],...,U,, die hierdurch in zwei wnwolutorische 
Gruppen: U, ...,U, und: W,,. SE w,_., zerlegt ist. 

Sei nämlich v,,...,dgn_ , die Polargruppe von u,,...,u,. Früher [263 
(Theorem VII) sahen wir, daß eine jede Relation zwischen den u und v 
die Form besitzt: 

Pin, 2 Bi, nenn 


wobei F eine ausgezeichnete Funktion der Gruppe u,,...,u, ist. Nach 
unserer Voraussetzung enthält diese Gruppe keine ausgezeichnete Funk- 
tion von der Form F (u,,...,u,); also existiert keine Funktionalrelation 
zwischen: %,...,%9, 015. .+,dgn-r. Folglich bilden diese Größen eine 
Gruppe, und die Gleichungen: 


A) (M)=0,...,WM=0, MM=0,..., (ün-W)=0 


ein vollständiges System, dessen r — o Lösungen: w,,..., w,_, als Lö- 
sungen von: 

WW), 0, u, We 
der Gruppe u,,..., u, angehören. 

Daß w,,...,w,-, eine Gruppe bilden, folgt daraus, daß jedes 
(w,w,) nach dem Poisson-Jacobischen Theorem eine Lösung des 
Systems (A) ist. 

Enthält im besondern u,,...,u, keine ausgezeichnete Funktion, 
so existiert keine Relation zwischen: u,,...,u, und: W1,...,Wr-o 
denn eine solche (Theorem VII) hätte die Form: 


a u) = P(w,...,Wr-g); 
wo F eine ausgezeichnete Funktion der Gruppe u, ..., u, wäre. Also ist: 


U; 0.0.9, U,; U], an u; Wr-g 
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eine Form der Gruppe u,,...,u,, die somit in zwei involutorische 
Gruppen zerlegt ist. 

Satz 44. Ist: X,,...,Xo, Pi,» ., Pu eine kanonische Gruppe, die 
in einer Gruppe G enthalten vst, so kann G die kanonische Form: X,,.. 
Are nr... Du, Parız. cs, Porkallen. 

Denn zerlegen wır @ nach dem vorangehenden Satze in die beiden 
involutorischen Gruppen: 


3 SEM AD ONE EEE U], ...,W 


en . 


g 
und bringen sodann w,,..., w, auf eine kanonische Form: 
Kerl; rg Xp; RES en PL 
so ist offenbar: 
Ir, Bra 2 
die verlangte kanonische Form von @G. 
Satz 45. Enthält eine Gruppe G ein Involutionssystem: Xy,..., X 


’ > 
und ist keine Funktion der X ausgezeichnete Funktion in G, so kann 


diese Gruppe die kanonische Form: 


ee ihnen Fre se eos Ports ss P; 
annehmen. | | 

Sei nämlich: X,,..., X,,4,...,u,_, eine Form von G und: [264 
%,..., gm, Ihre Polargruppe. Nach unserer Voraussetzung existiert 
keine Relation zwischen den X und v; also bilden: 


As, EV 2. %Ü; ..0.9, VÜon-r 


eine Gruppe, deren Polargruppe (Satz 32) in @ enthalten ist und X, 
enthält; diese Polargruppe besitzt daher die Form: 


(G’) ER Ko» Ul,.:. W,-20+1- 


X, ıst (Satz 27) keine ausgezeichnete Funktion in @’, welehe Gruppe 
folglich eine Funktion P, enthält (Satz 31), die: 


(PıX,) =1 
ergibt. Hiermit ist die Gruppe G, die G’ umfaßt, auf die Form: 
X; Prrägss.,.Kor Y9,:.:..» 


gebracht. Sie läßt sich daher (Satz 48) in zwei involutorische Gruppen 
zerlegen, von denen: X,, P, die eineist, während dieandere: X,,...,Xo 
‘enthält und die Form: 


X; 0.9, Ko; U] oe, U, 0-1 
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besitzt. Diese Gruppe enthält keine ausgezeichnete Funktion von der 
Form F(X,,...,X,); also kann sie ebenfalls in zwei involutorische 


Gruppen: Ä " " 
As, rn und: Ay ng Xo; U, .e.0., U, 0-2 


zerlegt werden. Indem wir in dieser Weise weiter gehen, bringen wir 
zuletzt G auf die verlangte Form. 


Satz 46. Sei nun vorgelegt eine Gruppe G mit r Gliedern: u,,..., U, 
und eine Untergruppe derselben: u,,...,u,, welche [gerade] & aus- 
gezeichnete Funktionen: Xj, . . -, X. mit G gemein hat. Ist: 


A, eg Xu; Ko415 a SL Asus Pas; ..0., Pass Abaaıı; ..e;, Xararp 


eine kanonische Form der Untergruppe, so kann G immer die kanonische 
Form: 


BR ng Xas Xo+15 ..09, Xorarp» ee x | Ay Basis; .e.0.9, Pins P; 


annehmen. 
Denn nach unserer Voraussetzung bilden: 


(G’) Kari ee Aura Pasıı en a 


eine Gruppe @, die in G enthalten ist. Daher kann G nach Satz 43 in 
zwei involutorische Gruppen G’ und @” zerlegt werden, von denen die 
letzte offenbar die Funktionen: X,,...‚, X, Xata+1, ++, Xa+a+z ent- 
hält und also die Form: 


(@’') X1; Yeaes X; BERRY ..0., Xararp: ar Us; “in;e 


besitzt. Nun umfaßt @” das Involutionssystem: X,4a+1» +» Ao+a+9» 
welches keine ausgezeichnete Funktion von @” enthält; wenden wir [265 
daher den vorangehenden Satz an, so sehen wir, daß @” die Form: 


X1; .. ar. ERSTER .. ERTTTN .. As Poxesds ...,; Po+a+p ...,; P; 
annehmen kann. Hiermit ist die Gruppe G, die aus den Funktionen 
der beiden Gruppen @ und@’” besteht, auf die verlangte Form gebracht. 


Korollar. Hat eine Gruppe [gerade] & ausgezeichnete Funktionen 
mit einer Untergruppe gemein, so können diese beiden Gruppen die 
kanonischen Formen: 


Xı, a, Xo, Xo+1> 09 Andi Pa4ss u. 23%; rd 20 X 3 
Kt Ar Pax, neo0.9 Pa 5, Ps 


annehmen. 
3l. Nun können wir das im Anfange dieses Paragraphen gestellte 
Problem erledigen. 
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Theorem XI. Seien vorgelegt zwei Gruppen G und G’ mit gleichvielen 
Gliedern und gleichvielen ausgezeichneten Funktionen. Jede der beiden 
Gruppen enthalte ferner eine Untergruppe g, respektwe g’, mit gleichvielen 
Gliedern und glevchvielen ausgezeichneten Funktionen. Endlich möge so- 
wohl G wie @ mit der betreffenden Untergruppe [gerade] & ausgezeichnete 
Funktionen gemein haben. Alsdann gibt es eine Berührungstransformation, 
welche gleichzeitig G und g in G’ und g’ überführt. Umgekehrt ist eine solche 
Transformation nur möglich, wenn alle genannten Forderungen erfüllt sind. 


Bringen wir nämlich g und G@ nach dem vorangehenden Korollar auf 
die simultanen kanonischen Formen: 


Narren None en ro Asa 
MA A RA 

so ist es möglich, und @’ auf die simultanen kanonischen Formen: 
Me A RR 
IR EB Aa er 


zu bringen. Also kann @ (siehe den Beweis von Theorem X) auf solche 
Weise in @ transformiert werden, daß jedes X,und P,; in das entsprechende 
X; und P; übergeht. Hierbei wird aber offenbar gleichzeitig g in g’ über- 
geführt. 


Also sind die aufgestellten Forderungen hinreichend; daß sie not- 
wendig sind, liegt darin, daß sie sich auf Relationen beziehen, die bei 
Berührungstransformationen invariant bleiben. 


Korollar. Alle invarvanten Beziehungen zwischen einer Gruppe und [266 
einer Untergruppe werden bestimmt durch die Zahl der gemeinsamen aus- 
gezeichneten Funktionen, verbunden mit der Zahl der Glieder und der Zahl 
der ausgezeichneten Funktionen jeder der beiden Gruppen. Diese letzten 
Zahlen definieren nach dem früheren die individuellen invarvanten Erigen- 
schaften jeder der beiden Gruppen. 


Es drängt sich nun die Frage auf, wie man verfahren muß, wenn 
man untersuchen will, wie viele gemeinsame ausgezeichnete Funktionen 
eine Gruppe: U,...,%g,...,%, und eine Untergruppe derselben: 
U],.. +, %, enthalten. 


Bezeichnet man mit F eine Funktion von U,,...,u,, so ist klar, 


daß die genannten Funktionen durch die simultanen Gleichungen: 
6F oF 
ee (a Ben Bu Te 


ur 
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definiert sind. Man untersucht also in der gewöhnlichen Weise, wie 
viele gemeinsame Lösungen diese Gleichungen haben. Gibt es ö solche, 
so verlangt deren Bestimmung die Operationen: ©, © —1,...,3,2,1. 
Also: 

Satz 47. Kennt man eine Gruppe und eine Untergruppe derselben, 
so kann man ohne Integration entscheiden, wie viele ausgezeichnete Funk- 
tionen diese beiden Gruppen gemein haben. Gibt es & solche, so findet man 
dieselben durch die Operationen: &, © —1,...,3,2,1. 

Endlich brauche ich auch den folgenden Satz: 

Satz 48. Ser: U,.. 5 Ugr +, Ur eine Gruppe und: ur, ..-; u, eine 
Untergruppe derselben, die mit ihr © ausgezeichnete Funktionen gemein hat. 
Bezeichnet dann F eine Funktion von u1, . . ., U,, so haben die Gleichungen: 


(s„F)=0,..., (uF) = 0 


r —0o + © gemeinsame Lösungen und lassen sich daher durch o — ö Glei- 
chungen ersetzen, die ein vollständiges System bilden. 
Denn unsere Gruppen lassen sich auf die simultanen kanonischen 


Formen: 
Kiss De, Aa nerer Taste Bass Ar urn ee 
Kur An Ra a ee Ders 
bringen. Folglich sind: 

Ay As BB a 
diejenigen Funktionen der großen Gruppe, die mit allen Funktionen 


der Untergruppe in Involution liegen. Macht man nun eine einfache 
Abzählung, so sieht man die Richtigkeit unseres Satzes ein. 


$ 15. Bestimmung der in einer Gruppe enthaltenen Involutions- [267 
systeme. 


32. Satz 49. Aus einer Gruppe mit m ausgezeichneten Funktionen 
und m + 2%q Gliedern können (m + g)-gliedrige Involutionssysteme aus- 
geschieden werden. 

Denn eine solche Gruppe besitzt die kanonische Form: 

| e . 
und hier bilden: X,,. . ., X,..m ein Involutionssystem mit g + m Gliedern. 
Satz 50. Ein Involutionssystem, das in eimer (dq + m)-gliedrigen 


Gruppe mit m ausgezeichneten Funktionen enthalten ist, kann höchstens 
aus qg + m Funktionen bestehen. 
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Denn sei ®,,...,®, ein Involutionssystem, welches in der Gruppe 
Xi. Xgtm» Pı> -- -, P. enthalten ist. Man bestimme solche weitere 
Funktionen X und P, daß: 


ER ER N 


eine kanonische Gruppe ist, zwischen deren Funktionen bekanntlich 
keine Relation bestehen kann. Es liegt nun eine jede Funktion des 
Involutionssystems: 

BORBE 
in Involution mit allen Funktionen der ursprünglichen Gruppe, insbe- 
sondere also auch mit ®,,...,®,. Also ist: 


DEE a An; Po, ..0.9, &, 


ein Involutionssystem mit v +n —q — m von einander unabhängigen 
Funktionen. Es ist aber bekannt, daß ein Involutionssystem höchstens 
n Glieder enthält; also muß: 


| vr n— a—m<Zn; 
das heißt: 
v<zqa+tm 
sein, und das war eben unsere Behauptung. 

Wir zeigen jetzt, wie man im allgemeinen verfahren muß, um Invo- 
lutionssysteme mit möglichst vielen Gliedern aus einer vorgelegten 
Gruppe auszuscheiden. 

Ist U,...,Ugarm eine gegebene Gruppe mit m ausgezeichneten 
Funktionen U,,..., U„, so findet man zuerst die letzteren durch In- 
tegration des Systems: 


WU)=0,..., (Uarml)=0, 


was die Operationen: m, m —1,...,3,2,1 verlangt. Wir wissen, daß 
U],..., U„ einem jeden (q + m)-gliedrigen Involutionssysteme unserer 
(ruppe angehören. 

Sodann nimmt man eine beliebige, nur keine ausgezeichnete Funk- [268 
tion der Gruppe, zum Beispiel u,, und bestimmt eine weitere Funktion: 
F(u,,Uüs,...) aus der a e 


.2g9+m 


(u,F) = 3 (u) =(. 


Diese partielle Differentialgleichung, in welcher überall statt (u, U;) die 
entsprechende Funktion der u zu setzen ist, besitzt m + 1 bekannte 
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Lösungen, nämlich U,,..., Un, u,; also findet man eine weitere Lösung 
F = w, vermöge einer Operation: 2q —2. 
Mit den beiden Funktionen «, und w, bildet man alsdann: 


uf) =0, (wF) =0, 


ersetzt in den entwickelten Gleichungen überall (u,u,) und (w;u,) durch 
die betreffenden Funktionen der u, und erhält so ein vollständiges System, 
bestehend aus zwei Gleichungen zwischen 2q + m Variabeln mit m + 2 
bekannten Lösungen, nämlich U,,..., U„;4,,W,. Man findet also 
eine weitere gemeinsame Lösung w, durch eine Operation 2q — 4. 

Indem man in dieser Weise weiter geht, erkennt man, daß die Be- 
stimmung eines (q + m)-gliedrigen Involutionssystems in einer (%q + m)- 
gliedrigen Gruppe mit m ausgezeichneten Funktionen im allgemeinen die 
Operationen verlangt: 


m,m —1,...,3,2,1,2q —2,2q —4,...,4,2. 


33. Diese Methode läßt sich durch eine andere ersetzen, welche 
einfachere Integrationen verlangt, so oft die vorgelegte Gruppe eine 
bekannte Untergruppe enthält. 

Sei also vorgelegt eine Gruppe @ mit einer bekannten Untergruppe 
g; man sucht ein in @ enthaltenes Involutionssystem mit möglichst 
vielen Gliedern. 

Zu diesem Zwecke bestimmt man zuerst die & gemeinsamen aus- 
gezeichneten Funktionen U,,..., U, unserer beiden Gruppen; dies ver- 
langt (Satz 47) die Operationen: 


8,8 —1,...,3,2,1. 


Sodann sucht man die m’ — & übrigen ausgezeichneten Funktionen, 
welche g enthält, durch die Operationen ($ 11, Schluß): 


m —-ö,mM —o —1,...,3,2,1: 


Nachdem man in dieser Weise sämtliche ausgezeichnete Funktionen 
der Gruppe g gefunden hat, bestimmt man nach der früher auseinander- 
gesetzten Methode ein in g enthaltenes Involutionssystem mit möglichst 
vielen Gliedern: 

U. Du ur 

Von den m ausgezeichneten Funktionen der Gruppe G@ kennt man [269 
nun schon &, nämlich: U,,..., U„; also findet man die m — & übrigen: 
Us41> +, U„ durch die Operationen: 


m —oö,m —ö—1,...,3,2,1. 
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\Man kennt dann sämtliche ausgezeichnete Funktionen: 
Die... 
der Gruppe G und außerdem ein in G enthaltenes Involutionssystem: 
ER TE 


dessen Funktionen von den U unabhängig sind. Nun geht man weiter, 
wie im allgemeinen Falle. 


Noch größere Vereinfachungen treten zum Beispiel ein, wenn die 
Untergruppe g selbst eine bekannte Untergruppe enthält. Ohne auf alle 
Fälle, die überhaupt eintreten können, einzugehen, hebe ich nur hervor, 
daß meine allgemeine Theorie in jedem einzelnen Falle die Zahl und die 
Ordnung der notwendigen Integrationen a priori anzugeben erlaubt. 


Also: 


Theorem XII. Eine Gruppe mit m ausgezeichneten Funktionen und 
2q + m Gliedern enthält Involutionssysteme mit q + m Gliedern; die Be- 
stimmung eines solchen Systems verlangt im allgemeinen die Operationen: 


m,m —1,...,3,2,1,2q9 —2,2q9 —4,...,4,2. 


Kennt man schon Untergruppen, so treten Integrationsvereinfachungen ein, 
die sich immer a priori angeben lassen. Unsere Gruppe enthält kein Invo- 
lutionssystem mit mehr als q + m Gliedern. 


34. In dieser Nummer beweise ich, daß es in einer Gruppe mit mehr 
als n Gliedern einen Maximumswert für die Zahl der ausgezeichneten 
Funktionen gibt. Sodann folgt ein wichtiges Theorem über Gruppen, 
welche die größtmögliche Zahl ausgezeichneter Funktionen enthalten. 


Eine Gruppe mit m ausgezeichneten Funktionen und 2q + m Glie- 
dern enthält (q + m)-gliedrige Involutionssysteme, also muß: 


gtrm<n 
sein. Nennen wir die Zahl der Glieder r, so nimmt diese Bedingung die 


Form an: u 
I(r+m)<n. 


Nennen wir endlich die Zahl der Glieder n + k, so erhalten wir die dritte 


Form: 
m<n-—k, 


welche zeigt, daß, wenn die Zahl der Glieder größer als n ist, die Zahl 
der ausgezeichneten Funktionen einen Maximumswert hat. 
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Theorem XII. Besitzt eine gegebene Gruppe: u] ,».., Un+„ die größt- [270 
mögliche Zahl ausgezeichneter Funktionen: ®,,..., ®]_r, so verlangt die 
Integration des Involutionssystems: 


®, =(j, a Ka | <> Pe On_-k 


nur ausführbare Operationen. 
Denn meine Erweiterung der Cauchyschen Methode sagt aus, daß 
die Integration eines Involutionssystems: 


®, = (y, +. P,._x = (n-k 
geleistet werden kann, wenn alle Lösungen des vollständigen Systems: 
(9, P)=.0,.:., et 


gefunden sind. Aber solche Lösungen sind eben: u,,..., U,.z, und zwar 
gibt es keine anderen. Also ist mein Theorem bewiesen. 


$ 16. Erledigung des zweiten Hauptproblems. 


Wir erledigen zuerst einen speziellen Fall des zweiten Hauptproblems 
und zeigen darnach, daß das allgemeine Problem sich auf diesen speziellen 
Fall zurückführen läßt. 

35. Wir setzen voraus, daß: F,,...,f, und Fi,...,F, zwei r- 
gliedrige Gruppen sind; wir werden entscheiden, ob es eine Berührungs- 
transformation gibt, welche jedes F, in das entsprechende F'; überführt. 

Existiert eine solche Transformation, so führt sie (Satz 11) die 


Gleichung: 
; FR) DE: Fi) 


in: 
(F,Fi)e» = r(Fı; ar + 


über. Soll also die besprochene Transformation möglich sein, so muß 
sich jedes (F;F})»y in derselben Weise durch Fi,...,F,, wie das ent- 
sprechende (F,F,).„ durch F,,...,F, ausdrücken lassen. 

Es läßt sich umgekehrt zeigen, daß diese notwendige Bedingung auch 
hinreichend ist. 

Seien in der Tat: F,,...,‚F,und: F},.:.,F}; zwei solche r-gliedrige 
Gruppen, daß: 
(A) Fr) ER: EN) NETT, 5, T), 
und 88: X, 80, Pr, Be ie 

BE ER re ed ERRTE 9 


eine kanonische Form der ersten Gruppe. 
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Ich bilde die Funktionen: 
X =9,(Fı,.:,f,); ne AR RE 


und die Ausdrücke: MR Er 3 
Kr ur bi Pils [271 


welche wegen (A) dieselben Funktionen von F7,...,F7, wie: 
X), (pP), (BiPi) 


von F,,...,fF, sind. Nun gelten aber nach unserer Voraussetzung die 
Relationen: 
(X, X) zo (X; P,) Er (P;P.) =, (PX) =1, 


also finden auch die entsprechenden Gleichungen: 
KR) =(K&P)=(PP)=0, (PX)=1 


statt. Ferner sind offenbar X,,..., X, Pı,..., P, von einander unab- 
hängige Funktionen, und also ist: 


. [ä ’ £ ’ 
EEE PR ZTERETT 3 


eine kanonische Form der Gruppe: F\,...,F,. Folglich gibt es (Theo- 
rem X) eine Berührungstransformation, welche jedes X, und P, in das 
entsprechende X; und P; transformiert. Dabei geht, wie man unmittel- 
bar sieht, jedes F, in das entsprechende F}; über. Also: 


Satz 51. Seien F,,...,F, und Fi,...,F/, zwei r-gliedrige Gruppen. 
Soll es Berührungstransformationen geben, welche jedes F, in das ent- 
sprechende F; überführen, so ist dazu notwendig und hinreichend, daß 
jedes: (F,F,) sich in derselben Weise durch F,,...,F',, wie das entspre- 
chende: (F};F}) durch F\,..., F, ausdrückt. 

36. Nun können wir das allgemeine Problem angreifen. 

Seien also vorgelegt zwei Systeme von Funktionen: F\,,...,F, und 
Fi,...,F;. Es soll entschieden werden, ob es eine Berührungstrans- 
formation gibt, welche jedes F, in das entsprechende F'}; überführt. 

Zunächst ist klar, daß wir voraussetzen können, daß alle F, (und 
ebenso alle F;) von einander unabhängig sind; denn wären zum Beispiel 
nur F,,...,F„ von einander unabhängig, dagegen: 


ER RE (k=1,...,.1.= 0) 
so müßten offenbar auch F\,...,F, von einander unabhängig sein, 


und die übrigen F\,;, sich folgendermaßen durch Fi,...,F%, aus- 


drücken: 
Fr Wi (Fı, .. ee 
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Ist dies aber der Fall, so ist auch klar, daß eine Berührungstranstor- 
mation, welche F,,...,F. beziehungsweise in F\,..., F, transformiert, 
gleichzeitig: Fx4ı,-- „Frin: Farı, . - -, Fr überführt. 

Seien also: F,),...,f, und ebenso: F\,...,F/. von einander unab- 
hängig. Existiert die verlangte Berührungstransformation, so führt die- 
selbe jedes (F,F,) in das entsprechende (F;F,) über. Ich bilde nun 
neue Funktionen, indem ich setze: 


(FoF,n) er E (F af ,o) ># “> (F of) Se RR 0? [272 


r +42 rm2?.°* 


wo die Zahlen a'® und b® der Beschränkung unterworfen sind, daß: 
aM <r+k, DW <rrk 


sein muß, und daß sıch F',,, nicht durch PM, ,...,F,;,...,F,;:_ı aus- 
drücken lassen soll. In dieser Weise fahre ich fort so lange wie möglich, 
das heißt, bis ich die durch F,,..., F, bestimmte Gruppe: 


ee 


welche höchstens 2n Glieder enthält, gefunden habe. 
Setze ich nun in entsprechender Weise: 


(Fi, F;w) =F 


r+k? 
so muß die gesuchte Berührungstransformation jedes F,,, in das ent- 
sprechende FF‘, ,, transformieren. Also müssen auch: 


Re ER" 


eine Gruppe bilden; ferner muß sich nach dem vorangehenden Satze 
jedes: (F;F,) in derselben Weise durch: Bi, A N 0, wie das entspre- 
chende: (F,F,) durch: F,,...,F,,;, ausdrücken lassen. Andererseits ist 
diese notwendige Forderung nach dem obenstehenden auch hinreichend. 
Demnach: 


Theorem XIV. Seien vorgelegt zwei Systeme Funktionen, bezvehungs- 
weise von £, p und von &,p': 


Pr... Nr ale 


Soll man entscheiden, ob es Berührungstransformationen gibt, welche jedes 
F, in das entsprechende F; transformieren, so verfährt man in folgender 
Weise: Unter den F nimmt man r von einander unabhängige, etwa F},..-; 
F,, durch die sich die übrigen ausdrücken lassen: 


ee en 
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Eine erste Bedingung ist dann, daß Fi, ...,F,. unabhängige Funktionen 
sind, durch die sich die F,,. in entsprechender Weise ausdrücken: 


Pre Mill, .. u): 


Ist dies der Fall, so bildet man die durch F,,...,F, bestimmte Gruppe, 
indem man setzt: 


en) (FoFa)=f 
"und dabei die Zahlen a”, b®W so wählt, daß immer: 
ad <r+k, b®d<r-+k, 
und daß sich kein F,;„ durch F,,.. .,‚F,;r-ı ausdrücken läßt. Ser: 
Pa Per 


die in dieser Weise erhaltene Gruppe. Setzt man dann in entsprechender [273 
Weise: BL DE i RR ? 
Kafo) = Hrn. Foo) =Frro 


so müssen auch die Funktionen : 
/ ’ 
Fi syn. o.9, Bi 0 


eine Gruppe mit r + o Gliedern bilden, und überdies muß sich jedes: (F;F') 
dieser Gruppe in derselben Weise durch: Fi,..., Fr+,, wie das ent- 
sprechende: (F,F,) durch: F},...,F,+, ausdrücken lassen. Finden alle 
diese Bedingungen statt, so ist die verlangte Transformation möglich. 

Dieses Theorem bestimmt alle zwischen den gegebenen Funktionen: 
F,,...,F. stattfindenden Beziehungen, die bei beliebigen Berührungs- 
transformationen ungeändert bleiben. Wie man sieht, lassen sich alle 
derartigen Beziehungen vermöge des Differentialsymbols (®TT) in Ver- 
bindung mit endlichen Funktionalrelationen ausdrücken. 


Ei r+k 


s 17. Integrationsmethoden, die sich auf die früheren Entwickelungen 
stützen. 


37. Ich setze voraus, daß ein Involutionssystem: 
0...) 
integriert werden soll, und daß man bereits eine Reihe Funktionen: 


®,,...,®, kennt, die allen Gleichungen: , 
(F ;®) = 


genügen. 
Kann man vermöge des Poisson-Jacobischen Theorems keine 


weiteren Lösungen auffinden, so bilden: F,,...,F,, ®ı,:--.,®, eine 
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Gruppe, in welcher F,,...,F, ausgezeichnete Funktionen sind. Gibt 
es außerdem noch u solche Funktionen: 


F,+1; Bi ker 
so bestimme man dieselben ($ 11, Schluß) vermöge der Operationen: 


FRE ae PER DE 


Alsdann ist: 
K,= C,, se en BETEN 


ein neues Involutionssystem mit r — u bekannten Lösungen: ®,,..., 
®,_. der qg+ u Gleichungen: (F,®) = 0, und die Integration des vor- 
gelegten Involutionssystems ist auf diejenige des neuen Systems zurück- 
geführt. 

Man kann bemerken, daß r — u eine gerade Zahl sein muß; denn 
r — u ist die Differenz zwischen der Zahl der Glieder r+gq und der 
Zahl der ausgezeichneten Funktionen q + u, und ist also nach einem 
früheren Satze (Theorem IX) eine gerade Zahl. 


38. Wir werden hierdurch auf die äußerst wichtige Aufgabe ge- DE 
führt, ein Involutionssystem: 


Be BR a 


in möglichst einfacher Weise zu integrieren, wenn man 2%q Lösungen 
®,,...,®,, des Systems: (F,®) = 0 kennt, welche zusammen mit den 
F eine Gruppe bilden, deren einzige ausgezeichnete Funktionen die F sind. 


Zu dem Ende stellt man das vollständige System auf: 
92) =0,::, EP) >09, Ni. edit, 


unter dessen Qn —2q — m Lösungen m schon bekannt sind, nämlich: 
Fj,...,Fm. Man bestimmt eine weitere Lösung F„;, vermöge einer 


Operation: 
an —2q — 2m. 


Hierbei ist zu bemerken, daß F„,;ı nicht der Gruppe: F,,..., Fu; 
®,,...,@®,, angehören kann. Denn F,,...,F,„ sind die einzigen Funk- 
tionen dieser Gruppe, welche zugleich der Polargruppe angehören, und 
F„;ı Ist nach unserem Verfahren keine Funktion von F,,...,Fn- 

Hiermit ist unser Problem zurückgeführt auf die Integration des 
Involutionssystems: 
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mit 2q Lösungen ®,,...,®,, des entsprechenden vollständigen Systems 
(F,®) =0. Hier gehen wir in derselben Weise weiter. Wir stellen also 
das vollständige System auf: 


ZU. a oa oe 


unter-dessen 2n —2q — m — 1 Lösungen m + 1 bekannt sind, nämlich 
Fj,...‚Fm+ı- Wır bestimmen eine weitere Lösung F'„.. vermöge einer 
Operation: 
an —2q —2m —2 
und bemerken dabei wie oben, daß F„+s nicht der Gruppe: F\,,... 
2:1, 07; -: ., ®,, angehoren kann. 
Sodann behandeln wir das Involutionssystem: 


: 
FR =0,1:...,Fm+2 = m+2 


B2 


mit den bekannten Lösungen ®,,...,®,, der Gleichungen: (F;®) = 0 
und finden eine Funktion F'„.; durch eine Operation: 


an —2q —2m —4, 
darnach eine Funktion F„.,. durch eine Operation: 
2n —2q —2m —6, 
und so weiter, und endlich eine Funktion F,„_, durch eine Operation: 
2. 


Hiermit ist die Integration des ursprünglichen Involutions- [275 
systems zurückgeführt auf diejenige des Involutionssystems: 


a OR 
mit 2q bekannten Lösungen: 
D;; eig 2, 


der n — q Gleichungen: (F,®) = 0. Aber die Integration dieses Systems 
wird (Theorem XIII) durch meine Erweiterung der Cauchyschen Methode 
ohne weiteres geleistet. Demnach: 


Satz 52. Die Integration eines Involutionssystems: 
ER  0p8 
mit 2q bekannten Lösungen: ®,,. . ., ®,, der m Gleichungen: 
I De 
verlangt die Operationen: 


an —2q — 2m, an —2%q — 2m —2,...,6,4,2, 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. ’ Bd. IV 5 
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während bei der direkten Anwendung der erweiterten Cauchyschen Me- 
thode die Operationen: 


In —2qg — 2m, 2n —2%qg — m —1, An —2qg —2m —9,...,8,2,1 


erforderlich waren. Vorausgesetzt st hierbei, daß die Anwendung des 
Poisson-Jacobischen Theorems keine weiteren Lösungen ® gibt, das 
heißt, daß Fi,-..,Fims ®1> - - -, ©, eine Gruppe bilden, und daß die F 
die einzigen ausgezeichneten Funktionen dieser Gruppe sind. 

Kombinieren wir hiermit den Inhalt der vorangehenden Nummer, 
so erhalten wir das folgende Theorem, welches in schematischer Weise 
die wichtigsten Integrationserleichterungen angibt, die sich aus dem 
Vorhergehenden ziehen lassen: 


Theorem XV. Soll ein Involutionssystem: 
eb der 
integriert werden, und kennt man dabev 2v + m Lösungen ®,,..., Dart m 
der q Gleichungen: (F,;®) = 0, die mit F,,...,F, ewme Gruppe bilden, 


welche außer den F noch m ausgezeichnete Funktionen enthält, so verlangt 
die Ausführung unseres Integrationsgeschäfts die folgenden Operationen: 


m,m —1l,m —2,...,3,2,1, 
an — 2q — 2v — 2m, an — 2q — 2 —2m—2,...,6,4,2. 


Die direkte Anwendung der erweiterten Cauchyschen Methode verlangte 
die Operationen: 


ng - um, U mein Er, 
Die Jacobische Methode würde im allgemeinen noch viel weniger Nutzen 


aus den Funktionen ® ziehen. 


Man erkennt übrigens leicht, daß sich häufig noch größere Integra- [276 
tionsvereinfachungen erreichen lassen, nämlich dann, wenn man bereits 
Untergruppen kennt. 


39. Um die Leistungen dieser Theorie mit denen der erweiterten 
Cauchyschen Methode zu vergleichen, gehe ich zurück auf die früher 
(Nr. 34) gefundene Relation zwischen der Zahl r der Glieder und der 
Zahl m der ausgezeichneten Funktionen einer Gruppe: 

I(r+m)<n. 
Diese Gleichung nimmt im vorliegenden Falle, da die Gruppe: 


A 2,455 Dı,aa 
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2» +m + q Glieder und q + m ausgezeichnete Funktionen enthält, die 
folgende Form an: 
32» +2q+2m)<Zn, 
oder: 
an — 2v —2q—?2m>0. 


Wir betrachten zuerst den Fall: 


2n —2v — 2qg—2m>0, 
hierauf den Fall: 
an —2v —2qg—2m=0. 
A. Ist: 
2n —2v —2q—2m>0, 


so überzeugt man sich leicht davon, daß die neue Methode einfachere 
Integrationen als die frühere Methode verlangt. Denn in diesem Falle ist: 


2n —2v—2q—m>m, 
und daher sind die Zahlen: 
m,m—1,...,3,2,1, 
an — 2q — 2v — 2m, Zn — 2q— vr —2m—2,...,4,2 
kleiner als die Zahlen: 
an —2q— 3» — m, 2n —2q— dr —m—1,...,3,2,1. 


B. In dem Falle: 
2n —2v — 2qg— 2m = 0 


dagegen verlangen die beiden Methoden gleich hohe Operationen. Die 
neue Methode verlangt nämlich in diesem Falle die Operationen: 
I, BR ER RE 
während die alte die Operationen verlangt: 
an —2q— 2 —m, an —2q— ar —m—1,...,3,2,1, 
was eben auf dasselbe hinauskommt. 


Wir wollen endlich noch den Fall q = 1 etwas näher betrachten. [277 
Eine Gleichung: 
Ein ie Dis > > u Da) = Bons, 


soll integriert werden, und man kennt 2» +m Lösungen: ®,,..., 


®;,+m der Gleichung: (F&) = 0, aus denen keine neue Lösung durch 
5* 
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Anwendung des Poisson-Jacobischen Theorems gefunden werden 
kann. Die Gruppe: 
P, ®,; N Day 


enthält, setzen wir voraus, außer F noch m ausgezeichnete Funktionen. 
Ist hier die Zahl der bekannten Lösungen: 


2» + m<n-—l, 
und also auch: | 
m<n—l, 
so ıst: 
2» +2 m<2n —2, 
und also: 
an —2v -—2m —2 >00. 


Nach unseren obenstehenden Entwickelungen verlangt also unsere Me- 
thode in diesem Falle einfachere Integrationen als die Cauchysche. 
Sei jetzt: 
I» +m=n—J; 
ist dann» = 0, soistm =n —1 und die Gleichungen: 


F=Ü(, EP: er CR 


bilden ein Involutionssystem, dessen Integration nach der von mir ver- 
besserten Jacobischen Methode unter allen Umständen nur noch eine 
Quadratur erheischt. 
Ist dagegen: 
>» + m= n—1 


und: 
ER 
so ist: 
m<z n —3 
und also: 
2» +2m<an —4, 
oder: 


Un —2v -—2m —2 >0. 


In diesem Falle verlangt also die neue Theorie wiederum einfachere 
Operationen als die Cauchysche. 

Ist endlich 2» + m gleich 2, so kann man entweder die eine der 
beiden bekannten Lösungen wählen, und sodann die Jacobische Me- 
thode anwenden, oder auch beide benutzen und der obenstehenden 


$ 17,18; Nr. 39, 40. Leistungen der neuen Methode 69 


Theorie folgen. Beide Methoden verlangen gleich hohe Integrationen. 
Dieser Umstand, daß man aus einer bekannten Lösung denselben Nutzen 
ziehen kann, wie aus zwei solchen, beruht keineswegs auf einem Mangel 
der Methode. Es ließe sich beweisen, daß dies in der Natur der Sache [278 
liegt. Ist 2» + m größer als 2, so brauche ich meine neue Theorie nicht 
mit der Jacobischen zu vergleichen; denn diese letzte steht in diesem 
Falle selbst gegen die Cauchysche zurück. 


Wir betrachten nun den Fall: 
2» +m>n. 


Nach meinen früheren Entwickelungen soll der ungünstige Fall, in dem 
meine Methode keine Vereinfachung leistet, dann eintreten, wenn: 


an —2vr— 2m —2=0. 
Diese Bedingung tritt ein, wenn die Gruppe: 
R, ®,; eg Dg,+m 


die größtmögliche Zahl ausgezeichneter Funktionen enthält, und sonst 
niemals. Also: 


Theorem XVI. Soll eine Gleichung: 
Pier... 047. 2.,2,.) = Lonst. 


integriert werden, und kennt man mehr als zwei Lösungen: ®,,..., ®, der 
Gleichung: (F®) = 0, so vereinfacht meine neue Theorie immer die zurück- 
stehenden Integrationsschwierigkeiten, ausgenommen allein, wenn: 

ren 
und überdies die Gruppe: F,®,,..., ®, die größtmögliche Zahl ausgezeich- 


nete Funktionen enthält, un welchem Falle meine Methode ebenso hohe Inte- 
grationen erfordert, wie die alte Theorie. 


$18. Schematisch ausgeführte Beispiele. 


40. Um die Bedeutung der vorangehenden Theorien klar hervor- 
treten zu lassen, behandle ich einige Beispiele schematisch. 


A. Sei vorgelegt: 


Pio — Fkıs - - +, 210 Pi» + +» +» Po) = 0 
mit sieben bekannten Lösungen: 9,,..., 9, der Gleichung: (90 — f; 9) 
—(), die zusammen mit: 9,0 — f eine Gruppe bilden. Es sind hier vier 
verschiedene Fälle denkbar, die eine verschiedene Behandlung verlangen. 
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1. Unsere Gruppe enthält nur eine ausgezeichnete Funktion außer 
Pıo —f. Alsdann verlangt das zurückstehende Integrationsgeschäft die 
Operationen: 
1,40,.8,8.4. 2, 
%. Unsere Gruppe enthält drei ausgezeichnete Funktionen außer: 
Pıo —f- Alsdann sind folgende Operationen notwendig: 


3, 2, 1,8, 9,4 2. 


3. Enthält die Gruppe fünf ausgezeichnete Funktionen außer: [279 
Pıo — f; so sind folgende Operationen notwendig: 


54,8, 2, KL. 0 4 5 


4. Ist endlich die Gruppe ein Involutionssystem, so sind nur die 
Operationen notwendig: 

4,2. 

Früher wußte man nur den letzten Fall in so einfacher Weise zu 
behandeln, und dies sogar nur, wenn das betreffende Involutionssystem 
die bekannte Bedingung erfüllte ($ 7). Die übrigen Fälle waren 
nicht bekannt; man verlangte immer die Operationen: 


13.30 OR 392,7, 


oder mit Benutzung der Jacobischen Multiplikatortheorie die Opera- 


tionen: 
31.30.:9,.:..8..0..8 


Ich resumiere dieses Beispiel durch folgendes Schema: 


] ausgezeichnete Funktion | 1. 10, 8-8,4,2, 

3 ausgezeichnete Funktionen BE N Be. 0 

5 ausgezeichnete Funktionen 0 4,9,2, 1,8, 48, 2. 
7 ausgezeichnete Funktionen 4,2. 


Außer im letzten Falle verlangte man 
früher mit Benutzung der Multipli- 
katortheorie die Operationen 11, 10.9.9. 7.5.5.4, 8,2. 


B. Sei vorgelegt: 
?0 — >09 
mit 8 bekannten Lösungen: 9,,..., 9, der Gleichung: (po —F; 9) =. 
Dieselben bilden mit 9,9, — f eine Gruppe, welche außer: 9,0. — f noch 8 


$ 18, 19; Nr. 40, 41. Schematisch ausgeführte Beispiele 71 


oder 6 oder 4 oder 2 oder keine ausgezeichneten Funktionen enthält. Das 
folgende Schema gibt die in diesen Fällen notwendigen Operationen an. 


keine ausgezeichnete Funktion 1097.8,.6..4 78 
2 ausgezeichnete Funktionen | DES HER CHEN ER Sp 
4 ausgezeichnete Funktionen ne Fa LE A 
6 ausgezeichnete Funktionen ‚1 FRE SR: Dee: DR a OR: DE 
8 ausgezeichnete Funktionen 2. 
Außer ım letzten Falle brauchte man 

früher mit Benutzung der Multipli- 

katortheorie die Operationen 5 11 SUR: DOBEE „ Bae GER ler: vor a 

C. Sei vorgelegt: [280 
Po — T=0 


mit 12 bekannten Lösungen: 9,,..., 912 Von (Po —F; 9) = 0, aus denen 
sich keine weitere solche durch Anwendung des Poisson- Jacobischen 
Theorems ableiten läßt. Das folgende Schema erklärt die möglichen 
Fälle, verglichen mit der alten Methode. 


keine ausgezeichnete Funktion SE PER 

2 ausgezeichnete Funktionen A Re 

4 ausgezeichnete Funktionen Er a 9 

6 ausgezeichnete Funktionen 6:55,94, 0 

Die alte Theorie verlangt mit Benutzung der 
Multiplikatortheorie immer U We PR 


Außer im letzten Falle gibt also meine Theorie immer eine Inte- 
grationserniedrigung. 


$ 19. Andeutung einiger weiterer Integrationsvereinfachungen. 


41. Die große Wichtigkeit der entwickelten Integrationstheorien 
beruht insbesondere darauf, daß man bei der Behandlung einer partiellen 
Differentialgleichung 1. O. nach den beiden Methoden, welehe Mayer 
und ich im Frühlinge 1872 gaben, häufig in die folgende Lage kommt: 


-1 
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Ein Involutionssystem: 
PD, en el, 


soll integriert werden, und man kennt schon eine Reihe Funktionen: 
®,,...,@®,, welche allen Gleichungen: (F,®) = 0 genügen. 

Es schien daher naturgemäß, sich die Frage zu stellen: Wie muß 
man. verfahren, um die zurückstehenden Integrationen hinsichtlich .der 
Zahl und der Ordnung möglichst zu erniedrigen ? 

Diejenigen Vereinfachungen, die sich hierbei immer erreichen lassen, 
sind in dem vorletzten Paragraphen angegeben. Es bleibt übrig, zu zeigen, 
wie man die Umstände, die bei der weiteren Behandlung des Problems 
eintreten können, am vorteilhaftesten verwerten kann. 

Sei vorgelegt ein Involutionssystem: 


a ee ar 5 


mit r Lösungen: ®,,...,®, der m Gleichungen: (F,®) = 0, aus denen 
sich keine weitere Lösung durch Anwendung des Poisson- Jacobischen 
Theorems berechnen läßt. Hierbei können wir voraussetzen, daß die 
Gruppe: Fi,..., Fin ®1,--.,®, keine [anderen] ausgezeichneten [281 
Funktionen als die F enthält ; denn im entgegengesetzten Falle könnte man 
dieselben bestimmen und dann diese Funktionen den F hinzufügen. 

Nach unserer allgemeinen Theorie stellen wir das vollständige 
System: 

EN A Re ER 1 0 FE Re et 


auf und suchen durch Anwendung des Mayerschen Theorems eine 
von F,,...,F,„ verschiedene Lösung desselben. Gelingt es, eine solche 
zu bestimmen, so findet man bekanntlich sehr häufig gleichzeitig mehrere, 
etwa o solche: 20m | 


Es ist nun denkbar, daß die Anwendung des Poisson-Jacobischen 
Theorems noch weitere Lösungen TT gibt.!) Jedenfalls kann man die 
durch unsere Funktionen bestimmte Gruppe: 


Be © 


immer berechnen. Das ursprüngliche Problem ist hierdurch auf die 
Integration des Involutionssystems: 


mM un. 


mit den bekannten Lösungen: ®,,..., ®,, TI}, .. ., TI, zurückgeführt. 


1) Ich habe mich an einem Beispiel überzeugt, daß dieser Fall wirklich ein- 
treten kann. 


$ 19, 20; Nr. 41, 42. Weitere Integrationsvereinfachungen 13 


Ehe man hier weiter geht, muß man wie gewöhnlich untersuchen, 
ob die Gruppe: F,,.. ‚Fan; Ps - - -, ©, TTr; -- „, TTa noch andere aus- 
gezeichnete Funktionen als die F enthält. Wenn solche existieren, so 
bestimmt man dieselben, und dabei nimmt unser Problem wieder die 
ursprüngliche Form an: 


Ein Involutionssystem: 
F, su: G; .. le Fr ar 


mit k bekannten Lösungen: Q,,..., Q, der m + q Gleichungen: (F,R) = 0 
soll integriert werden, wobei die F die einzigen ausgezeichneten Funktio- 
nen der betreffenden Gruppe sind. Hier geht man in derselben Weise 
weiter. 

Hier kann die Bemerkung ihren Platz finden, daß die vorangehenden 
Theorien teilweise eine andere Form erhalten könnten, nämlich durch 
Anwendung eines Satzes, der im engsten Zusammenhange mit meiner 
neuen Integrationstheorie (1872) steht: 


Theorem XVH. Sei vorgelegt ein Inwolutionssystem: 
PS RER U 


zwischen den Variabeln &,,.. -, &n> Pıs -- -»Pn, und seien: ®,,...,®, 
bekannte Lösungen der mGleichungen: (F,®) = 0. Alsdann kann man [282 
das Involutionssystem zurückführen auf eine einzige Gleichung von der Form: 


ft: en In-m+15 Pı> Be, 0 ie) ee Const., 


in der Art, daß die Integration dieser einen Gleichung diejenige des Invo- 
lutionssystems nach sich zieht, und kann zugleich q Lösungen: 91,» -, Pa 
von: (fo) = 0 angeben. | 


$ 20. Behandlung des Problems der drei Körper nach meiner allgemeinen 
Theorie. 
42. Hamilton und Jacobi haben bekanntlich gezeigt, daß sich 


jedes Problem der M&eanique ceeleste durch eine gewisse partielle Diffe- 
rentialgleichung 1. O.: 


Ba, a en 


ausdrücken läßt. Die bekannten Integrale der simultanen Differential- 
gleichungen, welehe unmittelbar das betreffende Problem definieren, 
geben gleichviele Lösungen der linearen Gleichung: 


(HF) =0. 
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Meine allgemeine Theorie lehrt nun, wie man in jedem einzelnen 
Falle die bekannten Lösungen benutzen muß, um die zurückstehenden 
Integrationen soviel wie möglich hinsichtlich der Zahl und der Ordnung 
zu reduzieren. Als Beispiel wähle ich das Problem der drei Körper und 
setze dabei zunächst voraus, daß der eine Körper fest ist; sodann gebe 
ich eine direkte Behandlung des allgemeinen Falles. | 

Bewegen sich drei materielle Körper, von denen der eine fest ist, 
vermöge ihrer gegenseitigen Anziehung, so gelten die drei Flächensätze. 
Ich bezeichne die partielle Differentialgleichung, welche das Problem 


ausdrückt, mit: 
Hig,,..., 06 Ps oa 2, 


und die drei Lösungen der Gleichung: (HF) = 0, die den Flächensätzen 


entsprechen, mit: 
Se PN 


Zwischen denselben bestehen bekanntlich die Relationen: 
(F\F,) =F,, (F,F3) =F, (F,F}) =F,, 


und also bilden F,,F,,F, eine dreigliedrige Gruppe, die kein Involu- 
tionssystem ist und daher eine ausgezeichnete Funktion ® enthält. 
Dieselbe wird bestimmt durch zwei beliebige von den Gleichungen: 


ce» e® < 
(F}®) re 0 arena Ps dr, —F, IR,’ [283 
oe» ı 0® 
(P,0)=0- Far + Fızm 
7 o® | o® 
#9) -0= Pr Fır 


Integriert man hier nach den gewöhnlichen Regeln, so findet man: 
6=Fi+F} -+F%. 
Es ist klar, daß die viergliedrige Gruppe: 
H:7, 29,8 
zwei ausgezeichnete Funktionen: 
Hund: F+HF} +F; 


enthält; also besteht jedes Involutionssystem, welches dieser Gruppe 
angehört, höchstens aus drei Gliedern. Ein solches ist: 


H=a, F,=-b, + R+R =s:; 


$ 20; Nr. 42, 43. Anwendung auf das Problem der drei Körper rs) 


auf die Integration dieses Systems ist also das ursprüngliche Problem 
zurückgeführt. Meine neue Integrationsmethode lehrt aber, daß es 
immer möglich ist, eine Gleichung von der Form: 


is... 29 Pi» - Pa) = 0 


aufzustellen, die dem obenstehenden Involutionssysteme äquivalent ist. 
Nach Mayers und meiner alten Theorie verlangt also die Erledigung 
des ursprünglichen Problemes nur noch die Operationen: 


6, 42 
43. Sei nun: 
Bin reden 
die partielle Differentialgleichung, die dem allgemeinen Probleme der 
drei Körper äquivalent ist. Seien: 
Fi Far 93 


die drei Lösungen der Gleichung: (Ho) = 0, die den drei Schwerpunkts- 
integralen entsprechen, ferner: 


Pa» Ps: Pe 


die drei Lösungen, die den Flächensätzen entsprechen, endlich: 


P7> Ps: 99 


die Lösungen, die aus den zweiten Schwerpunktsintegralen durch Elimi- 
nation der Zeit hervorgehen. Zu bemerken ist dabei, daß zwischen den 
neun Funktionen @ eine Relation: 


9197 + PaPs + 9399 = 0 


besteht. Die Funktionen 9,,...,9, bilden eine achtgliedrige Gruppe. 
Wir werden finden, daß dieselbe zwei ausgezeichnete Funktionen ent- 
hält, und daß es folglich möglich ist, fünfgliedrige Involutionssysteme [284 
aus unserer Gruppe auszuscheiden. 


Wir müssen nach unserer allgemeinen Theorie die von allen (9,9) 
gebildete Determinante mit acht Reihen und Kolonnen: 


(MP) +: (Pipe) 


| 


AN= a, 
(#891) - - - (Ps Ps) | 
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aufstellen. Man findet: 


0 0 0 0 9-9 9 Mo; 
0 0 0 -% 0 9 -My 0 
0 0 0 9-9 0 Mp —Mpı 
a en 99 

A 0 EL 0 
u a ae I ee 
| 0 Ma —-M 9 9—p 9 Mo 
I-M9g 0 My -p 0 m -Mo 0 | 


wo M eine Konstante ist, und @, durch die Identität: 


197 + PaPs + 9399 =) 


bestimmt wird. Die Berechnung der Determinante zeigt, daß sie gleich 
Null ist. Also enthält unsere Gruppe jedenfalls eine und demzufolge 
mindestens zwei ausgezeichnete Funktionen. Hätte sie mehr als zwei 
solehe Funktionen, so würde deren Zahl vier oder noch größer sein. 
Dann müßten aber alle Unterdeterminanten zweiter und dritter Ord- 
nung verschwinden, und man verifiziert ohne Schwierigkeit, daß es Unter- 
determinanten dritter (und auch zweiter) Ordnung gibt, welche von 
Null verschieden sind. Also hat unsere Gruppe zwei ausgezeichnete 
Funktionen und enthält demzufolge Involutionssysteme mit fünf Gliedern 
und keins mit mehr als fünf Gliedern. Ist ein solches System gefunden, 
so bilden seine Glieder zusammen mit H ein sechsgliedriges Involutions- 
system, dessen Integration sich nach meiner Methode auf diejenige einer 
einzigen Gleichung: 


Han. 26 Pu.» pe) 0 
zurückführen läßt. 


Um ein fünfgliedriges Involutionssystem durch möglichst einfache 
Operationen ($ 15, Nr. 33) aus der achtgliedrigen Gruppe auszuscheiden, 
bemerken wir, daß |, ®s; 93, 94; 95, Ps eine sechsgliedrige Untergruppe 
bilden, welche das Involutionssystem: 97, @3, 9, enthält. Untersuchen 
wir die Determinante der sechsgliedrigen Gruppe, so finden wir, daß 
auch diese Gruppe zwei ausgezeichnete Funktionen besitzt. Also ent- 
hält sie Involutionssysteme mit vier und kein solches mit mehr als [285 
vier Gliedern. Wir suchen ein solches, welches die Form: 


P1» P2> Pa» ® (91, 92» P3> Par 95» P6) 
besitzt. Die Funktion ® wird bestimmt durch zwei von den Gleichungen: 


(9ı®) wi 0, (9,®) = 0, (9 ®) = 0, 


’ 


{ 


-1 


$ 20; Nr. 43. Anwendung auf das Problem der drei Körper 


die durch Entwickelung und Einsetzung der Werte der (9,9,) dıe Form 
erhalten: PR PPTRE : ee, 
ar sr cp Pı ehe 


Integriert man nach den gewöhnlichen Regeln, so findet man: 


= 9,9 + YaY5 + P396- 


Wir kennen also ein viergliedriges Involutionssystem: 


(A) Y1> 92» Pa, YıYa + PaPs T P3P6 
der achtgliedrigen Gruppe. 

Um nun das gesuchte fünfgliedrige sobrkionssyelem zu finden, 
brauchen wir nur eine Funktion TT der Gruppe zu bestimmen, die zu den 
Funktionen (A) in Involutionsbeziehung steht. Indem man den gewöhn- 
lichen Regeln folgt, findet man für TT die Funktion: 


(M 94 — 97)? + (M 95 — 99)" + (M ps — 99)". 
Hiermit ist das gesuchte Involutionssystem gefunden.!) Darnach gibt 
eine Elimination eine Gleichung von der Form: 


f(zı; 4049, Pıy +++) Pa) =, 
auf deren Integration sich das Problem der drei Körper zurückführen läßt. 
Diesesbekannte Resultatisthiermitaufseineninneren Grund zurückgeführt. 
Ehe Mayer und ich unsere neuen Integrationsmethoden im Jahre 
1872 veröffentlicht hatten, verlangte die Erledigung des Problems der 
drei Körper nach der Jacobi-Weilerschen Methode die Operationen: 


B.,4.4,.0.%, 
Unsere Arbeiten zeigen, daß nur die Operationen: 
6,4, 2 
erforderlich sind. 
Es ist selbstverständlich, daß sich die Entwickelungen dieses Para- 


graphen ohne weiteres auf das allgemeine Problem von n Körpern 
ausdehnen.?) 


1) Clebsch führte in seinen Vorlesungen das Problem der drei Körper auf die 
Integration des aufgestellten Involutionssystems zurück. 

2) Bei einer anderen Gelegenheit werde ich die Mechanik einer n-fach ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeit mit konstantem Krümmungsmaß entwickeln. Die- 
jenigen Integrale der Bewegungsgleichungen, die ihren Grund in der freien Beweg- 
lichkeit des betreffenden Raumes in sich selbst haben, können vermöge eines all- 
gemeinen Prinzips, welches ich ein andermal geben werde, aufgestellt werden. Wie 
dann hinterher diese Integrale am besten ausgenutzt werden, zeigt diese Abhand- 
lung. Es ist mir nicht bekannt, ob die hiermit angedeutete Theorie schon gegeben ist. 
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Dritter Abschnitt. [286 
Theorie der homogenen Gruppen. 


In diesem Abschnitte betrachte ich eine Anzahl homogener Funk- 
tionen: H,,..., H, von &1,. - -, £n» Pıs -»-, P„n und bestimme alle zwi- 
schen denselben stattfindenden Beziehungen, die bei homogenen Berüh- 
rungstransformationen ungeändert bleiben. Gleichzeitig erledigt sich das 
entsprechende Problem für beliebige Funktionen von: 2,%,,..., &n» 
Pıs ++» Pn, welche beliebigen Berührungstransformationen unterworfen 
werden. 


$ 21. Homogene Gruppen. 


44. Zuerst soll ein neuer Begriff eingeführt werden; derselbe beruht 
auf dem folgenden Satze: 


Satz 53. Sind H,und H, homogene Funktionen von «a-ter und B-ter 
Dimension, so ist (H.H,) homogen von (@ + ß — 1)-ter Dimension. 
Denn man hat: | 


2 


or, 0% 0% 0Pi 


ug 06 7 > RER > 3 cH, 60H 
(HH ;) => & ß & 2) 


nun sind AH.: dx, und öH,: 0x, homogen beziehungsweise von «a-ter 
und ß-ter Dimension; ferner sind OH.:0p, und OH, :0p, homogen be- 
ziehungsweise von («—1)-ter und (#?—1)-ter Dimension. Also ist sowohl: 
DH, 10H, 2 OH, 0R, 
ET a 7 


von der («+ 8 — 1)-ten Dimension; also ist auch (H.H,) homogen von 
(@ + ß — 1)-ter Dimension. 

Korollar. Erzeugen zwei oder mehrere homogene Funktionen H,,..., 
H, eine r-gliedrige Gruppe, so besteht dieselbe in derjenigen Form, ın welcher 
sie sich zunächst darbietet, aus r Gliedern, die homogen sind. Hierbei ist 
zu bemerken, daß Funktionen, die einer solchen Gruppe angehören, im all- 
gemeinen nicht homogen sind. 


Definition. Eine r-gliedrige Gruppe heißt homogen, wenn sie 
r homogene von einander unabhängige Funktionen enthält. 


Satz 54. Sind H,,..., H, homogene Funktionen, die eine Gruppe [287 
bilden, und bezeichnet F eine beliebige Funktion dieser Gruppe, so gehört auch: 


1... 
ee 
Pe op 


unserer Gruppe an. 


$ 21; Nr. 44. Homogene Gruppen 19 


Denn die Gleichung: 


geht, wenn man zuerst hinsichtlich k summiert und sich dabei erinnert, 
daß alle H, homogen, etwa von der s,-ten Dimension sind, in: 


So n öF 1 LEST. 


Ipea, — > ae Hi 


über; hier ist aber die rechte Seite eine Funktion von H,,...,H,. 


Satz 55. Bulden K,,..., K, eine Gruppe, welche die Eigenschaft 


besitzt, daß sich jedes: 
2 P ] RR oK, 


— Pr OPr 


durch die K ausdrückt, so ist die Gruppe homogen. 
Sind nämlich einige der Ausdrücke: 


1.50% 


2,(Kı; ne u) 


von Null a so ist die Gleichung: 


IR 
e® 
<Peyp, OPpr = ®, 
oder die entsprechende: 
0,0, , 
= oR, 


eine lineare partielle Differentialgleichung mit r von einander unab- 
hängigen Lösungen: 

P,, 2 ®,, 
welche homogen von erster Dimension sind und unserer Gruppe an- 
gehören. Also ist die Gruppe homogen. 


Sind endlich alle 2, gleich Null, so heißt dies, daß alle K von nullter 
Dimension sind; auch in diesem Falle ist also die Gruppe homogen. 


Satz 56. Sind alle Funktionen einer homogenen Gruppe von nullter 
Dimension, so ist die Gruppe ein Involutionssystem. 

Seien nämlich: N,,..., N, Funktionen nullter Dimension, die eine 
r-gliedrige Gruppe bilden. Ist der Ausdruck: (N,N,) von Null ver- 
schieden, so muß derselbe (Satz 53) von (— 1)-ter Dimension sein. Nun 
ist es aber unmöglich, eine Funktion (— 1)-ter Dimension durch Größen [288 
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nullter Dimension: N,,..., N, auszudrücken; also müssen alle: (N,N,) 
gleich Null, und die Gruppe [muß] ein Involutionssystem sein. 


Satz 57. Enthält eine homogene Gruppe Funktionen, dve nicht von 
nullter Dimension sind, so kann die Gruppe die Form: N,,...,N,_, H 
erhalten; hier bezeichnen alle N Funktionen nullter Dimension und H 
eine Funktion erster Dimension. 

Sind nämlich H,,..., H, homogene Funktionen unserer Gruppe, 
so ist es immer möglich, indem man jedes H durch eine gewisse Potenz 
desselben ersetzt, der Gruppe eine solche Form: 


N,, a 5 N.; Heo+1> RE Hi. 


zu geben, daß sie nur Glieder von nullter und erster Dimension enthält. 
Setzt man nun: 


so Ist: 
N,, ae IN 00 H, 


eine Form unserer Gruppe, welche die gestellten Forderungen erfüllt. 


$ 22. Die Polargruppe und die ausgezeichneten Funktionen einer 
homogenen Gruppe sind homogen. 


45. Die Theorien dieses Abschnittes beruhen auf einem Theoreme, 
welches wir jetzt beweisen werden. Zuerst jedoch ein Hilfssatz. 


Satz 58. Die Gleichungen: 


oH 


Ion 
AR)=0, Ip, —H. 


in denen s eine Konstante bezeichnet, ziehen die folgende: 


(H, Srr 7.) > 
nach sich. 


Denn setzen wir: 
AH) = IHK); - Sn = 3; 


so genügt, weil A(0) = B(0) = 0 ist, jede gemeinsame Lösung H unserer 
beiden Gleichungen zugleich auch der Gleichung: 


A(B(H)) — B(A(H)) = 0. 


$ 21, 22; Nr. 44, 45. Die Polargruppe einer homogenen Gruppe s1 


Durch Ausführung findet man aber: 
| ae KR 
A(B(H)) — B(A(H)) = (H,K)— (H, Ip; a [289 


Also ziehen in der Tat unsere beiden Gleichungen die dritte: 


nach sich. | 
Theorem XVII. Die Polargruppe einer homogenen Gruppe ist homogen. 


Beweis. Seien: H,,...,H, homogene Funktionen, die eine r- 
gliedrige Gruppe bilden, und sei: K,,..., K,„_., die Polargruppe. Als- 
dann gelten die Gleichungen: 


>! 
oH, 
H,K)=0, Im = sıH,, 


die nach dem vorangehenden Satze die folgenden: 


(H Hu, Spider) =0 CE BOB r) 


nach sich ziehen. Also besitzt die Gruppe K,,...,K,„_, die Eigen- 
schaft, daß der Ausdruck: 


LER a 
RE 
2 Pr ÖPpr 
jedesmal eine Funktion der Größen: K,,..., Ky„_., ist. Also (Satz 55) 
bilden: K,,..., Kgn_., eine homogene Gruppe. 


Satz 59. Sei H,,...,H, eine homogene Gruppe. Alsdann bilden 
die Gleichungen: 


A. 9% 
A au o o® 
(H,®)=0,...,(H,0)=0, >> Day, = 


ein vollständiges System, wenn nicht zufälligerweise die letzte Gleichunc g 
eine algebraische Konsequenz der übrigen ist. 


Die Polargruppe von H,,...,H, ist nämlich homogen und besitzt 


daher (Satz 57) entweder die Form: N,,..., Na„_,_1, H oder die Form 
N],...,Ng2_,. Im ersten Falle gibt es unter den Qn — r Lösungen 
des vollständigen Systems: 

(A) (H,®) =0,...,(H,®) =0 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 6 
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2n —r —1, nämlich: N,,..:, Ngn_,-ı, welche zugleich der Gleichung: 


Ye n 
(B) Snlnno 
genügen. Alsdann bilden also: 


#00. men, ed [290 
ein vollständiges System. 

Im zweiten Falle sind sämtliche Lösungen der Gleichungen (A) zu- 
gleich Lösungen von (B), welche Gleichung also eine Konsequenz, und 
'zwar eine algebraische Konsequenz von (A) ist. 

Es ist zu bemerken, daß in diesem letzten Falle rn sein muß. 
Denn die Polargruppe, da sie aus Funktionen nullter Dimension besteht, 
ist (Satz 56) ein Involutionssystem, und kann also höchstens n Glieder 
enthalten. 

Ich werde mit Benutzung des letzten Satzes eine Integrations- 
methode der Gleichungen: 


Ne m Dar. en Konet. 


angeben, die hinsichtlich der Zahl und der Ordnung der notwendigen 
Integrationen mit Mayers und meinen früheren Theorien übereinstimmt. 


Ich stelle das vollständige System auf: 
oF 
(N,F)=0, ze» 


und bestimme eine Lösung N, desselben vermöge einer Operation 2n — 3. 
Alsdann ist N,, N, ein Involutionssystem. Ich stelle das vollständige 


System auf: | HP 


und bestimme eine Lösung desselben N,, die von N, und N, verschieden 
ist, durch eine Operation 2n —5. In dieser Weise findet man zuletzt 
ein Involutionssystem: 


Nee Gr, Neal... a 


Eliminiert man zwischen diesen Gleichungen die Differentialquotienten 
Pıs => Pn, Was immer möglich ist, da die p nur als Verhältnisse auf- 
treten, so erhält man eine Gleichung zwischen z,, ... ., £„ oder unter Um- 
ständen mehrere, die eine vollständige Lösung der vorgelegten Gleichung 
darstellen. 
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46. Wir wenden uns nun zu den ausgezeichneten Funktionen der 
homogenen Gruppen. 

Theorem XIX. Die ausgezeichneten Funktionen einer homogenen Gruppe 
bilden eine homogene Gruppe. 

Sei nämlich: H,,..., H, eine homogene Gruppe und: K,,...,Kgn_r 
die homogene Polargruppe derselben. Besitzen diese beiden Gruppen m 
gemeinsame ausgezeichnete Funktionen, so ist es (Theorem VII) immer 
möglich, r — m solche Glieder in der ersten Gruppe, etwa H,,..., [291 
H,_,„ zu wählen, daß zwischen den 2n — m Größen: 


Ren a ee 


keine Relation stattfindet. Alsdann bilden diese Funktionen eine Gruppe 
und zwar eine homogene Gruppe, deren Polargruppe, die ebenfalls homo- 
gen sein muß, aus den ausgezeichneten Funktionen der ursprünglichen 
Gruppe besteht (Satz 25, Beweis). Hiermit ist unser Theorem erwiesen. 

Satz 60. Gibt es unter den m ausgezeichneten Funktionen einer homo- 
genen Gruppe einige, deren Dimensionen von Null verschieden sind, so kann 
man sämtliche ausgezeichnete Funktionen vermöge der Operationen: 


m—1l, m—2,...,3,2,1,1 


bestimmen. Meine alte Methode verlangte die Operationen: m, m —1, 
RER, hr 2 

Beweis. Wir beschränken uns auf den Fall, daß unsere Gruppe 
schon die Form: N,,...,N,_],H besitzt. Bezeichne ich mit N eine 
Funktion von N,,..., N,_,, so bestimmen die Gleichungen: 


(NıN)=0,...,(N,_,N=0, (HN)=0, 


oder entwickelt: 


1...r—1 AN 1...r-1 aN 
(«) INN) =: IHN) ag; 0 
: k r 
die ausgezeichneten Funktionen nullter Dimension. Nun sind die (N,N,) 
Funktionen (—1)-ter Ordnung und (HN,) ist eine Funktion nullter 
Ordnung von: N,,...,N,_1, H. Es müssen daher diese Ausdrücke die 
Form: 


1 
(N;N,) = TARANFE ee, NE); (HN,) =9xr(Nı ee N,_ı) 


haben. Durch Substitution dieser Werte verwandeln sich die Glei- 

chungen («), wenn man die r—1 ersten noch mit H multipliziert, in 

r Gleichungen, die nur noch die r — 1 unabhängigen Variabeln N,,..., 
6* 
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N,„_,} enthalten; die Variable H ist gänzlich verschwunden. Man ent- 
scheidet nun in der gewöhnlichen Weise, wie viele gemeinsame Lösungen 
unsere r linearen Gleichungen besitzen. Haben sie m solche, das heißt, 
sind sämtliche ausgezeichnete Funktionen von nullter Dimension, so 
verlangt ihre Bestimmung wie gewöhnlich die Operationen: m, m —1, 
...,8,2,1. Haben dagegen unsere Gleichungen nur m — 1 gemeinsame 
Lösungen, so findet man dieselben durch die Operationen: 


m —1l;,:m —,.,.,8,2 1. 


Nachdem man in dieser Weise m —1 ausgezeichnete Funktionen [292 
nullter Dimension bestimmt hat, findet man eine weitere ausgezeichnete 
Funktion, die nicht von nullter Dimension ist, durch eine Operation 1. 


$ 23. Kanonische Formen der homogenen Gruppen. 


Zuerst beweisen wir einige Hilfssätze. Sodann stellen wir zwei 
kanonische Formen auf; eine jede homogene Gruppe kann [entweder] 
die eine oder die andere dieser beiden Formen annehmen. Der Bequem- 
lichkeit wegen gebrauche ich im folgenden immer das Symbol P, um 
eine homogene Funktion erster Dimension zu bezeichnen. 


4%. Satz 61. Unter den Funktionen F einer homogenen Gruppe 
N],...,N,_1, P, welche der Gleichung: 


(Nf)—1 


genügen, gibt es einige, die von erster Dimension sind und also die Form 
P.N(N,,...,N,_,) besitzen. N, darf selbstverständlich keine ausgezeich- 
nete Funktion sein. 


Denn durch Ausführung finden wir: 


(N,, PN) = (NP)N + (N,N)P, 
oder: 


1...r—1 
e P’ N 
(N, PN)=(N,P)N+ I(N,N,)P n. 
k 

Hier ist (N,P) von nullter Dimension, (N,N,) dagegen von (— 1)-ter 
Dimension, und also auch (N,N,)P von nullter Dimension. Es müssen 
daher diese Ausdrücke, die bekanntlich Funktionen von N,,..., N,_,, P 
sind, die Form haben: 


(N,P) ug, o(N,, ae ce N, (N,N,)P eg fr (N,, a N,.4): 
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Dureh Substitution dieser Werte verwandelt sich aber die Gleichung 
(N,, PN) =1 in die folgende: 
DE ee | AN 
9.N+ Shaw! 

welche P gar nicht mehr enthält und eine lineare partielle Differential- 
gleichung mit den unabhängigen Variabeln: N,,...,N,_, ist. Ist N 
eine beliebige Lösung derselben, so ist P.N eine Funktion erster Ord- 
nung unserer Gruppe, welche die Forderungen unseres Satzes erfüllt. 

Satz 62. Eine homogene Gruppe von der Form: N,,...,N,_], P 
enthält Funktionen nullter Dimension: N(N,,..., N,_,), welche die Glei- 


chung: 
DIN] [293 


befriedigen, vorausgesetzt natürlich, daß P keine ausgezeichnete Funktion ist. 


Denn man hat: 


1...r—1 NEN 
(PN) = S(PN)zm 


und (PN,), als eine Funktion nullter Dimension, muß sich durch 
N1,..., N,_, allein ausdrücken lassen. Wenn daher: 


(PN,) a Ir (N1; oo. N,-ı) 
ist, so ist: 


eine lineare partielle Differentialgleichung zwischen N und den unab- 
hängigen Variabeln: N,,..., N,_,, deren Lösungen unserer Gruppe an- 
gehören und in der verlangten Beziehung zu der vorgelegten Funktion P 
stehen. 


Satz 63. Enthält eine homogene Gruppe: Nj,..., N,_1,P eine zwei- 
gliedrige Untergruppe N,, P, [wo (PN,)=1J, so ist auch die (r — 2)- 
gliedrige Untergruppe, die mit der zweigliedrigen in Involution liegt (Satz 34), 
homogen. 

ist namlich: B.. u... H.. Ole Polarpruppe von: N... N. ,,P£, 
so ist bekanntlich: 

RR REN; 


eine homogene Gruppe, deren homogene Polargruppe eben die bespro- 
chene (r — 2)-gliedrige Untergruppe ist. Also ist unser Satz bewiesen. 
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48. Theorem XX. Eine homogene Gruppe kann immer die Form: 
DEE ER N EEE IM 


erhalten. Hier sind X, und P, Funktionen beziehungsweise nullter und 
erster Ordnung, die in den bekannten gegenseitigen Beziehungen stehen. 
U,,..., U„ sind die ausgezeichneten Funktionen der Gruppe, die selbst 
eine homogene Gruppe bilden. 


Beweis. Wenn die gegebene homogene Gruppe H,,...,H, ein 
Involutionssystem ist, so hat sie schon unmittelbar die verlangte Form. 
Ist dies nıcht der Fall, so nehme man für X, eine Funktion nullter Ord- 
nung der Gruppe und bestimme nach dem ersten Satze dieses Para- 
graphen eine Funktion erster Ordnung P, der Gruppe aus der Gleichung: 


(PX) =1. 


Sodann bestimme man (vorangehender Satz) die homogene (r — 2)- 
gliedrige Untergruppe: 
Bo, [294 


die mit X,, P, in Involution liegt. Hierdurch erhält die ursprüngliche 
Gruppe die Form: 
Ri 2; Hi, LE, Br 3 


Ist: Hy’,..., H,_, ein Involutionssystem, so ist die ursprüngliche Gruppe 
schon auf die verlangte Form gebracht. Ist dies nicht der Fall, so zer- 


legen wir H}",..., HL, in die beiden, involutorisch gelegenen, homo- 


genen Gruppen: X,, P, und: HY',..., H;_ 4, wodurch die ursprüngliche 
Gruppe die Form: 


(2) (2) 
A EA Hi, r—4 


(2) 


annimmt. Ist hier: HY,...,H}?, ein Involutionssystem, so ist die 
verlangte Form gefunden. Im entgegengesetzten Falle führen wir eine 
neue Zerlegung aus, und so weiter. 


Sind endlich so viele Zerlegungen wie möglich, etwa q solche, aus- 
geführt, so hat unsere Gruppe die verlangte Form: 


(D (9) 
A, Para TER PERS 


Ma RE 


erhalten. — Hier sind nun noch zwei Fälle denkbar. Entweder sind 
sämtliche ausgezeichnete Funktionen von nullter Dimension, oder aber 
es gibt einige ausgezeichnete Funktionen, deren Dimension von Null 
verschieden ist. Also: 
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Korollar 1. Sind sämtliche ausgezeichnete Funktionen einer homogenen 
Gruppe von nullter Dimension, so ist: 


> RS 


a+m 


die kanonische Form der Gruppe. Hier bezeichnen X, und P, Funktionen 
beziehungsweise nullter und erster Arnd, die in den bekannten gegen- 
seitigen Beziehungen stehen. 


Korollar 2. Enthält eine homogene Gruppe ausgezeichnete Funk- 
tionen, die nicht von nullter Ordnung sind, so tst: 


RE EEE A ED BER I. VRR we 


qa+m? 


oder, was auf dasselbe hinauskommt: 


ZIP. BEP Sn D 


a+m 
die kanonische Form der Gruppe. 


Die Entwickelungen am Schlusse des vorangehenden Paragraphen 
zeigen, wie man entscheidet, ob eine vorgelegte homogene Gruppe der 
einen oder der anderen von den besprochenen beiden Kategorien ange- 
hört. 


s 24. Invariante Eigenschaften einer homogenen Gruppe. [295 


Ich werde jetzt beweisen, daß die einzigen Eigenschaften einer 
homogenen Gruppe, die von der Form derselben unabhängig sind und 
dabei bei beliebigen homogenen Berührungstransformationen (welche 
offenbar die vorgelegte Gruppe immer in eine neue homogene Gruppe 
überführen) ungeändert bleiben, sich durch drei ganze positive Zahlen 
ausdrücken lassen: 1. die Zahl der Glieder, 2. die Zahl der ausgezeich- 
neten Funktionen, 3. die Zahl der ausgezeichneten Funktionen nullter 
Ordnung. 

Ich schlage bei dieser Untersuchung einen Weg ein, der demjenigen 
sehr ähnlich ist, dem ich in $ 13, auf den ich verweise, gefolgt bin. 


49. Zuerst betrachte ich Gruppen, deren sämtliche ausgezeichnete 
Funktionen von nullter Dimension sind. 


Satz 64. Bilden: X,,.. ., Xarm: Pı: - - -, Pa eine homogene Gruppe, 
so gibt es immer solche Funktionen P,+ı; daß: X,,---‚ Xarm: Pıs- -- 
P,+ı eime neue kanonische homogene Gruppe bilden, welche die vorgelegte 
umfaßt. 

Denn Ge Poläigruppe vn X, RER Na Pr: >; 
P, ist homogen und enthält X, ,,, welches keine ausgezeichnete Funktion 
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ist. Nach dem ersten Satze des vorangehenden Paragraphen enthält 
daher unsere Polargruppe Funktionen erster Dimension, etwa P,;ı; 


welche: 
(a —1 


ergeben und somit allen unseren Forderungen genügen. 


Satz 65. Bilden: X,,- - - Xermı Pas.» .7 7, eine homogene Gruppe, 
so: gibt es immer solche Funktionen: Pass: +, Parm; daß: Kr: - -; 
Norm» Pıs > Parm eine kanonische homogene Gruppe ist, welche die 
ursprüngliche umfaßt. 

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus der m-maligen Anwendung 
des vorhergehenden. 


Satz 66. Bilden: X, .,Xg> Pıs - - -, P} eine homogene Gruppe, und 
ist q<n, so gibt es immer eine Funktion nullter Dimension X,,1, die 
mit unserer Gruppe in Inmvolution liegt. Alsdann ıst: X,,...,Xarı: 
P,,..., P, eine neue kanonische Gruppe, welche die vorgelegte Gruppe 
umfaßt. | 
Denn die Polargruppe von: X,,..., X; Pı,-:., P, Ist homogen 
und besteht aus wenigstens zwei Gliedern. Sie enthält daher wenigstens 
eine Funktion nullter Ordnung, die unseren Forderungen genügt. 


Salz It Re en ans eine homogene Gruppe, 30 
gibt es immer solche weitere Funktionen X und P, beziehungsweise nullter 
und erster Ordnung, daß: X1,.--,Xn,» Pıs- --, Pn eine kanonische [296 
homogene Gruppe bilden, welche die vorgelegte umfaßt. 

Dieser Satz folgt als Korollar aus den vorangehenden. 

Theorem XXI. Besitzen zwei homogene Gruppen, deren ausgezeichnete 
Funktionen sämtlich von nullter Ordnung sind, gleichviele Glieder und gleich- 
viele ausgezeichnete Funktionen, so gibt es immer homogene Berührungs- 
transformationen, welche die eine Gruppe in die andere überführen. 

Beweis. Es seien die Glieder der einen Gruppe Funktionen von 
£%1s**+,Pn, die der anderen Funktionen von &,...,?„. Nach den 
gemachten Voraussetzungen können die beiden Gruppen respektive die 
kanonischen Formen erhalten: 


BETEN, OT Pig ns 
[4 ’ ’ ’ 
BE Arm RR Ei, 


wo natürlich die X, P Funktionen von den x,p und die X’, P’ Funk- 
tionen der x’, p’ sind. 
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Nach dem vorangehenden Satze gibt es nun immer solche weitere 
Funktionen X, P, respektive X’, P’, daß: 


SR EEE A Pas Da 


wiederum kanonische homogene Gruppen bilden. 
Nach Theorem X (Beweis) bestimmen daher die 2n Gleichungen: 


X=X, D=P:; 


eine Berührungstransformation. Diese führt aber die eine Gruppe in 
die andere über; sie ist überdies homogen, also ist der Satz erwiesen. 


50. Wir wenden uns nun zu homogenen Gruppen mit ausgezeich- 
neten Funktionen, die nicht sämtlich von nullter Ordnung sind. 


Satz 68. Bilden: X, -, Xa> Pıs - - -; Pam eine kanonische homo- 
gene Gruppe, so gibt es immer solche Funktionen X,.1, daß: Xı,-- -, 
AXarıs Pıs= > Parm Wiederum eine kanonische homogene Gruppe ist, 
welche die vorgelegte umfaßt. | 

Bern: die: -Polargruppe von Pie ar Ps Pr ss 
P,:m Ist homogen und enthält P,,., welches keine ausgezeichnete 
Funktion derselben ist. Daher enthält diese Gruppe (Satz 62) Funktionen 
nullter Ordnung X, . ı, welche: 


(Parı Xarı) —1 
ergeben und also unseren Forderungen genügen. 


Satz 69. Ist: X,,...,Xg Pıs - : -, Pam eine kanonische homogene 
Gruppe, so gibt es solche Funktionen: X ,41>---» Xarm; daß X: --, 
AXgrms Pıs:- :» Parm eine homogene kanonische Gruppe bilden, welche 
die vorgelegte umfaßt. 

Dieser Satz entspringt unmittelbar aus der m-maligen Anwendung [297 
des vorhergehenden. 


Satz 70. Bilden: X,,--..,Xg Pıs - - -» Parm eine kanonische homo- 
gene Gruppe, so gibt es solche weitere Funktionen X und P, daß: X,,..., 
Ans Pıs-:., P„n eine kanonische homogene Gruppe bilden, welche die vor- 
gelegte lan. 

Dieser Satz folgt durch sukzessive Anwendung der vorhergehenden 
Sätze dieses Paragraphen. 


Theorem XXU. Besitzen zwei homogene Gruppen, deren ausgezeichnete 
Funktionen nicht sämtlich von nullter Ordnung sind, gleichviele Glieder 
und gleichviele ausgezeichnete Funktionen, so gibt es immer homogene 
Berührungstransformationen, welche die eine Gruppe in die andere über- 
führen. 
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Denn nach unseren Voraussetzungen können unsere Gruppen be- 
ziehungsweise die beiden kanonischen Formen: 


„= = ” ‚ 4 f r 
3. ER REe r PEE h EEE FE EEE 


erhalten, wobei alle X, P Funktionen von &,,...,?„, alle X’, P’ Funk- 
tionen von &,...,p. sind. Alsdann gibt es solche weitere Funktionen: 
X, Pund: X’, P', daß auch: 


DEI a ee A. A RE 
kanonische homogene Gruppen sind. Also definieren die 2n Gleichungen: 
X,=X, BR=Pi 


wiederum eine homogene Berührungstransformation, welche die eine 
der beiden Gruppen in die andere überführt. 


Korollar. Die einzigen Eigenschaften einer homogenen Gruppe, die von 
der Form der Gruppe unabhängig sind und bei beliebigen homogenen Be- 
rührungstransformationen ungeändert bleiben, sind: 1. die Zahl der Glieder r, 
2. die Zahl der ausgezeichneten Funktionen m, 3. die Zahl der ausgezeich- 
neten Funktionen nullter Dimension, welche entweder gleich m oder m — 1 
sein muß. Hier ist r eine ganze positwe Zahl, die nicht größer als An sein 
kann; wir haben ferner in dem vorangehenden Abschnitte gefunden, daß r —m 
eine positive gerade Zahl sein muß, und endlich, daß r + m höchstens 
gleich An ist. 


5l. Es hat nun gar keine Schwierigkeiten, die Theorien der Para- 
graphen 14, 15 und 16 auf homogene Funktionen und homogene Berüh- 
rungstransformationen auszudehnen. 

Es zeigt sich, daß die invarianten Beziehungen zwischen einer homo- 
genen Gruppe und einer homogenen Untergruppe vollständig durch acht 
Zahlen bestimmt sind. Die sechs ersten definieren die individuellen [298 
invarianten Eigenschaften jeder der beiden homogenen Gruppen. Die 
zwei letzten sind die Zahl & der gemeinsamen ausgezeichneten Funk- 
tionen, und die Zahl & oder & — 1 der gemeinsamen ausgezeichneten 
Funktionen nullter Ordnung. 

Soll man ein Involutionssystem aus einer homogenen Gruppe aus- 
scheiden, so ist es immer möglich, eine Erniedrigung in der Ordnung 
der notwendigen Integrationen zu erreichen. 

Soll man entscheiden, ob sich r gegebene homogene Funktionen 
H,,..., H, durch eine homogene Berührungstransformation beziehungs- 
weise in Hı,..., H, überführen lassen, so kann man immer ($ 16) voraus- 
setzen, daß alle H, und ebenso alle H; von einander unabhängig sind. 
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Eine erste Forderung ist, daß die entsprechenden Funktionen der beiden 
Systeme von derselben Ordnung sınd. Ist diese Forderung erfüllt, so 
bestimmt man wie in $ 16 die beiden durch unsere Funktionen bestimmten 
Gruppen: 

1 2 BR UL 1 ERBE 5 SR ne Sa Pe ER : VRR 2 AR 


Hier muß « gleich « sein, und ferner muß sich jedes (H}; H,,) in derselben 
Weise durch die H;, wie das entsprechende (H,H,) durch die H, aus- 
drücken lassen. Sind alle diese Forderungen erfüllt, so sieht man wie 
damals ein, daß die verlangte Transformation möglich ist; und zwar 
wird dieselbe offenbar eine homogene Transformation. 


Hiermit sind alle zwischen H,,..., H, stattfindenden Beziehungen 
bestimmt, die bei beliebigen homogenen Berührungstransformationen 
invariant bleiben. 


$ 25. Integrationserniedrigungen, die sich auf die vorhergehenden 
Entwickelungen stützen. 


Die vorangehenden Theorien zeigen, wie man die bei der Integration 
einer partiellen Differentialgleichung: 


Me eh 


eintretenden Umstände am vorteilhaftesten ausnutzen kann. Indem ich 
insbesondere auf $ 17, 18 und 19 verweise, kann ich mich auf das folgende 
beschränken. 


52. Ich setze voraus, daß ein Involutionssystem nullter Ordnung: 
De, 


integriert werden soll, und daß man eine Anzahl homogene Funktionen 
H,,...,H, kennt, welche allen Gleichungen: (N,H,) = 0 genügen. Ist 
es unmöglich, vermöge des Poisson-Jacobischen Theorems weitere 
Funktionen H zu bestimmen, so bilden: N,,...,N,,Hı,...,H, eine [299 
homogene Gruppe. Wir betrachten nun zuerst den Fall, daß diese Gruppe 
ausgezeichnete Funktionen enthält, die nicht von nullter Dimension sind; 
sodann den Fall, daß sämtliche ausgezeichnete Funktionen von nullter 
Ordnung sind. 


A. Enthält die Gruppe: N,,..., N, H,,..., H,außer: N,,...,N, 
m ausgezeichnete Funktionen: 


7 
Nor ee, Narm-1 H, 
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die nicht sämtlich von nullter Ordnung sind, so bestimmt man dieselben 
(Satz 60) vermöge der Operationen: 


m —1; Mm2..,,98 23 7,18. 
Hinterher behandelt man das Involutionssystem: 
N, = eis en Was = Fca.n H >= C 
nach den in Nr. 38 gegebenen allgemeinen Regeln. 


B, Enthält die Gruppe: N... Au An... Hd, außer: N, ,..:., 
N, noch m ausgezeichnete Funktionen, die sämtlich von der nullten 
Ordnung sind: 


AT 
ar = PART 


so bestimmt man dieselben vermöge der Operationen: 
ee ee BR De 5 


Hinterher stellt sich die Aufgabe, das Involutionssystem nullter Ord- 
nung: 
Nele, 


mit r — m homogenen Lösungen: H,,..., H,_„m der qg + m Gleichungen: 
(N.H) = 0 in möglichst einfacher Weise zu integrieren. 


Zu diesem Zwecke stellt man die Gleichungen auf: 


en =D (NormN) —(, (H,N) =0,..., (H,_„N) =, 
l1...n N 2 ö 


Pen, 


die ein vollständiges System bilden müssen. Bestände nämlıch die Polar- 
gruppe der Gruppe: 


N,, ..09 Nom, A] 1 > RE 


nur aus Funktionen nullter Ordnung, so wäre diese Polargruppe mit 
dem Inbegriffe der ausgezeichneten Funktionen: N,,:...,N4+m Iden- 
tisch. Dann aber wäre die Integration unseres Involutionssystems (Theo- 
rem XIII) schon als geleistet zu betrachten; diesen Fall brauchen wir also 
nicht zu berücksichtigen. Von dem vollständigen Systeme (A) kennt 
man nun m + q Lösungen: N,,..., Ng+m; also findet man eine weitere 
Lösung N,.m..ı vermöge einer Operation: 


2n -2q—r—m—|. [300 
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Hiermit ist alles zurückgeführt auf die Integration des Involutions- 


systems: 2 z 
ze Diss, Nous u lei 


mit r — m Lösungen: H,,..., H,_„ des Systems: (N,H) = 0. Man geht 
nun in entsprechender Weise weiter und bestimmt eine Funktion 
N 4m... vermöge einer Operation: 


2n —2q -r—m—3, 


und so weiter, und endlich eine letzte Funktion N vermöge einer Opera- 
tion 1. 

Hiermit ist nach meinen früheren Entwickelungen (Theorem XIII) 
das Integrationsgeschäft abgeschlossen. 


$ 26. Vervollständigung der Theorie des Poisson-Jacobischen Theorems. 


Das Poisson-Jacobische Theorem ist einer Vervollständigung 
fähig, die ich jetzt geben werde. Zunächst betrachte ich beliebige Funk- 
tionen von &,,...,?n, sodann homogene Funktionen von &,Pp. 


53. Sind 9, und 9, Lösungen der Gleichung: 


()=0, 
so sagt das Poisson-Jacobische Theorem aus, daß auch (9,9) eine 
solche Lösung ist. 
Es existieren mehrere verwandte Theoreme, von denen ıch hier das 
folgende, von Laurent herrührende anführe: 
Sind: @ = 91, ., Pr> Yıs +», %r irgend 2k Lösungen der Glei- 
chung: (fo) = 0, so ist immer auch: 


et LI BAT 
PP 0%, 0m,0P, 6Pı, 


eine solche. 

Mayer machte mich gelegentlich auf diesen Satz aufmerksam und 
bemerkte dabei, daß derselbe wahrscheinlicherweise nur solche Lösungen 
geben würde, die man auch durch sukzessive Anwendung des Poisson- 
Jacobischen Theorems erhalten könnte. Als Antwort konnte ich ihm 
die Theorie dieser Nummer mitteilen. 


Satz 71. Genügen alle gemeinsamen Lösungen F der Gleichungen: 
9.0. Et 
gleichzeitig auch der Gleichung: 
MD, 
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so gehört TI der durch ®,,...,®, bestimmten Gruppe: ®1,..., 0... 
D, an: 

Denn die gemeinsamen Lösungen der gegebenen q Gleichungen [301 
sind die Lösungen des vollständigen Systems: 


(8) =05 2, 0. 


u. 


Bezeichnet man dieselben durch: F,,..., F3n_,, so muß: 
NE) = 0... ee 


sein, das heißt TT muß der Polargruppe von F\,,...,F,„_, angehören. 
Diese Polargruppe ist aber eben ®,,..., ®, selbst. 

Hieraus ergibt sich sogleich das nachstehende bemerkenswerte 
Theorem: 


Theorem XXI. Kennt man wrgend q Lösungen: ®,,..., ®, der 
Gleichung: 
(F = 0 
und findet man aus diesen Lösungen durch irgend welche Operationen, die 
ganz unabhängig sund von der Form der Funktion F, eine weitere Lösung TT, 
so gehört TT stets der durch ®,,..., ®, bestimmten Gruppe an. 


54. Dieses Theorem bleibt nicht mehr richtig, wenn die Funktion 
F gewissen Beschränkungen unterworfen ist. Ich werde den wichtigen 
Fall, daß F eine homogene Funktion ist, betrachten und für denselben 
eine entsprechende Theorie entwickeln. 

Wir haben früher gesehen (Satz 54), daß eine jede homogene Gruppe, 
die eine Funktion ® enthält, zugleich die Funktion: 


enthalten muß, und (Satz 55), daß umgekehrt eine Gruppe: ®,,...,®, 
homogen ist, wenn jedes: 


Sms 


sich durch die ® ausdrücken läßt. Folglich kann ich von der durch 
eine gegebene Funktion bestimmten homogenen Gruppe, und ebenso von 
der durch mehrere gegebene Funktionen bestimmten homogenen pp 
sprechen. 

Satz 72. Ser F eine homogene Funktion, ® irgend eine Funktion, 
welche zu jener in der Beziehung: 


(Fo) = 0 
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steht, und endlich ®,,...,®, die durch ® bestimmte homogene Gruppe. 
Alsdann gelten sämtliche Gleichungen: (F®,) =. 
Dieser Satz ist eine Konsequenz eines früheren (Satz 58), daß nämlich 


die Gleichung: (Fe) =0 


die folgende: [302 


(Fe) 


nach sich zieht, in Verbindung mit dem Poisson-Jacobischen Satze. 


Satz 73. Ser F eine homogene Funktion und ®,,...,®, gegebene 
Funktionen, deren jede mit F in Inwolution liegt, das heipt, (F®,.) = 0 ergibt. 
Bezeichnet dann: ®,,...,0,,...,®, die durch: ®,,..., ®, bestimmte 
homogene Gruppe, so stehen auch die neuen Funktionen ® in Involutions- 
beziehung zu F. 

Dieser Satz ist eine Konsequenz des vorangehenden in Verbindung 
mit dem Poisson-Jacobischen Theorem. 


Satz 74. Genügen alle gemeinsamen homogenen Lösungen F der 


Gleichungen: 
or a Pe ea 


zugleich der Relation: 
SIEH, 
so gehört TI der durch: ®,,...., ®, bestimmten homogenen Gruppe: Ö, a 
BE 
Denn die gemeinsamen homogenen Lösungen F der gegebenen q 
Gleichungen sind die homogenen Lösungen des vollständigen Systems: 
A a ee A 7 


Es gibt 2n —r solche Lösungen F,,...,Fgn_,, welche eben die. Polar- 
gruppe von ®,,...,®, bilden. Also genügt TT den Gleichungen: 


a a 
das heißt, TT muß der Polargruppe von F,,...,Fg„_, angehören. Diese 
Polargruppe ist aber eben: ®,,...,®,. 
Also haben wir den Satz: 


Theorem XXIV. Kennt man irgend q Lösungen: ®,,...,®, der 
Gleichung: 
Fo), —(, 
in welcher F eine homogene Funktion bezeichnet, und findet man durch 
irgend welche Operationen, die von der Form der homogenen Funktion F 
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unabhängig sind, eine weitere Lösung TT, so gehört TT der durch ®,,...,®, 
bestimmten homogenen Gruppe an. 

Endlich könnte man eine entsprechende Theorie für den Fall ent- 
wickeln, daß F homogen von nullter Ordnung ist. Hierdurch würde 
man einige bemerkenswerte Resultate erhalten. Man würde nämlich 
a priori die Möglichkeit einiger Integrationsvereinfachungen einsehen, 
die ich in $ 25 in anderer Weise erreicht habe. 

55. Indem ich schließe, stelle ich ein allgemeines Problem: [303 


Seien H,,...,H. homogene Funktionen erster Dimen- 
sion, die in solehen gegenseitigen Beziehungen stehen, daß 
sich jedes (H,H,) als lineare Funktion der H, mit konstanten 
Koeffizienten, ausdrückt: 


T..s& 
(H,H,) — DC,B, 
Alsdann sage ich, daß alle H eine Transformationsgruppe 
bilden, und betrachte dabei alle linearen Funktionen der H 
von der Form: 


d,H, 25 d,H; en ne d,H« 


als mit den H selbst gleichberechtigt. 


Ich frage nun nach den Eigenschaften einer gegebenen 
Transformationsgruppe, die bei homogenen Berührungs- 
transformationen invariant bleiben. 

Ich habe gefunden, daß es eine begrenzte Zahl Typen von Trans- 
- formationsgruppen gibt. Es muß späteren Arbeiten vorbehalten werden, 
den präzisen Sinn, die Richtigkeit und Bedeutung dieser Behauptung dar- 
zulegen. | 


Christiania, 5. Juli 1874. 


II. 


Allgemeine Theorie der partiellen [245 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Math. Ann. Bd. IX, Heft 2, S. 245—288, ausgeg. 21.10.1875, Heft 3, S. 2839—296, 
ausgeg. 4. 1. 1876. 


In der nachstehenden Abhandlung versuche ich eine systematische 
Darstellung meiner früheren Untersuchungen über die allgemeine Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die ich 1872 in 
einigen kurzen Mitteilungen an die Gesellschaften der Wissenschaften in 
Göttingen und Christiania skizziertet), und welche ich neuerdings in zwei 
ausführlicheren Arbeiten in den Verhandlungen der letztgenannten Ge- 
sellschaft dargestellt habe (Christiania, 20. November 1874 und Februar 
1875).2) 

Dabei setze ich nur einen von Öauchy bewiesenen Satz als bekannt 
voraus, daß nämlich jede lineare partielle Differentialgleichung 1. O. 
zwischen n unabhängigen Variabeln: 

Af=Rıy-4+ +4 =0 
n —1 von einander unabhängige Funktionen, die sogenannten Lösungen, 
bestimmt, welche Af = 0 identisch befriedigen. Im übrigen beweise ich 
alle früher bekannten Sätze, die zur Anwendung kommen. Insbesondere 
reproduziere ich in der Einleitung die Mayersche Begründung der von 
Jacobi und Clebsch herrührenden Theorie linearer partieller Differen- 
tialgleichungen 1. O., welche gemeinsame Lösungen besitzen. 


Im ersten Abschnitte formuliere und erledige ich ein allgemeines Pro- 
blem, welches das allgemeinste Problem, das man bis jetzt in der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen 1. OÖ. behandelt hat, als speziellen 
Fall umfaßt. Gleichzeitig erweitere ich die Fundamentalbegriffe dieser 
Theorie, insbesondere den Begriff: partielle Differentialgleichung 1. O., 
und den Begriff: vollständige Lösung. 


1) Christiania 3. und 10. Mai 1872, Göttinger Nachr. 19. Juni, 30. Oktober 1872. 
[D. Ausg. Bd. III, Abh. I, II, III, IV.] 
2) [D. Ausg. Bd. III, Abh. XII, XV.] 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 7 
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In dieser Weise erreiche ich eine Allgemeinheit und Einfachheit in 
dieser Theorie, die früher vollständig gefehlt hat. Dabei ist es sehr be- 
merkenswert, daß meine Auffassung des Integrationsproblems sich 
eigentlich im Grunde mit der alten Pfaffschen Theorie deckt; ich kann [246 
sagen, daß ich nur die Pfaffsche Fragestellung, die von Cauchy und 
Jacobi, wie von deren Nachfolgern verlassen wurde, konsequent durch- 
geführt und gleichzeitig ihre wesentliche Berechtigung nachgewiesen habe. 


Noch will ich zufügen, daß meine Begriffserweiterungen für einen 
Schüler Plückers sehr naheliegend sind; Plücker würde es [so] ge- 
macht haben, wenn er sich überhaupt mit partiellen Differentialgleichun- 
gen 1. O. beschäftigt hätte. — Endlich hebe ich auch hervor, daß sich 
unter diese erweiterte Theorie die Theorie aller mechanischen Probleme, 
die sich durch kanonische Differentialgleichungen ausdrücken lassen, voll- 
ständig subsumiert; früher war dies, wieMayer hervorgehoben hat, nicht 
immer der Fall. 

Im zweiten Abschnitte gebe ich eine ausführliche Darstellung der- 
jenigen neuen Integrationsmethode, die ich 1872 skizzierte, und welche 
hinterher Mayer — der übrigens gleichzeitig auf einem ganz anderen 
Wege entsprechende Vereinfachungen in der Integration der partiellen 
Differentialgleichungen 1. O. erreichte — zum Gegenstand mehrerer ele- 
ganter und präziser analytischer Abhandlungen gemacht hat. 

Wenn ich die Veröffentlichung dieser Untersuchungen, die meinen 
übrigen Arbeiten auf diesem Gebiete zu Grunde liegen, so lange verschoben 
habe, so liegt das wesentlich an folgendem. 

Ich fand diese Theorien ursprünglich durch synthetische Betrach- 
tungen. Nun aber bemerkte ich bald, daß, so zweckmäßig die synthetische 
Methode für die Entdeckung ist, so schwierig ist es, eine klare Redaktion 
synthetischer Untersuchungen zu geben, die sich auf Gegenstände be- 
ziehen, welche bis jetzt fast nur analytisch behandelt worden sind. Nach 
langem Schwanken habe ich mich dazu entschlossen, eine halb synthe- 
tische, halb analytische Form zu benutzen. Möchte meine Arbeit dazu 
dienen, die Berechtigung der synthetischen Denkweise neben der analy- 
tischen Methode auch auf diesem Gebiete zur Anerkennung zu bringen! 


Vollständige Systeme. 


Mit Clebsch sage ich, daß q lineare partielle Differentialgleichungen 
zwischen n unabhängigen Variabeln: 


A701 


Der Ausdruck: A(B(h)— B(Acf)) kovariant zu Af und Bf 99 


ein vollständiges System bilden, wenn sie n —q gemeinsame Lösungen 
besitzen. Der Vollständigkeit wegen reproduziere ich Mayers Dar- 
stellung dieser fundamentalen Theorie, die von Jacobi und Clebsch her- 
rührt.!) 


Satz 1. Die gemeinsamen Lösungen der beiden Gleichungen: [247 
d d 
A= Kg +. + g-=0, 
d d 
Bf=Yı4- +4. +42 =0 


genügen zugleich der linearen partiellen Differentialgleichung: 
d d 
(Ay RX,) . eier hy) Pos 0. 


deren linke Seite auch in der Form: A(Bef)) — B(A(f)) geschrieben werden 
kann. 

Eine jede Lösung von Bf =0 gibt nämlich eo ipso: A(Bif)) = 0, 
und jede Lösung von Af =0 gibt: B(Ac(f)) = 0. Die gemeinsamen Lö- 
sungen von Bf=0 und Af = erfüllen also die Gleichung: 


A(BA) —- BAM) =, 
die durch Ausführung die in unserem Satze angegebene Form annimmt. 


Satz 2. Gehen die beiden Gleichungen: Af=0, Bf=0 durch Ein- 
führung neuer unabhängiger Variabeln beziehungsweise in: A’f=0 und 
B’f=0 über, so nimmt der Ausdruck: A(B(f)) — B(A(f)) durch dieselbe 
Änderung der Variabeln die Form: A’(B’(f)) — B’(A’(f)) an. 


Sind [nämlich] x,,..., &„ die ursprünglichen, &,..., &, die neuen 
unabhängigen Variabeln, so ist: 


Af=An gt +Amge, 
’ ß d 
b’f =— Bx, ri + a + DE nn 
und: 
ı ı ’ ’ d d 
ABM) BAM) ugs tt gar 
wo: 


Sl, Ba B i B 5 d 
I Tr dar L— Ur de. 


r 


As): 


1) Auch Bour und Cayley haben zur Entwickelung dieser Theorie wesentlich 
beigetragen. 


T7* 
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Durch Ausführung kommt: 


ER ‚ 
u=-3 (4 gt ur Mmngz 2) “ 


IK 2 


+ 3(4 & Ya gr a )—Ba..X, Fr (7), 


oder: 
a Ks 


a Sr ag + 1n.4 (5: 


k 


oder endlich, da das letzte Glied rechts identisch verschwindet: [248 


Eh d 
= I (4Yı — BX) en 


Also finden wır: 


4'(B'(f)) — B'(A’ (N) = San BX,) = 


Nun aber ist die rechte Seite dieser Gleichung eben der Ausdruck, in den 
sich: A(B(f)) — B(A(f)), das heißt: 


d 
SU. —BR)GL, 


durch die Einführung der Variabeln &|,..., x, verwandelt. Also ist unser 
Satz erwiesen. 
Satz 3. Die gemeinsamen Lösungen von q Gleichungen: 


AD. Ar 


welche paarweise in der Beziehung: A,(Arf) — Ar(A:{P) = 0 stehen, 
lassen sich auch definieren als die gemeinsamen Lösungen von nur q— 1 
Gleichungen mitn — 1 Varvabeln: 


At 0. A, 


welche paarweise: A; (A,(f)) — Ar (A: (f)) = 0 ergeben. 
Zum Beweis bezeichnen wir n —1 unabhängige Lösungen von 
41=- 9 m 452,51 und führen sodann die Größen: 


(4 ’ 
Lily. In—1, Ins 
die wir von einander unabhängig annehmen können, als neue Variabeln 
ein. Hierdurch nimmt A,f = 0 die Form an: 
4_y d 
A,f a 


Kg 


=0, 


Die vollständigen Systeme ARE 


und die q — 1 übrigen Gleichungen beziehungsweise die Form: 


Er d tie 
Bf - Arı 4 Warn Aua-ı ru Hr X, Pr. —(. 


Da nun nach dem vorangehenden Satze: 
A, (Bu) — Bi(A, N) = 0 


ist, so sind alle Größen X, ;, Funktionen von &1,..., £&,-ı allein. Setzen 


wir daher: 


‚ ‚, d : d 
Af= Kg + + Kung — 


dz,-ı 
und nehmen f frei von x, an, so wird: 
A: (Alf) — ArlA:(f)) = Bi(BiM)) — Bu(B: N); 

und da hier die rechte Seite nach dem vorangehenden Satze gleich [249 
Null ist, so verschwindet auch die linke Seite. 

Andererseits ist klar, daß die Lösungen der q — 1 Gleichungen: 
A;f=0 zwischen &,...,%-ı eben die Lösungen der q Gleichungen: 
A,f=0 sind. Also ist unser Satz bewiesen. 


Durch sukzessive Anwendung dieses Satzes erhalten wir folgendes 
Korollar: 


Satz 4. Die gemeinsamen Lösungen von q Gleichungen: 
AU AED, 


die paarweise: A,(A,f)) — Ar(A;f)) = 0 geben, lassen sich auch defi- 
nieren als die Lösungen einer einzigen Gleichung zwischen n —q +1 Va- 
rvabeln. Die q Gleichungen: A,f'= 0 haben also n —q von einander un- 
abhängige Lösungen. 

Dieser Satz gehört Jacobi. Endlich hat Clebsch folgenden Satz 
gegeben: 

Satz 5. Stehen q von einander unabhängige Gleichungen: 

ee 


zwischen &, . . ., &, paarweise in solcher Beziehung, daß jedes: A,(A,(f)) 
— A,(A,(f)) sich als Summe der A,f, multipliziert mit gewissen Funktionen 
der x, ausdrücken läßt, so haben unsere q Gleichungen n — q von einander 
unabhängige Lösungen. 

Zum Beweis bemerken wir, daß q von einander unabhängige Glei- 
chungen von der Form: 


B,f= AAıf +: -+A,f=0 (k=1,...,9) 
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BR Sioderum in solcher Beziehung stehen, daß jedes: B,(B,()) — B.(B,;(f)) 


sich linear durch die B,f ausdrückt. Hieraus schließen wir mit Mayer, 
daß die Auflösung der A,f = 0 hinsichtlich q der Differentialquotienten, 
etwa df:d&,,...‚df:dxz, q Gleichungen ergibt: 


df d d 
Ge ngante + Xigl)=0 (k=1...9g) 


welche wiederum Relationen von der Form: 
0;(C N) ER 0.(C; N) EI BıCıf rm. A 


ergeben. Nun aber findet man durch Ausführung, daß die linke Seite dieser 
Gleichung keine der Größen df : da,,...,df: dx, enthält. Also sind alle 
ß gleich Null. Nach dem vorangehenden Satze haben daher die Gleichun- 
gen C,f=0 n — q gemeinsame Lösungen. Hiermit ist unser Satz bewiesen. 

Die entwickelten Sätze genügen für das Folgende. Darum gehe ich [250 
an diesem Orte nicht auf die von Mayer und mir herrührende einfache 
Integrationstheorie der vollständigen Systeme ein. 


Absehnitt I. 


Dieser Abschnitt ist im wesentlichen die Reproduktion einer Arbeit, 
die ich im November 1874 der Gesellschaft der Wissenschaften zu Chri- 
stiania vorgelegt habe.!) Die hier entwickelten Theorien skizzierte ich 
übrigens schon im Oktober 1872 in einer der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen vorgelegten Note.?) 


$ 1. Erledigung eines Hilfsproblems. 


1. Ich erledige zuerst ein Hilfsproblem, welches in genauestem Zu- 
sammenhange mit dem sogenannten Pfaffschen Probleme für eine un- 
gerade Zahl der Variabeln steht. Dasselbe ist vielleicht früher von an- 
deren gelöst worden; jedenfalls halte ich es für richtig, es ausführlich zu 


behandeln. 
Hilfsproblem. Man soll alle Gleichungssysteme von der Form: 
Il, 22 BD Da Dh (k=1,...,m) 
bestimmen, vermöge deren die Differentialrelation: 
Pıdzı + Pads + --- + Pd, = 0 
identisch stattfindet. 


1) [D. Ausg. Bd. III, Abh. XIL] 
2) [D. Ausg. Bd. III, Abh. IV]. 
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Die gesuchten Gleichungssysteme ordnen sich naturgemäß in zwei 
Kategorien, solche nämlich, die keine Relationen zwischen den & allein 
bestimmen, und solche, die dies tun, zwischen deren Gleichungen sich 
also alle p eliminieren lassen. 

Ein System der ersten Art bestimmt offenbar auch keine Relation 
zwischen den Differentialen dx. Soll aber der Ausdruck U pdx für alle 
Werte der Größen dx verschwinden, so müssen alle p gleich Null sein. 
Daher enthält jedes System der ersten Art die Gleichungen: 


MU Blade, 
und andererseits ist auch klar, daß es keine weiteren Gleichungen ent- 
halten darf, denn sonst ließen sich die p eliminieren. Nun aber fassen 
wir ım folgenden die p als Verhältnisgrößen auf und können daher 
von dem gefundenen Systeme als einem uneigentlichen absehen. 

Also brauchen wir uns nur mit dem Falle zu beschäftigen, daß sich 
die p zwischen den Gleichungen des Systems eliminieren lassen. Die in 
dieser Weise gefundenen Relationen zwischen x, £y, . . -, %,, deren An- 
zahl q sein mag, können immer hinsichtlich q unter den x, etwa 2, Lg... .,%, 
aufgelöst werden; hierdurch nehmen sie die Form an: 


(1) | u Kaas... es. os 


und durch Differentiation findet man q Relationen zwischen den d«: 
Bus > - 4%, (k=1,2,...,4) 


welche den Ausdruck 2 pd«x auf die Form: 


qg+1...n d ; d x d 
> (pgE 2% Pa a pı) de; 

reduzieren. Hier sind nun alle zurückgebliebenen dx von einander un- 
abhängig, und daher müssen für? =q-+1,...,n folgende Relationen 


bestehen: 


dt df, d 
(2) Mae t+mge ++ Be + = 0. 


Also enthält jedes Gleichungssystem, welches Zrdx = 0 identisch be- 
friedigt, n Gleichungen von der Form (1) und (2). 

Umgekehrt ist einleuchtend, daß diese Gleichungen an und für sich 
den Ausdruck & pd. identisch verschwinden lassen. Enthält daher unser 
Gleichungssystem noch weitere Gleichungen, so sind dieselben nur der Be- 
schränkung unterworfen, mit dem Systeme (1), (2) algebraisch vereinbar 
zu sein. 


104 II. Allgemeine Theorie der part. Diffgl. 1.0. Ann. IX, 1875, 76 


Das gefundene Resultat kann eine elegante Form erhalten. Setzen 
wir nämlich: 


%ıPpı + %ePa tt %Pa = fıPı m + faPı =H, 
so nehmen die Gleichungen (1) und (2) die Form an: 
dH dH 


2 dpr’ en da; ' 
wo k sukzessive die Werte 1,2,...,qund die Werteg +1,..,„n zu 
durchlaufen hat. | 

Es ist übrigens leicht, ein scheinbar noch allgemeineres Gleichungs- 
system anzugeben, das U pdx identisch verschwinden läßt. Man setze 
nämlich: 


Lx 


me Frisah 
dpr ee u ® de; 


I = eg 41,.,.,R), 


vorausgesetzt, daß H irgend eine hinsichtlich P1 Pa» - - -, Pa homogene 
Funktion 1. O. von 91, - - », Pa Ca+rı - * +» &„ bezeichnet. Unsere Gleichun- 
gen ergeben nämlich: 


12.0 rien 
Dpar- >p,.d u 
k 


dir = du 


Nun ist H homogen von 1. O. hinsichtlich p,, ... ., p., das heißt: [252 


woraus durch totale Differentiation: 


12... dH ud are 


Mit Benutzung dieser Gleichung finden wir: 


oder: 
Zpda&e=—-dH-+dH=0, 


womit meine Behauptung erwiesen ist. 

Zugefügt soll nur sein, daß unsere n Gleichungen, die 2 pdx identisch 
verschwinden lassen, nach dem Theoreme der homogenen Funktionen die 
charakteristische Gleichung: 


pı ++. =H, 


die allein das n-gliedrige System definiert, nach sich ziehen. 
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Wir fassen das Vorangehende folgendermaßen zusammen: 


Theorem 1. Faßt man pı, Ps; - - -, Pu als Verhältnisgrößen auf, 
so enthält jedes System von Gleichungen zwischen Pi,» +; Pr» 
Ip: m, welches die Differentialrelation: 


pıda, + Pd ++ 9 dm = 0 


identisch befriedigt, n Gleichungen von der Form: 


= EL EN k= y b, ... I ’ 

"r dpr nn 
Eur: e : 

ii = 67 EM N, 


welche an und für sich den Ausdruck Zpdx verschwinden 
lassen. Hier bezeichnen: a,b,...„I,m,n,...teine Permutation 
der Zahlen: 1, 2,...,n, und H ıst irgend eine Funktion von 
Dass Pr, Ems +» + Cı, die hinsichtlich der p homogen von erster 
Ordnung vst. 


Unsere n Gleichungen können wm allgemeinen auf mehrere 
Weisen die aufgestellte kanonische Form erhalten. Insbeson- 
dere kann man immer erreichen, daß H eine lineare Funktion 
der p ist. 

2. Um die Sprache zu erleichtern, werden wir die Terminologie der 
Mannigfaltigkeitslehre anwenden, und gleichzeitig ein neues Symbol ein- 
führen, welches wir sogleich definieren. 

Da wir die Größen p,,P3, - - -, ?1 als Verhältnisgrößen auffassen und [253 
also zwei Wertsysteme: &,, «+ +, Ans Pıs » + + Dan Und: 815. 0 0, Es Pin» + + Pr 
als äquivalent betrachten, wenn: 


=, Di Pr Fr ui 
ist, so müssen wir sagen, daß es o0?"-1 und nicht oo?” Wertsysteme x, p 
gibt. Stellen wir nun etwa m Gleichungen zwischen &,, . . ., Zn» Pı> = + +» Pn 
fest, so bestimmen wir 00??-1-m, oder sagen wir oc* Wertsysteme x, p. 
Den Inbegriff derselben bezeichnen wir, wenn die betreffenden m Glei- 
chungen Zpdx verschwinden lassen, mit dem Symbole: 


M,. 


Nach dem Vorangehenden kann k höchstens gleich n — 1 sein. 

Wir gehen dazu über, die Entwickelungen der vorangehenden Num- 
mer zu interpretieren. Dabei wird es bequem sein, sich vorläufig auf den 
Falln = 3 zu beschränken. 
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Fassen wir &, %s, &, als Cartesische Punktkoordinaten auf, und 
?1, Pa, P; als Verhältnisgrößen, welche die Lage einer durch den Punkt 
X, %o, X hindurchgehenden Ebene: 


Pılzı — %ı) + Pala2 — 82) + Pa(& — 2) = 0 
bestimmen, so können wir &, I, I, Pı, Pa, Ps als Koordinaten eines 
Flächenelements betrachten. Dabei fassen wir, können wir sagen, jedes 
Flächenelement als den Inbegriff eines Punktes und einer hindurch- 


gehenden Ebene auf. 
Bei dieser Interpretation sagt die Gleichung: 


pıdzı + Pad, + Padız = 0 


aus, daß die Ebene des Flächenelements (x, ... ., 93) den Punkt des be- 
nachbarten Elements (x, + d&,,..., Pa + dp;) enthält. Findet diese Re- 
lation statt, so sagen wir der Kürze wegen, daß unsere beiden benach- 
barten Elemente vereinigt liegen. Mit Anwendung dieses Ausdrucks 
können wir unser allgemeines Problem für den Falln = 38 folgendermaßen 
aussprechen: | 
Man soll aus den Flächenelementen des Raumes auf alle möglichen 
Weisen zweifach unendliche Scharen aussuchen, derart, daß jedes Ele- 
ment mit allen benachbarten Elementen derselben Schar vereinigt liegt. 
Um die gefundene Lösung dieses Problems interpretieren zu können, 
bemerken wir folgendes: Nehmen wir irgend eine Fläche, so bestimmt ihre 
Gleichung: ae 
zusammen mit den beiden Relationen: 


a, 


d 
Ber Dıg, h 


Ps + Pı das —0 


alle Flächenelemente, welche die Fläche bedecken. Nehmen wir [254 
andererseits eine Kurve, so bestimmen ihre Gleichungen: 


z =fi(&), Ta = Tal), 
zusammen mit: 


af, 3, 
P3 + Pı zn + Pa n =(, 


alle Flächenelemente, welche die Kurve umhüllen. Endlich kann man die 
Gleichungen eines Punktes: 
2 ge NT ae: 0 


auch als analytische Definition aller durch diesen Punkt hindurchgehen- 
den Elemente auffassen. 
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Vergleichen wir nun dies mit Theorem 1, so sehen wir, daß die Ele- 
mente, welche eine Fläche bedecken, eine Kurve umhüllen oder durch 
einen Punkt gehen, Scharen mit der verlangten Eigenschaft bilden, und 
daß es keine weiteren solchen Scharen gibt. 

Um die allgemeine Theorie in entsprechender Weise interpretieren 
zu können, fassen wir &,, &y - - », &, als Punktkoordinaten eines n-fach 
ausgedehnten Raumes auf, ferner p,, Ps -..,?„ als Verhältnisgrößen, 
welche die Lage einer durch den Punkt &,, &, . . ., &„ hindurchgehenden 
ebenen Mannigfaltigkeit: 


Mr a —- a) + pi —2)+ + — 2) = 0 
bestimmen. Wir bezeichnen den Inbegriff des Punktes x, 2, . . ., x, und 
der hindurchgehenden ebenen Mannigfaltigkeit als ein Element, und 
betrachten die Größen &,, . . ., & P1 - - -» ?„ als Elementkoordinaten. 
Die Gleichung: 

Ppıdaı + Pad, ++ nd, = 0 


sagt dann aus, daß die Ebene des Elements: x,,...,p„ den Punkt des 
benachbarten Elements: &, + d&,...,?„ + dp„ enthält, oder, wie ich 
der Kürze wegen mich ausdrücken werde, daß diese beiden Elemente 
vereinigt liegen. Und unser allgemeines Problem kommt darauf hin- 
aus, aus den oo?”-! Elementen z,,...,9,. auf alle möglichen 
Weisen (n—1)-fach unendliche Scharen auszusuchen, der- 
art, daß jedes Element mit allen benachbarten Elementen 
derselben Schar vereinigt liegt. 

Um die schon gegebene Lösung dieses Problems zu interpretieren, 
bemerken wir, daß die Elemente, die sich an eine (n — q)-fach ausgedehnte 
Punktmannigfaltigkeit: 


a (&=1,8,...,9) 


anschließen, durch die eben geschriebenen q Gleichungen zusammen mit . 
denn — q folgenden: 


d 
Pı tet pe +97, =0 w@=yt+h..N) 


bestimmt sind. 

Es ist also möglich, die 0o0?”-1 Elemente eines n-fach [255 
ausgedehnten Raumesin (n —1)-fach unendliche Scharen zu- 
sammenzufassen, derart, daß jedes Element mit allen be- 
nachbarten Elementen derselben Schar vereinigt liegt. 
Solche Scharen werden von allen Elementen gebildet, die 
sich an irgend eine q-fach ausgedehnte Punktmannigfaltig- 
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keit anschließen, und andere derartige Scharen gibt es 
nicht. 


Die Elementmannigfaltigkeiten M„_, ordnen sich hiernach in n 
Kategorien nach dem Werte der Zahl q, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, nach der Dimension der zugehörigen Punktmannigfaltigkeit. 
Ich benutze das Symbol: 

M\-ı» 


um eine Elementmannigfaltigkeit M,„_-ı zu bezeichnen, die 
sich an eine k-fach ausgedehnte Punktmannigfaltigkeit an- 
schließt. Dementsprechend bezeichne ich zuweilen mit: 


M* 


den Inbegriff von 00° vereinigt liegenden Elementen, die sich an eine 
k-fach ausgedehnte Punktmannigfaltiskeit anschließen. 


82. Formulierung eines allgemeinen Problems. 


3. Nun können wir unser allgemeines Problem formulieren. Das- 
selbe umfaßt als speziellen Fall das allgemeinste Problem, welches man 
bis jetzt in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen [erster 
Ordnung] behandelt hat. 


Problem. Vorgelegt seven q Gleichungen von der Form: 


Pal Br Re, 
die hinsichtlich der p von nullter Ordnung sind. Man soll in allgemeinster 


Weisen — q weitere Gleichungen Inden, welche zusammen mit den gegebenen 
die Differentialrelation: 


pıdzı + Padag ++ PndX, = 0 
. tdeninsch befriedigen. 

Unser Problem kommt darauf hinaus, alle M„_, zu finden, deren 
Elemente q gegebene Relationen zwischen den Elementkoordinaten be- 
friedigen. Nennen wir solche Mannigfaltigkeiten Integral-M,„_, der be- 
treffenden Gleichungen, so können wir unser Problem folgendermaßen 
aussprechen: 

Man soll alle Integral-M,„_, von q gegebenen Gleichungen 
zwischen %,,.. ., & Pı - - , P1n bestimmen. 

Früher stellte man die Forderung, daß die gesuchten Mannig- [256 
faltigkeiten auch als Punktgebilde (n — 1)-fach ausgedehnt seien; man 
suchte alle Integral-M”-! der vorgelegten Gleichungen. 
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Es gibt einen ausgezeichneten Fall, in dem sich unser Problem durch 
ausführbare Operationen, das heißt, Differentiationen und Eliminationen 
erledigen läßt. 

Enthalten nämlich unsere Gleichungen nur die z: 


fr (21 Kgye ee &,) = (0 (k=1,2,..,9)» 


so findet man nach den Entwickelungen des ersten Paragraphen die all- 
gemeinste Integral-M,„_, dieses Gleichungssystems, indem man weitere 
Gleichungen zwischen den x zufügt und das erhaltene System hinsicht- 
lich qg + m unter den x etwa &%,, I » » ;, Zarm auflöst: 


Tr = Opllgsmsıı +6 %) (k=1,..,9+m) 


und endlich die bekannten Gleichungen: 


Bes zn 2, =0 (=q+m+Y1,...,n) 


zufügt. Diese n Gleichungen bestimmen die allgemeinste gemeinsame 
Integral-M,_, der vorgelegten Gleichungen. Wir können uns deshalb im 
folgenden auf den Fall beschränken, daß jedenfalls eine der vorgelegten 
Gleichungen eine oder mehrere Größen p enthält. 


4. Im allgemeinen verlangt die Erledigung unseres Problems ge- 
wisse Integrationsoperationen. Ehe wir dasselbe angreifen, werden wir 
ein Hilfsproblem, welches nur ausführbare Operationen verlangt, er- 
ledigen. Wir betrachten zuerst den einfachsten Fall dieses Hilfsproblems. 


Hilfsproblem 1. Vorgelegt sew eine Gleichung: F=0 zwischen 
X%1, +++, Pm- Man bestimme alle Integral- M„_s derselben.*) 

Man nehme irgend eine M„_ı. Ist sie zufälligerweise eine Integral- 
M,„_, von F =(, so unterwerfe man ihre Elemente irgend einer neuen 
Relation; die in dieser Weise gefundenen 00”? Elemente bilden offenbar 
eine Integral-M,_,. Ist dagegen die gewählte M,„_, keine Integral-M,,_,, 
so erzeugen alle Elemente derselben, deren Koordinaten # = 0 befrie- 
digen, eine Integral-M„_, dieser Gleichung. Es ist selbstverständlich, 
daß in dieser Weise alle Integral-M,„_, von F = ( erhalten werden können. 


Hilfsproblem 2. Vorgelegt seven q Gleichungen zwischen &, . » », Ins 
P1» +++ Pn. Man bestimme ihre gemeinsamen Integral-M,_.-ı- 

Um dieses Problem, auf welches wir später unser Hauptproblem [257 
zurückführen, zu erledigen, nehmen wir wiederum irgend eine M,„_ı- 


1) Wir setzen hier und im folgenden immer voraus, daß die zur Betrachtung 
kommenden Gleichungen: F (&,, . . ., ?„) = 0 hinsichtlich der p homogen sind. 

Wenn ich im folgenden sage, daß eine Funktion der z und p von nullter oder 
erster Ordnung ist, so heißt dies immer hinsichtlich der Größen. 
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Unter den Elementen derselben gibt es jedenfalls 00% 2-1 und unter Um 
ständen noch mehr, etwa 00*=2+*, deren Koordinaten den q vorgelegten 
Gleichungen genügen. Wählen wir unter ihnen nach arbiträrem Gesetze 
ooR-2-1, so bilden diese Elemente immer eine gemeinsame Integral- 
M„_-a-ı der q Gleichungen; und es ist klar, daß alle Integral-M,_,_., in 
dieser Weise erhalten werden können. 


$ 3. Ein Fundamentalsatz. 


5. Jacobi hat bekanntlich bewiesen, daß n Funktionen nullter Ord- 
nung F},F5,.. ., Fn VON &1 . . ., Im Pr » - > Pn, die in solcher gegenseitiger 
Beziehung stehen, daß die Elimination der p zwischen den Gleichungen: 


eg PER I — U, 


eine vollständige Lösung jeder Gleichung: F', = a, gibt, die Bedingungs- 
gleichung: 


Da ITy dx, dDs 


LESER 
dF, dF dF,; dF, 
> ( i k & *) RR 0, 


die wir in der gewöhnlichen Form: 


(FF) = 0 
schreiben, befriedigen. 
Dieser Satz ist einer wichtigen von mir herrührenden Verallgemeine- 
rung fähig, die ich sogleich geben werde. Zuerst ein Hilfssatz: 


Satz 6. Befriedigen die Funktionen: ®,, Pd... 0, FF, Fa... Fr 
die Bedingungsgleichung: 
®,df, ++ 9,.dF. = Pıdlı ++ PprdR, 
so bestehen die Relationen: 
(FF) =(®F) = (P,9)=0 (F)=1. 


Ich reproduziere Mayers Beweis dieses Satzes, den ich aus der 
Clebschschen Theorie des Pfaffschen Problems abgeleitet hatte. (Math. 
Annalen Bd. VIII, S. 215ff., Gesellschaft der Wissenschaften zu Chri- 
stiania 3. Mai 1872, 21. März 1873.)!) 

Unsere Bedingungsgleichung löst sich in die Qn folgenden auf: 


om AF; 
> ®, a6 —— Ps 


1) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. I, S.1ff.; Bd. III, Abh.1, S.1; Abh. VIII, 8. 65.] 


dF, 
i dpr 


= 


82,3; Nr.4,5. Die Gleichung: Z0,dF, = 2p.dar #71 


woraus durch Differentiation, indem wir die x und p als von einander [258 
unabhängig auffassen: 


d dF, ed 


i 


Et et 


d dF, d ER 
man Ana 


i 


d dF, d dF', 
— >6,-—— — — 0,-—=0, 
ne "dpr > "dpn 


und durch Ausführung: 


wo ag Son on, 
Ee dx, d2, das — \dpn dar ds, dp, 
en na ya 
— \dpr; dag dar dpr j si \dpn dp dpr dpn 
Diese Relationen zeigen, daß die Gleichungen: 
34,40% an 
= dF, dr, _ Sr (ao, do, 
u let a) (Ge et a 
die 2% folgenden nach sich ziehen: 
N 17 
do, Ba 248, SE, = 
ln er Sl rn) 


Setzen wir diese Werte der y und z in die vorangehenden Gleichungen ein, 
so müssen Identitäten herauskommen. In dieser Weise finden wir, daß: 


Fr) =) =(09)=0 Gr)=1 
ist, wie behauptet wurde. 


Theorem?2. Sind F,,F,,...,F„ solche Funktionen nullter [259 
Ordnung von %,..., Ins Pıs + > Pn, daß die Gleichungen: 


3 Se 17, EEE PEN: BGRGRERERR „006: — 1; ©: 


für alle Werte der Parameter a Elementmannigfaltigkeiten 
M„-ı bestimmen, so stehen die F paarweise in der Beziehung: 


Nach unserer Voraussetzung sollen [nämlich] die Gleichungen: 


ne 
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zusammen mit den daraus folgenden Differentialgleichungen: 
ae... ,.09, =D 

den Ausdruck: 
pıdz, Eee PAR, 

identisch verschwinden lassen, und zwar für alle möglichen Werte der 


Größen a. Dies heißt aber, daß es solche Funktionen ®,,®,,...,®, 
gibt, daß eine Identität von der Form: 


®,dF, - u u o„df, > pıda = BR + DndLn 
besteht. Also ist unsere Behauptung mit Berücksichtigung des voran- 


gehenden Satzes erwiesen. 


Satz 7. Die n Gleichungen: F, = a, bestimmen, welche Werte man 
auch den a beilegt, nie mehr als oo"! Elemente. 

Denn eine Schar von vereinigt liegenden Elementen enthält nie mehr 
als 00” 1 Elemente. 


6. Definition. Bestimmen die Gleichungen: 
BP RR ee, Fa 


wie in den vorangehenden Sätzen, oo" Mannigfaltigkeiten M„_ı, so nenne 
ich den Inbegriff solcher M„_,, die einem bestimmten Werte a? des Para- 
meters a, entsprechen, eine vollständige Lösung der Gleichung: 
me. 

Nach den Entwickelungen des ersten Paragraphen können unsere n 
Gleichungen immer die folgende kanonische Form erhalten: 


9. 4 FE SHE + 3 Brenn irn ns 


I, = ae ) ER. (k= t) 
i > dp; i=4d,.:4b) id Bar: de, N ge. .yt). 


Hier ist: a,...,I,m,...,teine Permutation der Zahlen: 1,...,n. 
In dem folgenden Paragraphen beweisen wir, daß jede Gleichung: 


FL=4 


vollständige Lösungen besitzt. Hier begnügen wir uns damit, nochmals 
hervorzuheben, daß, wenn F, = a, eine vollständige Lösung besitzt: 


FL =, PF,=0,.:..,fa =, 
daß dann jede Funktion F, eine Lösung der Gleichung: 
(F,F) =0 
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ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, ein Integral des simultanen [260 
Systems: 


dt, dt, dpı Ay 
(A) ee a. 
ED. dpn 4%, dx, 


ist. 
Zu bemerken ist, daß sich aus diesem simultanen Systeme ein neues 
System zwischen den Variabeln: 


Lye.. „ In» Ppı: Pr > ag Pn-1ı : Pn 


herleiten läßt: 
(2) 
da, dr Pn 
EREEDDN. | Se Te pı dF, AR en 
Pr ap, PR un Da day: Fe 


daß daher unter den 2n — 1 Integralen des ersten Systems 2n — 2 von 
nullter Ordnung sind. Ein solches ist insbesondere F\, selbst. 

Bezeichnen wir die übrigen Integrale nullter Ordnung mit: 
II;,...,IIo„n_; und mit: &,.. ., @g)n_3 Parameter, so fassen die Gleichun- 
gen: //, = a, die Elemente der Gleichung: F, = a, in o0?*-3 Scharen 
zusammen, deren jede oo! Elemente enthält. Also: 

Satz 8. Die 00?"-? Elemente der Gleichung: F,} = a, werden durch das 
simultane System (A) in 00°*-3 Scharen, jede bestehend aus oo! Elementen, 
zusammengefaßt. Diese Elementscharen nennen wir die charakteristi- 
schen Streifen der Gleichung: F, = ua.. 

Zu bemerken ist ferner, daß der Ausdruck X pdx bei Hiadtdkte der 
Werte der dx vermöge des simultanen Systems (A) die Form: 


ei 
annimmt und somit identisch verschwindet. Also: 
Satz 9. Zwei benachbarte Elemente eines charakteristischen Streifens 
liegen vereinigt. 
Endlich sprechen wir den Satz, daß die Funktionen einer vollstän- 
digen Lösung: | 
#0, 9 0... 


der Gleichung: F, = a, sämtlich die Relation: 
(FP)&0 


befriedigen, synthetisch aus: 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 8 
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Satz 10. Lassen sich die Elemente einer Gleichung: F = a in oor-1 
Integral-M„_ı zusammenfassen, so ist jede solche M„_, von charakteristi- 
schen Streifen erzeugt. 


8 4. Jede Gleichung besitzt vollständige Lösungen. [261 


7. Ich werde jetzt zeigen, daß sich die Elemente einer Gleichung: 


File... HD Bu. Du) 
immer zu (n —1)-fach unendlich vielen M„_, zusammenfassen lassen, 
oder, anders ausgesprochen, daß die Gleichung: F = a immer vollständige 
Lösungen besitzt. 
Hierzu brauchen wir folgenden wichtigen Satz: 


Satz 11. Enthalten zwei benachbarte charakteristische Streifen der 
Gleichung: F = a zwei Elemente, die vereinigt liegen, so stehen alle benach- 
barten Elemente dieser Streifen in derselben Beziehung.) 

Zum Beweise nehmen wir unter den o0?”-3 charakteristischen Streifen 
der Gleichung: F = a nach einem arbiträren Gesetze einfach unendlich 
viele, die jedoch eine kontinuierliche Schar bilden sollen. Sei t ein Para- 
meter, dessen verschiedene Werte den verschiedenen Streifen unserer 
Schar entsprechen; sei ferner r ein Parameter, dessen verschiedene Werte 
den verschiedenen Elementen eines Streifens entsprechen. Geben wir 
also zuerst t und sodann r bestimmte Werte, so heißt dies, daß wir unter 
den oo! Streifen unserer Schar einen bestimmten wählen und darnach 
unter den Elementen dieses Streifens ein bestimmtes aussuchen. 

Wir nehmen die beiden Elemente, welche beziehungsweise den Para- 
metern £, rund t + At, r + Ar entsprechen: 


ER a FR a a, Br, 
und bilden für sie die Funktion: 


DImda= Im(GEAt + Ar). 


Nun ist nach unserer Voraussetzung: 


d 


1) Dieser Satz steht im genauesten Zusammenhange mit dem Pfaffschen Fun- 
damentalsatze, daß jeder 2 n-gliedrige Ausdruck: X,dz, + "+ Xg„dxg, auf eine 
(2n — 1)-gliedrige Form gebracht werden kann. 


also kommt: 


$ 3,4; Nr. 6—8. Benachbarte charakt. Streifen 115 


das heißt, es besteht eine Gleichung von der Form: 


Dpıdz, = At. fit, vr). 


Wir haben zu zeigen, daß f nur von t abhängt; darauf kommt in [262 
der Tat unser Satz hinaus. 


Be a _ 4 nd 
a a 


und es handelt sich somit darum, nachzuweisen, daß der Ausdruck rechts 
verschwindet. Wir finden: 


FRE 2. de + Pr dt 2): 
oder: 
een) 
Nun aber können wir setzen: 
m. ee 
dr dm’ Re TG 
also kommt: 


df dF dzy, dF 
I ern ())- 


woraus mit . der Gleichung: 


dp, dF d ‚dr 
ES aa Algen, t rear lan) 
folgt: 
4 __ Z(iE dm | AR am) __AR_, 


Hiermit ist nach dem Vorangehenden die Richtigkeit unseres Satzes nach- 
gewiesen. 


8. Dieser Satz erlaubt, beliebig viele Integral-M,„_, vn F=a zu 
konstruieren, nachdem wir das simultane System der charakteristischen 


Streifen: 
BR 
” dp ä din 


487: dd 
integriert haben. 


Man nehme in der Tat eine beliebige Integral-M„_, von F =a; 
untersuche sodann, ob diese M„_, von charakteristischen Streifen er- 
zeugt ist. Ist dies nicht der Fall, so lege man durch alle Elemente der 
M„_-s die hindurchgehenden charakteristischen Streifen. Diese Streifen 

8*+ 
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erzeugen nach dem vorangehenden Satze eine Integral-M„_,.!) — Und 
es ist klar, daß alle Integral-M,_, von F =, die von charakteristischen 
Streifen erzeugt sind, in dieser Weise konstruiert werden können. 
Wünscht man insbesondere, Integral-M,_, zu konstruieren, die [263 
auch als Punktgebilde (n — 1)-fach ee sind, welche also durch 
Gleichungen von der Form: 
dw 
dzy 


Wien .-.5 9) Ru 


(k=:t, ..,,.W 


definiert sind, so ist zunächst klar, daß solche Integral-M,_, nur dann 
existieren, wenn die Charakteristiken einfach ausgedehnte Punktgebilde 
sind?); dies ist immer der Fall, wenn F eine, und infolgedessen zwei 
Größen p enthält. Nimmt man in diesem Falle eine beliebige Integral- 
M,„_s, die, als Punktgebilde aufgefaßt, (n — 2)-fach ausgedehnt ist, und 
die nicht von Charakteristiken erzeugt ist, so ist klar, daß alle charakteri- 
stischen Streifen, die durch die Elemente dieser M„_s hindurchgehen, 
eine Integral- Mn erzeugen. Und in dieser Weise können offenbar alle 
Integral-M7{, die von charakteristischen Streifen erzeugt sind, erhalten 
werden; dies folgt aus der evidenten Bemerkung, daß jede M?Z! eine 
M”73 enthält. 

Aus dem Obenstehenden folgt: 

Theorem 3. Die Elemente der Gleichung: F =a können im- 
mer zu oo"! Integral-M,„_ı zusammengefaßt werden; das 
hevßt, unsere Gleichung besitzt vollständige Lösungen. 

Oder analytisch ausgesprochen: 

Zu einer gegebenen Funktion F, nullter Ordnung lassen 
sich immer weitere Funktionen: F\,,..., Fa ©»: -, ©®„, bezie- 
hungsweise nullter und erster Ordnung, an derart, 
daß die Gleichung: 


®,dFf, +’ +0,dF, = pıdaı 4°" + nd 


identisch besteht. 

Da nämlich F = a nur 0o0?*-3 eharakteristische Streifen besitzt, so ıst 
klar, daß es solche Funktionen f(&,,...., &,) gibt, daß die Elemente, die 
den beiden Gleichungen: 

PF4 eh 


1) Dieser Schluß ist richtig, wenn durch jedes Element der gegebenen M„_s 
nur ein charakteristischer Streifen hindurchgeht (oder einige), was offenbar im all- 
gemeinen der Fall ist. 

2) Hat F = a dieForm: F (z,, ..., &„) = 4, so gehen alle Elemente eines cha- 
ee Streifens durch einen gemeinsamen Punkt; alsdann gibt es nur eine 
Integral-M,_1, nämlich F = a selbst, die (n — 1)-fach ausgedehnt ist. 
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genügen, sich nicht zu charakteristischen Streifen zusammenfassen lassen. 
Folglich erzeugen die durch einen auf der Mannigfaltigkeit f = 0 gelegenen 
Punkt von allgemeiner Lage: 


I = CH: 5, In ZZ m 


gehenden Charakteristiken eine Integral-M„_, von F=a. Und der In- 
begriff aller dieser M,„_, ist eine vollständige Lösung, insofern jeder charak- 
teristische Streifen jedenfalls durch einen Punkt der Mannigfaltig- [264 
keit {=0 hindurchgeht. | 

Dieser Beweis für die allgemeine Existenz der vollständigen Lösungen 
ist dem Wesen der Sache nach stringent. Ich werde andeuten, wie man 
ihn rein analytisch führen könnte. 

Man könnte zuerst beweisen, daß 2n Funktionen: 


®,, ®,, 9,F,f% . = 
die den folgenden Relationen genügen: 
Fı)=F0)=-09)=0, (©F)=1, 

immer die Gleichung: 

®,dF, +''-+0,dF, = pıdaı, + + PndEn 
befriedigen, dabei vorausgesetzt, daß die Größen F und ® beziehungs- 
weise von nullter und erster Ordnung sind. Den Beweis für die Richtigkeit 
dieses von mir herrührenden Satzes führt man am besten, wie Mayer es 
getan hat. 

Sodann wäre es notwendig, nachzuweisen, daß sich zu einer beliebigen 
gegebenen Funktion F weitere Funktionen F und ® finden lassen, die 
zu einander gegenseitig und zu F in den verlangten Beziehungen stehen. 
Um diesen Beweis zu führen, scheint es zweckmäßig, sich auf die Theorie 


der homogenen Gruppen zu stützen. (Math. Annalen; Bd. VIIL, S. 295 
und folg.)!) 


$5. Variation der Constanten. 
9. Sei jetzt vorgelegt eine Gleichung: 
Fi Ba iD De ae 
und eine vollständige Lösung derselben: ' 


TB rc u EB De De Bra I Api  Aa 


Du dH FA erL..;, 
dp N Pets du, 


(k=1,..,2—9) 


1) [Hier Abh. I, S. 87£f.] 
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mit den Parametern a,,...,@%,_ı- Wir werden allgemeine Operationen 
angeben, die zur Bestimmung neuer Integral-M,_, dienen können; dar- 
nach zeigen wir, daß alle Integral-M,_, in dieser Weise erhalten werden 
können. Hierbei ergibt sich der merkwürdige Satz, daß F = 0 höchstens 
eine Integral-M,„_, besitzt, die nicht von charakteristischen Streifen er- 
zeugt ist. Dies ist die Verallgemeinerung eines von Cauchy herrührenden 
Satzes. 

Unter den M„_, der vollständigen Lösung, die mit dem gemeinsamen 
Symbole A bezeichnet werden mögen, wählen wir irgend eine Schar, die 
durch eine oder mehrere Gleichungen zwischen den Parametern a defi- [265 
niert wird. Wir zeigen, daß eine solche Schar zur Konstruktion einer neuen 
Integralmannigfaltigkeit Anlaß geben kann. 


Wir betrachten zuerst den Fall einer Gleichung zwischen den a: 
© (a,, iss dn_1) Ser 0. 


Um die Sprache zu erleichtern, bezeichnen wir alle M„_, der hiermit 
definierten Schar mit dem Symbole A,, eine bestimmte solche mit AP 
und endlich eine beliebige zu A) benachbarte Mannigfaltigkeit mit A). 


Wir suchen die auf A) gelegenen Elemente, die mit den benachbarten 
Elementen von A, vereinigt liegen. Zu diesem Zwecke setzen wir die Be- 
dingungsgleichung: 

p9,daı + +md = 0 


in die Form: 
Altıpı ++ %uPı) — aIPı —— dp + 
+ Parıdları Ft mm = 0, 


woraus, durch Benutzung der Gleichungen der vollständigen Lösung, 
folgt: 


dH dH dH dH 
4H — 7,9 1 Bere a day, d&yırı — ET 
oder 
dH dH 


Hier sind da,,..., da„_, die Inkremente der Parameter, die dem Über- 
gange von A) zu A, entsprechen; sie befriedigen daher die Relation: 


ER = 0. 


d® d® 
Pd 4 a 


1 
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Diejenigen Elemente auf A), die mit den benachbarten aller 
A, vereinigt liegen, erfüllen folglich dien —1 Gleichungen: 


a (k=1,..,r—1), 


oder eigentlich die n —2 nach der Elimination von A zurückgebliebenen 
Gleichungen. Den Inbegriff dieser Elemente bezeichnen wir mit dem 
Symbole P®. Durch entsprechende Konstruktion bestimmen wir auf jeder 
A, eine Mannigfaltigkeit P. 

Ich behaupte, daß der Inbegriff aller P eine Integralmannigfaltig- 
keit bildet. 

Sind in der Tat PP und P’ die beiden P, welche beziehungsweise A) 
und A, entsprechen, so muß jedes Element von PP, welches ja mit allen 
benachbarten Elementen von A, vereinigt liegt, insbesondere auch zu 
den benachbarten Elementen von P’ in dieser Beziehung stehen. Da nun 
die P selbst Integralmannigfaltigkeiten von F = 0 sind, so ist hiermit 
nachgewiesen, daß alle P eine Integralmannigfaltigkeit bilden; freilich 
ist die Dimension dieser Mannigfaltigkeit, wie auch die der P, noch un- 
bestimmt. 

Zu bemerken ist, daß die Gleichungen, die P bestimmen, nur 1. von [266 
der Form der Funktion H, das heißt, von der gegebenen vollständigen 
Lösung, 2. von den Differentialquotienten von ®, hinsichtlich der a, 
3. von den Werten der Parameter a abhängen. Gibt man daher, nachdem 
man eine bestimmte vollständige Lösung gewählt hat, den Größen: 

d® dd 
N Bar Fr IE ee 
bestimmte Werte, so erhält man eine ganz bestimmte Mannigfaltigkeit P. 
Da nun die Differentialquotienten von ® hinsichtlich der « Verhältnis- 
größen sind, so gibt es nicht mehr als 00?” -® Mannigfaltigkeiten P. Frei- 
lich ist es noch denkbar, daß die Zahl der P geringer ist. 

Jetzt betrachten wir eine Schar von Mannigfaltigkeiten A, die durch 
zwei Gleichungen zwischen den a: ®, =0, ®, =0 definiert wird, und 
zeigen, daß sie zur Konstruktion einer neuen Integralmannigfaltigkeit 
Anlaß gibt. Wir benutzen die Symbole A,, A4, A, in derselben Bedeutung 
wie soeben. Die auf A} gelegenen Elemente, die mit den benachbarten 
Elementen aller A, vereinigt liegen, befriedigen wie im vorangehenden 
Falle die Gleichung: 


dH 
da, A +. ..+ da, , 9-1 a5 0, 
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wo indes jetzt die Inkremente da den beiden Gleichungen: 


ad, 
er „Ian 


do, a 
Fr er en, 


do» 
Hr: +  dan- ‚=— 


genügen. Folglich erfüllen die auf A) a Elemente, die mit den 
Elementen aller A, vereinigt liegen, die n — 3 Gleichungen, die aus den 
n —1 Gleichungen: 
dd d®, 
an + id, da; ae 

durch Elimination von A, und A, hervorgehen. Wir bezeichnen den In- 
begriff dieser Elemente mit Q und bemerken dabei, daß jedeQ von Mannig- 
faltigkeiten P erzeugt ist. Räsonnieren wir nun, wie soeben, so erkennen 
wir, daß der Inbegriff aller Q eine Integralmannigfaltigkeit bestimmt, und 
zwar eine, die von Mannipfaltigkeiten P erzeugt ist. 

In entsprechender Weise könnte man den Fall von drei oder noch 
mehr Gleichungen zwischen den a erledigen. Man erhält immer Integral- 
M, die von Mannigfaltigkeiten P erzeugt sind. 

Endlich werden wir zeigen, daß die Gesamtheit der Integral-M, „_ı [267 
der vollständigen Lösung ein Umhüllungsgebilde bestimmen kann, wel- 
ches selbst eine Integral-M,,_, ist. 

Nach dem Vorangehenden wird die Gleichung: 


dH dH 
Fre ne 


in welcher alle da von einander unabhängig sind, von den auf einer be- 
stimmten A gelegenen Elementen befriedigt, die mit den benachbarten 
Elementen aller benachbarten A vereinigt liegen. Daher gibt die Elı- 
mination der Parameter a zwischen den 2r — 1 Gleichungen: 


ze, 

: " dan_ı ; we; 7% RT Büyys 
im allgemeinen eine Integral-M,„_, der vorgelegten Gleichung. Diese 
M,„-ı soll, wenn sie überhaupt existiert, die singuläre Integral-M,_ı 
heißen. 

Wenn ich soeben gesagt habe, daß eine singuläre Integral-M,„_ı im 
allgemeinen existiert, so ist das unter der Voraussetzung, daß die voll- 
ständige Lösung selbst, und nicht die Gleichung: F = 0 als arbiträr ge- 
wählt gedacht wird. Denkt man sich dagegen die Gleichung: F = 0 als 
 arbiträr gegeben, so wird es sich wohl zeigen, daß eine singuläre Integral- 
M,„_ı nur ausnahmsweise existiert, insofern die Integral-M,„_, einer be- 
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liebigen vollständigen Lösung mit Singularitäten behaftet sind, die ein 
Umhüllungsgebilde nicht zustandekommen lassen. 


10. Wir beweisen jetzt, dab alle Integral-M,_, der vorgelegten Glei- 
chung durch die angegebenen Operationen aus der bekannten vollstän- 
digen Lösung deriviert werden können. 

Man nehme in der Tat eine beliebige Integralmannigfaltigkeit M„_+- 
Jedes Element derselben gehört einer (oder mehreren) Mannigfaltigkeiten 
A an; und diejenigen 4, die zu M„_ı in dieser Beziehung stehen, bilden 
eine Schar, die durch etwa q Gleichungen zwischen den a: 


®.(a,, Be el (k=1,..,49) 


definiert wird. Man wähle zwei benachbarte A dieser Schar und bezeichne 
sie mit AP und A’; es seien ferner e’ und e’ zwei benachbarte Elemente, 
welche A’ und A’ beziehungsweise mit M„_ı gemein haben. Diese beiden 
Elemente liegen als M„_, angehörig vereinigt und befriedigen daher die 
n —1 Gleichungen: | 


dH do, 


da, " "1 da, 


Het +0. 

Also ist M„_, entweder mit der von unserer Schar bestimmten [268 
Integralmannigfaltigkeit identisch, oder in derselben als reduzibler Teil 
enthalten. | 

Wir erkennen in dieser Weise, daß alle Integral-M „_,, ausgenommen 
die singuläre M„_,, durch Mannigfaltigkeiten P erzeugt werden. Anderer- 
seits haben wir gefunden, daß jede Integral-M,,_,, die einer vollständigen 
Lösung angehören kann, von charakteristischen Streifen erzeugt ist. Also 
liegt die Vermutung sehr nahe, daß die P Charakteristiken sind, oder aus 
diskreten Charakteristiken bestehen. 

Um dies zu beweisen, haben wir die beiden Möglichkeiten zu berück- 
sichtigen, daß die P, die von «-ter Dimension sein mögen, von Charakteri- 
stiken erzeugt sind, und daß sie es nicht sind. Im ersten Falle ist es, 
wenn « größer als 1 ist, klar, daß Integral-M,_.ı, die eine gewisse Anzahl 
passend gewählte, einander benachbarte Charakteristiken enthalten, eine 
gewisse P in ihrer ganzen Ausdehnung enthalten müssen. Der Umstand 
also, daß eine Integral-M„_ı gewisse benachbarte Charakteristiken ent- 
hielte, würde bewirken, daß Charakteristiken, die zu jenen nicht benach- 
bart sind, der M„_,ı angehörten. Dies steht aber im Widerspruche mit 
den Konstruktionen des vorangehenden Paragraphen. Also kann « in 
diesem Falle nicht größer als 1 sein. Setzen wir andererseits voraus, daß 
die P nicht von charakteristischen Streifen erzeugt sind, so zeigt ein voll- 
ständig analoges Räsonnement, daß die P von nullter Dimension sein 
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müssen. Nun aber sind die P nach dem Vorangehenden jedenfalls von 
erster Dimension. Also sind die P charakteristische Streifen oder be- 
stehen aus diskreten Charakteristiken. 

Theorem 4. Hiermit vst nachgewiesen, daß die Integral- 
M„_, der Gleichung: F=0 im allgemeinen von charakteristv- 
schen Streifen erzeugt sind. Die einzige Ausnahme bildet die 
singuläre Integral-M,„_ı, wenn eine solche existiert. 


$ 6. Spezielle Involutionssysteme. 


11. In diesem Paragraphen betrachten wir Gleichungen von der Form: 


Pr Re = Da Pr (&ıs - 3 Sns Darı: Pass 3 Palı: Pn) als.) 


die paarweise in der Beziehung: 


(Pi — hi: Pr — h,) = 


stehen. Wir zeigen, daß ein solches System von Gleichungen, welches 
ein spezielles Involutionssystem heißen mag, gemeinsame Integral- 
M,„_.ı besitzt; gleichzeitig geben wir eine allgemeine Methode zu deren [269 


Bestimmung. 
Die Theorie eines zweigliedrigen Involutionssystems läßt sich auf 


die folgenden Sätze begründen: 
Satz 12. Stehen die beiden Funktionen: pı — hi, Pa — hs in Invo- 
lutionsbeziehung, so bilden die linearen Gleichungen: 


pı—-hh,N=0I, M-k,N=0, ID il, 


welche V als Funktion von &, . » », Ins Pas - - »» Pn bestimmen, ewn vollstän- 
diges System. 
Setzen wir nämlich: 


dV 
pı —h,Y)=Al, Ph, /)= AV, Pr 


so finden wir durch Ausführung, indem wir uns erinnern, daß h homogen 
von erster Ordnung ist: 


4,(4:(N)) 2 A,(A:(V)) =(, 


das heißt, die Größen: A,(A,(V)) — Ar(4;(V)) drücken sich linear durch: 
A,V, A,V und A,V aus. Es ist also nur noch nachzuweisen, daß zwischen 
A,, A, und A, selbst keine solche Relation besteht. Dies folgt aber daraus, 
daß die Größe dV: dx, sich nur in A,V und die Größe dV : dx, sich nur 
in A,V findet. Hiermit ist unser Satz bewiesen. 
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Sind ®,,..., ®gn_; ein System Lösungen unseres vollständigen Sy- 
stems, so fassen die Gleichungen: 


PD, =4,.:. Pon-5 = Agn-5 


mit den Parametern: q,,.. .,dan_; die Elemente des vorgelegten Invo- 
lutionssystems in o0?*-® Scharen, jede bestehend aus oo? Elementen, zu- 
sammen. 

Wir nennen diese Scharen von Elementen: charakteristische M, 
des Involutionssystems, und bemerken dabei, daß jede solche Ele- 
mentenschar einfach unendlich viele charakteristische Streifen der Glei- 
chung: pı —hı = und ebenso einfach unendlich viele charakteristische 
Streifen der Gleichung: p, — h,=0 enthält. Hieraus läßt sich leicht 
schließen, daß benachbarte Elemente einer charakteristischen M, immer 
vereinigt liegen. In der Tat, wir kennen zwei Fortschreitungsrichtungen 
dXı,..., dan, dPı, - - -, dP„,. die von einem Elemente einer M, zu einem 
benachbarten Elemente derselben M, führen, nämlich die beiden, die den 
charakteristischen Streifen der beiden vorgelegten Gleichungen ent- 
sprechen: 


A: 05 dene ir di AD er 0 
een. 0m, Oh, 0 
2 . . dp; . . dPpn . da, . . dan 

und: 
Ei Gm dd een de SO ee a [270 
u Eee 
Re : dp; ' dl: OL “Ag 


Lassen wir daher A, und A, Parameter bezeichnen, so bestimmen die Glei- 
chungen: 


42,2 024,00, 2.44 ,08,2.09,::-+-20d9, 


nie (1 +). .:(d dh, 


Ida, 


3) 


die allgemeinste Fortschreitungsrichtung innerhalb der M,. Und da h, 
und h, homogen von erster Ordnung sind, so ist es einleuchtend, daß diese 
Werte der Größen d&,,...,dx, den Ausdruck &pdx verschwinden 
lassen. Also: 


Satz 13. Die Elemente eines zweigliedrigen Involutionssystems: 
pı -h=I, m -m=-0 


lassen sich in oo?"-5 Scharen, jede bestehend aus 00% vereinigt liegenden 
Elementen, zusammenfassen. Jede solche Schar, die eine charakteristische 
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M, des Involutionssystems heißen mag, ist von oo! charakteristischen 
Streifen jeder Gleichung des Involutionssystems erzeugt. 


In der Theorie des vorgelegten Involutionssystems spielen die cha- 
rakteristischen M, ganz dieselbe Rolle, wie die charakteristischen Streifen 
für eine einzige Gleichung. Dies geht aus den folgenden fundamentalen 
Sätzen hervor: 


Satz 14. Integral-M,_, des zweigliedrigen Involutionssystems: 
pı -h=0, pp - =, 


die durch ein gegebenes Element gehen, enthalten im allgemeinen die diesem 
Elemente zugehörige charakteristische M;. 

Legen wir nämlich durch das gegebene Element e den charakteristi- 
schen Streifen der Gleichung: pı — hı = 0, so muß jedes Element e des- 
selben den besprochenen Integral-M,„_,ı angehören. Legen wir entspre- 
‚chender Weise eine Charakteristik der zweiten Gleichung durch eg, so muß 
ebenso jedes Element E dieses Streifens allen unseren Integral-M,,_, an- 
gehören. Nun aber erzeugen alle Elemente E eben die dem gegebenen 
Elemente e zugehörige charakteristische M,. Also ist unser Satz bewiesen. 


Satz 15. Enthalten zwei benachbarte charakteristische M, zwei ver- 
einigt liegende Elemente e und e’, so liegt jedes Element E der einen M, mit 
allen benachbarten Elementen E’ der zweiten M, vereinigt. 

Zum Beweise legen wir eine Charakteristik der Gleichung: p, — hı =0 
durch e und eine Charakteristik der zweiten Gleichung durch E. Diese 
beiden Streifen sind in der einen charakteristischen M, enthalten und 
haben also ein Element e gemein. Durch eine ähnliche Konstruktion fin- 
den wir ein Element e’ in der zweiten charakteristischen M,. Wenden [271 
wir nun Satz 11 auf die beiden, durch die vereinigt liegenden Elemente e 
und e’ gehenden Streifen der Gleichung: pı —Mı =0 an, so erkennen 
wir, daß auch die Elemente e und e’ vereinigt liegen. Also können wir den- 
selben Satz auf die beiden durch e und &’ gehenden Streifen der zweiten 
Gleichung anwenden; in dieser Weise finden wir, daß E und E’ vereinigt 
liegen, wie behauptet wurde. 


Satz 16. Die charakteristischen M, des Involutionssystems: 
pı -h=I mm), 


die durch die Elemente einer Integral-M„_s hindurchgehen, erzeugen im 
allgemeinen eine Integral-M,,_, des Involutionssystems. 

Im allgemeinen geht durch jedes Element der vorgelegten Integral- 
M,„_; nur eine charakteristische M,, und zwar eine, die keine weiteren 
Elemente mit der M„_, gemein hat. Diese 00”-® M, müssen nach dem 
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vorangehenden Satze immer eine Integral-M,„_, erzeugen. Ausnahmsweise 
kann es eintreten, daß jede M, unendlich viele Elemente mit der vor- 
gelegten Integral-M,_, gemein hat; alsdann erhält man nur o0”-* M,, 
die offenbar eine Integral-M ,„_, erzeugen. Endlich ist es auch denkbar, 
daß die vorgelegte M„_s von charakteristischen M, erzeugt ist. In diesem 
Falle gibt unsere Konstruktion nichts. 


Theorem 5. Die Elemente des zweigliedrigen Involutions- 


systems: 
pı -h=I, mMm-h-0 


lassen sich zu oo®r-? gemeinsamen Integral-M„_ı zusammen- 
fassen. Den Inbegriff dieser M„_ı nennen wir eine vollstän- 
dige Lösung des Involutvonssystems. Ä 

Es ist [nämlich] a priori einleuchtend, daß es solche Funktionen 
f, fs von £1; - . -, 2, gibt, daß eine charakteristische M, von allgemeiner 
Lage nur eine endliche Anzahl Elemente enthält, deren Koordinaten 
den Gleichungen: f, =, fa = 0 genügen. 

Nehmen wir nun einen allgemeinen auf der Mannigfaltigkeit: fi = 0, 
„0 gelegenen Punkt, so gehen durch ihn 00”=3 Elemente des Involu- 
tionssystems, deren Inbegriff eine Integral-M,„_, ist. Also erzeugen die 
durch die Elemente dieser M„_;, das heißt, die durch den gegebenen Punkt 
gehenden charakteristischen M, eine Integral-M,„_, des Involutions- 
systems. Lassen wir den betreffenden Punkt alle möglichen Lagen auf 
fı=0, fr=0 annehmen, so erhalten wir 00”? Integral-M ,_,. Und jedes 
Element des Involutionssystems gehört einer solchen M,„_, an; denn die 
dem betreffenden Elemente zugehörige charakteristische M3; schneidet: 
f, =0, fa = 0 jedenfalls in einem Punkte. 


12. Unsere vollständige Lösung wird durch Gleichungen von der 
Form: | 


La+1Pa+1 + ee ar InPn er H (21, .., I Pa+1 EL, Pr» Ayo. DE [272 


dH dH 
nn 22 Ze Page > a en 


definiert; hier ist H wie gewöhnlich von erster Ordnung hinsichtlich 
Pair Pa Und Ay, . .,0,_, Sind Parameter. 
Stellen wir zwischen den Parametern a eine oder mehrere Gleichun- 


gen fest: 
9% —=0,.:.,0, = 


so erhalten wir eine Schar Integral-M,„_,, die der voliständigen Lösung an- 
gehören. Räsonnieren wir nun wie im Paragraphen 5, so erkennen wir, 
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daß diese M„_, ein Umhüllungsgebilde bestimmen, das selbst eine Inte- 
gralmannigfaltigkeit ist. 

Umhüllen insbesondere alle M„_ı der vollständigen Lösung eine 
M.,„_,, so ist dieselbe eine Integral-M,,_,, die wir diesingulärelntegral- 
M„_, desInvolutionssystems nennen. Andererseits finden wir auch, 
daß alle Integral-M„_,ı des Involutionssystems durch die angegebenen 
Operationen aus der gegebenen vollständigen Lösung deriviert werden 
können. Hieraus fließt der Satz: 


Satz 17. Die Integral-M,„_ı des Involutionssystems: pı —hı = 0, 
Pg —h, = 0 sind im allgemeinen von charakterıstischen M, erzeugt. Die 
einzige Ausnahme bildet die singuläre M„_ı, wenn eine solche existiert. 

13. Diese Theorie dehnt sich nun mit größter Leichtigkeit auf 
spezielle Involutionssysteme mit beliebig vielen Gliedern: 


Yı -u=)..,Pp = 0 


aus. Wir können uns darauf beschränken, die betreffenden Sätze auf- 
zustellen: 


Satz 18. Stehen die Funktionen: pi — 1 - - », Pa — h, paarweise in 
Involutionsbeziehung, so bilden die linearen Gleichungen: 


aV 
Ds el. Ph: N)=0, PN re. 


die V als Funktion von &, - - -, Ins Pa+ı + + »» Pn bestummen, ein vollstän- 
diges System. 


Satz 19. Dieses vollständige System faßt die Elemente unseres Invo- 
lutionssystems in M, zusammen, welche die charakteristischen M, des In- 
volutionssystems heißen mögen. Jede charakteristische M, enthält oo! 
charakteristische Streifen einer jeden Gleichung: 


Pr hr =), 


sie enthält ferner 00°” charakteristische M, eines jeden zweigliedrigen In- 
volutionssystems: 

1 —-h=-I Mm), 
und so weiter. 

Satz 20. Enthalten zwei benachbarte charakteristische M, zwei ver- [273 
einigt lvegende Elemente, so liegt jedes Element der einen M, mit jedem be- 
nachbarten Elemente der zweiten M, vereinigt. 

Satz 21. Die charakteristischen M,, die durch die Elemente einer Inte- 
gral-M,„_a_ı hindurchgehen, erzeugen im allgemewmen eine Integral-M,_ı; 
ausnahmsweise eine Integral-M,_., und so weiter. 


$ 6,7; Nr. 12—14. Spezielle u. allgemeine Involutionssysteme 197 


Satz 22. Die Elemente des q-gliedrigen Involutionssystems: 
Pı —hı =(0,..3De —h, eh, 


lassen sich zu 00” 2 Integral-M „_, zusammenfassen. Den Inbegriff dieser 
M,„_, nennen wir eine vollständige Lösung des Involutionssystems. 


Satz 23. Die Integral-M,_, des Involutionssystems: 
%,ı -hıh=I,..,9m —h, = 0 


sind wm allgemewmen von charakteristischen M, erzeugt. Die einzige Aus- 
nahme bildet die sogenannte singuläre Integral-M,„_ı des Involutions- 
systems, wenn eine solche existiert. 


$ 7. Allgemeine Involutionssysteme, 


14. Wir betrachten jetzt Gleichungen von der Form: 
a EN a äh ns M=1,2,...,9) 


Pi — N (&g41> ..e9, In Pı> BEL Se 37 Pa; Pa+m+1: u. Pr) nn 0 —=g+1,..,g tm), 


die den Relationen: 


(X — Pr: Pi —.h,) =0= (Pi Zn Pr —A,) 


genügen. Wir zeigen, daß sie gemeinsame Integral-M,„_,ı besitzen, und 
geben eine allgemeine Methode zu deren Bestimmung. Hierzu müssen wir 
eine wichtige Hilfstheorie entwickeln. 

Das Problem, die gemeinsamen Integral-M„_, von q gegebenen 


Gleichungen: 
2 RR 


zu bestimmen, besteht nach unserer Definition darin, in allgemeinster 
Weise n — q weitere Gleichungen zwischen den x und p aufzufinden, die 
mit den vorgelegten die Differentialrelation: 

pda, + Pod +: + pnda, = 0 


identisch befriedigen. Führen wir nun statt: 


Tı, 00, Ins Pı : Pr» ne. Pn-ı : Pr 
neue Varlabeln: 
Y1; ...y Yan-ı 


ein, so nimmt unser Problem die Form an: in allgemeinster Weise n — q [274 
Gleichungen zwischen den y zu finden, die zusammen mit q vorgelegten 
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Relationen zwischen diesen Größen einen gewissen linearen Differential- 


ausdruck: 
Yıdayı ++ Yon-ıdYan-ı = ZPAE: Pr 


zum Verschwinden bringen. 


Wir werden insbesondere voraussetzen, daß wir statt X +. ., Ans 
21 :-+Pn 2n Variabeln: 
X: I p;> EA | Dr 
einführen, die derart gewählt sind, daß die Bedingungsgleichung: 
re: 


n 1,9 
Spde = DI pide; 


besteht. Alsdann besitzt das transformierte Problem densel- 
ben Charakter, wie das ursprünglich vorgelegte. 


Unter allen hiermit definierten Transformationen genügt es für den 
Augenblick, solche zu betrachten, deren Gleichungen die Form: 


..Nn 
a r ‚ r de, 
erg) sn ee 


haben. Wir werden zeigen, daß bei einer derartigen Transformation der 
bekannte Differentialausdruck: 


dF d® dF d» 
en 


sich als Invarlante verhält. 
Es ist nämlich: 


dF dF da, dF od (ds, 
u a Dre. 


woraus: 


ap do, _ Ar do _ zrdP do _ AM do) dm dan, 
dpm dm EL ar dp, de, dz, dp.) dan da 


ac 
pP; dp, "ds. \da,) day 


Er y4® BR ,.d (5) dm 
— dp; dp; P, iu, dz; dız,’ 
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und, wenn wir hinsichtlich m summieren und darnach die Identität: 


dU den _ dU 
Sic ds, day [275 
berücksichtigen: 
dF db , dx, 
Polen Eds t 25, an ıaadn 


iks 
oa 
wi dp: dpi" da,dan ’ 
das heißt, es ist: 
Fo) = (Fo®),, 
wie behauptet wurde. 
15. Diese Theorie wenden wir nun auf das vorgelegte Involutions- 
system an: 
u ER ENE 2 ai (k=1,..,9) 


Pi — h,(&,41> a | Ins Pı> ....9 Po» Pa+m+1> ... 1) u 0 G@=-q0+% ..,q0+m). 


Wir führen neue Variabeln ein vermöge der Gleichungen: 


je d ch 
$ 
dLm 


3 a) 
Lo = Ig-% — Pak Lg+k 7 Kartks Pm = > p 
$ 


und bringen hierdurch unser Involutionssystem auf die Form: 
yet... —=0, 
’ G 8: R [4 rd [£ A 
pP Uula,,ı, 09 Ins Pıs +» =» +» Pas Patmti1s ++ pP.) a @=g+1..,g+m). 


Es handelt sich darum, in allgemeinster Weise n — q — m weitere Glei- 
chungen zwischen den x’, p’ zu finden, die zusammen mit jenen den 
Ausdruck: 

pdn +. +2.de, 


oder wegen: 7 =(,...,x, = 0, den reduzierten Ausdruck: 
Prrıd&irı ++ pda 


zum Verschwinden bringen. 
Berücksichtigen wir nun, daß nach unseren früheren Entwiekelungen 
auch die transformierten Gleichungen in Involutionsbeziehung stehen: 


(X, 9 —H,=0 (k=1,2,...,9) 
(p — H,, pı — Hı) —=(, 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 9 
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und daß infolgedessen die Größen p|,..., p, in den H nicht vorkommen, 
so erkennen wir, daß unser Problem die folgende Gestalt angenommen hat: 
Vorgelegt ist ein m-gliedriges spezielles Involutionssystem zwi- 

schen den Variabeln: 
RE ER [276 


’ ‚ ‚ BERN ’ e 
u oe, In; Potm+i> ...,; OR 0 @=qg+1,..,q-+m). 


Man soll die allgemeinste Integralmannigfaltigkeit desselben bestimmen. 
Dieses Problem lernten wir aber in dem vorangehenden Paragraphen 
erledigen. Und also ist hiermit auch das im Anfange dieses Paragraphen 
gestellte Problem erledigt. 
Kehren wir nun zu den Variabeln: &,,..., & Pı - - » 9, Zurück, so 
können wir folgenden Satz aufstellen: 


Theorem 6. Die Elemente des Involutionssystems: 
. Er — Prlları + 2) = 0 ee, 


Na DD u Geath.ngtm) 
lassen sich zu Integral-M,„_, vereinigen, deren Inbegriff eine 
vollständige Lösung des Involutionssystems heißen mag. Um 
eine solche zu finden, genügt es, ein m-gliedriges Involutions- 
system von der Form: p; —k;=0 [in A(n—q) Veränderlichen: &,: 1, 
nn U Paris» Du] aufzustellen und eine vollständige Lösung 
desselben zu bestimmen. 

Aus diesem Satze, dessen Beweis in dem Vorangehenden liegt, 
schließen wir in der gewöhnlichen Weise, daß die allgemeinste Integral-M „_ı 
durch Variation der Konstanten der vollständigen Lösung erhalten wer- 
den kann. Ebenso läßt sich die Theorie der charakteristischen Mannig- 
faltigkeiten, und so weiter, auf solche Involutionssysteme ausdehnen. Da 
dies indes keine Schwierigkeit darbietet, gehen wir hierauf nicht näher ein. 


$ 8. Erledigung des allgemeinen Problems. 


16. Herr Mayer hat gezeigt, daß die Bestimmung aller gemeinsamen 
Integral-M? | von beliebigen gegebenen Gleichungen sich auf die Inte- 
gration eines speziellen Involutionssystems von der Form: p, — Rh, = 0 
reduzieren läßt. Dieser fundamentale Satz!) läßt sich dahin verallge- 
meinern, daß die Bestimmung aller Integral-M,„_, von beliebigen ge- 


gebenen Gleichungen in jener Weise geschehen kann. 


1) Bour hatte einen analogen Satz aufgestellt, der indes nicht stringent for- 
muliert war. 
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Dies soll jetzt gezeigt werden. Hierzu brauchen wir zwei Hilfssätze. 

Satz 24. Die gemeinsamen Integral-M,,_, zweier Gleichungen: F\ = 0, 
F,=0 genügen auch der Gleichung: (F}F,) = 0. 

Denn die Integral-M,„_, von: F,=0 genügen dem simultanen 
Systeme: 
er 


da = g: 


en [277 


und die Integral-M,„_, von: F, = 0 befriedigen die Gleichung: 


dF, 
dPpn 


dF, 

Fr een ER OR 

Also genügen die gemeinsamen Integral-M,_, von: F\=0, F, = 0 der- 
jenigen Relation, die hervorgeht, wenn man in der letzten Differential- 
gleichung statt dx, und dp, beziehungsweise dF, : dp, und —dF, :d«, 
einsetzt, das heißt, der Relation: | 


AF,)—=0. 


Zu bemerken ist, daß dieser Satz nicht mehr gültig bleibt, wenn die 
betreffende Integral-M „_, die singuläre Integral-M„_, von F, =0 oder 
I, 

Satz 25. Haben q Gleichungen zwischen &, . - -, Ins Pıs =» Pn ge- 
mewnsame Integral-M„_ı, so ist es immer möglich, q solche unter den Zahlen 


l,...,n zu wählen, etwa: a,...I,m,...,s, daß unsere Gleichungen sich 
hinsichtlich der Größen: 


Pa» I, Pi; Im» ... Ls 


auflösen lassen, und daß sich dabei die Größen: Cm; » » », &s als Funktionen 
der übrigen x ausdrücken. 


Laß uns voraussetzen, daß sich aus den q gegebenen Gleichungen etwa 
m Relationen zwischen den & herleiten lassen; dann ist es möglich, die 
q— m übrigen Gleichungen hinsichtlich q — m der Größen p, etwa 
a RR aufzulösen: 


DER En PD a) (k=1,..,9- m). 


Wäre es nun möglich, aus den m Relationen zwischen den x eine herzu- 
leiten, die nur die Größen &1,.. . ., &;_m enthielte, so könnte man diese etwa 
hinsichtlich x, auflösen: 


Lı rs Ya, ... RER ame 0. 
9* 
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Dann aber müßten nach dem vorangehenden Satze die gemeinsamen 
Integral-M,_, der q vorgelegten Gleichungen zugleich der Relation: 


(21 bag, = © es h,) —(, 
das heißt: 
1i1=0 


genügen. Dies ist aber absurd. Also ist unsere Annahme, daß sich aus 
den m Relationen zwischen den & eine zwischen &,,..., &;_m herleiten 
ließe, verkehrt. Folglich können diese m Gleichungen hinsichtlich m unter 
den Größen &,_m+15 +++, %n aufgelöst werden, womit unser Satz be- 
wiesen ist. 

Satz 26. Die Bestimmung der gemeinsamen Integral-M„_, von be- 
lüebigen gegebenenGleichungen läßt sich immer auf die Integration eines In- |278 
volutionssystems von der Form: pp — hr =0, u — fi = 0 zurückführen. 

Wir bringen die vorgelegten Gleichungen nach dem vorangehenden 
Satze auf die Form: 


Pr —hrlParıı + Ps un» +; Lg; Igtm+19 +++ %) —0 (k=1,..49) 


%—Fil&1s.--, 8a Igtm+1,*. 3 %)=0 @=g+1,..,q9+m) 


a 


und bilden die Gleichungen: 
(B) Pr hr Den — An) =(, (Pr — hr I, f:) =(, 


die offenbar nur die Größen: 


EEE RR WER PET A RE TEE NT 
enthalten. 

Hier sind nun zwei Fälle denkbar. Entweder sind diese neuen Glei- 
chungen algebraische Konsequenzen der vorgelegten; und dies kommt 
nach der Form unserer Gleichungen (A) und (B) darauf hinaus, daß die 
Gleichungen identisch Null sind, und daß also die Gleichungen (A) schon 
ein Involutionssystem bilden!); oder auch, es sind die Gleichungen (B) 
nicht sämtlich algebraische Konsequenzen der (A). Alsdann fügen wir die 
neuen Gleichungen zu den alten hinzu und behandeln das hiermit er- 
haltene Gleichungssystem in derselben Weise. Entweder kann es durch 
Auflösung auf die verlangte Form gebracht werden, oder auch, wir finden 
wieder neue Gleichungen, die hinzugefügt werden müssen. Indem man 
nun weiter geht, darf man, wenn die vorgelegten Gleichungen überhaupt 
gemeinsame Integral-M,„_, besitzen, nie mehr als n Gleichungen finden. 


1) Sind die Gleichungen (A) und (B) kontradiktorisch, so haben sie eoipso keine 
gemeinsame Integral-M,_,} (jedenfalls nicht in dem früher definierten Sinne). 
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Existieren also solche Integral-M,_,, so erhält man zuletzt notwendiger- 
weise ein Involutionssystem von der verlangten Form, dessen Integral- 
M,„_ı eben die Integral-M,„_, der ursprünglichen Gleichungen sind. 

Theorem 7. Die Bestimmung der gemeinsamen Integral- 
M,„_ı von belvebigen gegebenen Gleichungen läßt sich vmmer auf 
die Integration eines Involutionssystems von der Form: 
Pr — hr = 0 zurückführen. 

Denn nach dem vorangehenden Satze läßt sich unser Problem 
auf die Integration eines Involutionssystems von der Form: 


ra =0, 2%, =0 


reduzieren, und dieses neue Problem verlangt nach den Entwickelungen des 
vorangehenden Paragraphen nur die Integration eines Involutionssystems 
von der Form: p, —h, =. 


Absehnitt II. | [279 


In dem ersten Abschnitte habe ich das Hauptproblem dieser Abhand- 
lung auf die Integration eines Involutionssystems von der Form: 


Dr hr = 0 (k=1,...,4) 


zurückgeführt. Ich zeigte ferner, daß die Erledigung dieses letzten Pro- 
blems nur die sukzessive Integration mehrerer simultaner Systeme ver- 
langte. 

Jetzt werde ich eine einfachere Integrationsweise des Involutions- 
systems: P, —h, = 0 entwickeln, und zwar ist es diejenige Methode, 
die ich im Mai und Juni 1872 in einigen an die Gesellschaft der Wissen- 
schaften in Christiania [und an die zu Göttingen] gerichteten Mitteilungen!) 
skizzierte und welche hinterher mein Freund Mayer in mehreren schönen 
analytischen Abhandlungen näher ausgeführt hat, die ich jetzt endlich 
ausführlich darstellen werde. 


$ 9. Vorbereitende Entwickelungen. 


17. Die Sätze dieses Paragraphen beziehen sich auf ein Involutions- 
system von der Form: 


pı -h==-m =), 


Wo fu, 47. RRBRMONeR von 2... 2 Dear s 7, ind, 


1) [Bd. III d. Ausg. Abh. I, II, IIL] 
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Satz 27. Es ist vmmer möglich, q solche Konstanten aı,...,Q, ZU 
wählen, daß eine charakteristische M, von allgemeiner Lage nur eine diskrete 
Anzahl Elemente enthält, welche die Gleichungen: 


| A RER 
befriedigen. 
Der Kürze wegen bezeichnen wir beiläufig ein Element, für welches 


IL = (1,9% 090g; Yı = fs --»Pam le 


das heißt, ein beliebiges Element des Involutionssystems, dessen Punkt 
auf der (n —q)-fachen Punktmannigfaltigkeit: &) = a,..,, =, 
liegt, mit dem Symbole e,. 

Setzen wir zunächst voraus, daß jede charakteristische M, unend- 
lich viele Elemente e, enthielte. Dann sind zwei Fälle denkbar. Entweder 
bilden alle diese Elemente eine kontinuierliche Schar, sodaß jedes Ele- 
ment in derselben Schar ein benachbartes hat; oder auch, sie zerfallen 
in zwei Scharen, von denen die eine nur vereinzelte Elemente enthält, 
während die andere eine kontinuierliche Schar ist. 


1. Wir erledigen zuerst den Fall, daß jede charakteristische M, un- 
endlich vıele Elemente e, enthält, die sämtlich kontinuierlich an einander 
liegen. Legen wir in diesem Falle durch ein beliebiges Element e, die [280 
hindurchgehende charakteristische M,, so gibt es unter den benachbarten 
Elementen: a, + d&,,..., 4, + d&,,... dieser M, jedenfalls eines, das 
selbst ein Element e, ist, für welches also: 


Ra) BR 


ist. Wir werden zeigen, daß man immer die Konstanten a,, . . ., a, derart 
wählen kann, daß solche Gleichungen nicht für alle Wertsysteme: 
Kati + Ins Parıs » » -» Pu bestehen können. 

Wir kennen q von einander unabhängige Fortschreitungsrichtungen: 
d&,,...,dp„, die von einem Elemente einer charakteristischen M, zu 
einem benachbarten Elemente derselben M, führen, diejenigen nämlich, 
welche den q charakteristischen Streifen der Gleichungen: 


%r — fr = 0 (k=1,..u9) 


entsprechen: 
OR 29 +0 1 de 234 A AR RED red > 
N N a LER 


dpg+ı ; : dpn da "dan 
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Läßt man daher r,,...,r, Parameter bezeichnen, so bestimmen die 
Gleichungen: 


de war im Er A Di 0 — 
Te30 1.20 ET, 1.20 
- dfr ar. Sn, Ur dfr 
= HUEINITEDT ee DI To! Dust Du 
s % >= ® dpazı 7 "dpn _ "da, 2 "dan 


die allgemeinste Fortschreitungsrichtung innerhalb der M,. Sollen also 
d&ı,..., dx, verschwinden, so müssen T;,...,7, gleich Null sein. Dann 
aber verschwänden alle übrigen Differentiale de und dp, vorausgesetzt, 
daß alle Differentialquotienten der Funktionen f, hinsichtlich der x oder 
p bestimmte endliche Werte haben. Der Fall 1 kann somit nur eintreten, 
wenn eine Größe von der Form: 


Afe Ar 
dz,’- dp, 
für alle Werte der Größen: &%,41> - - - Zn» Pa+ı> -- -» Pn unendlich oder 


unbestimmt ist. Es ist aber einleuchtend, daß dies nur für Ausnahme- 
werte der Konstanten: a,,...,4d, diemanimmer vermeiden kann, 
möglich ist. 

2. Wir müssen nun die Möglichkeit berücksichtigen, daß sich die Ele- 
mente e, einer jeden charakteristischen Min zwei Scharen ordnen, so zwar, 
daß die Elemente e, der einen Schar vereinzelt, während die Elemente e, 
der zweiten Schar kontinuierlich an einander liegen. 

Wäre nun dies der Fail, nicht allein für einige partikuläre Wert- 
systeme: a], .. .,4,, dieman immer vermeiden könnte, sondern über- [281 
haupt für alle Wertsysteme: a,,...,4,, so zerfiele das Involutionssystem 
in zwei solche: I, und /,, indem die Elemente e, dem ersten und die Ele- 
mente e, dem zweiten Involutionssysteme angehörten. Dann aber würde 
jede charakteristische M, des Systems I, für jedes Wertsystem a,,.. .,@, 
unendlich viele Elemente e, enthalten, die eine kontinuierliche Schar 
bildeten. Und ein solches Involutionssystem existiert nicht, wie wir bei 
der Behandlung des Falles 1 nachgewiesen haben. 


Hiermit ist unser Satz bewiesen. 
18. Wir wählen eine Mannigfaltigkeit: 


I = (ı,:..,Fg = (Ag 


die nur eine diskrete Anzahl Elemente mit einer allgemeinen charakte- 
ristischen M, gemein hat, und bezeichnen diese Mr-@ mit A. Durch A 
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gehen 002-1! (n —q + 1)-fach ausgedehnte ebene Mannigfaltigkeiten, die 
durch Gleichungen von der Form: 


210 En Tg — (Ag SE Lg —0Gg 


Tı Ta Ta 


definiert werden, wobei r,,...,, Parameter sind. Zu Punktkoordinaten 
in einer solchen Mannigfaltigkeit, die ich einigemal mit Er-@+1 bezeichne, 
kann man %,+1,-..,%, zusammen mit einer der Größen &,...,%, 
wählen. Doch ist es mehr symmetrisch, und außerdem für meine gleich- 
zeitig synthetische und analytische Behandlung mehr naturgemäß, eine 
neue Variable x einzuführen, indem man die obenstehenden Gleichungen 
durch die äquivalenten: 


u heub Bud... u Fu =eT% 
ersetzt, — und sodann die Größen &, &,+15 - - -, &, als Punktkoordinaten 
jeder Er-2+1 aufzufassen. | 

Ist insbesondere n =3 und q = 2, so ist A eine gerade Linie; die 
Mannigfaltigkeiten Er-2+1 sind Ebenen, die durch diese Gerade gehen, 
welche also nach gewöhnlicher Sprechweise ein Büschel bilden. Dem- 


entsprechend sage ich immer, das heißt, welches auch die Zahlen n und q 
sind, daß die Er-«a+1; : 


L 0: — Tı%y, sı9 La 4, = T,T 
ein Büschel bilden, dessen Axe A ist. 


Satz 28. Die charakteristischen M, des Involutionssystems, die durch 
einen auf der Axe A gelegenen Punkt von allgemeiner Lage: 


a 1 A Re 


gehen, erzeugen eine Integral-M,„_, des Involutionssystems. Faßt man die 
c als Parameter auf, so bilden die betreffenden Integral-M,_ı eine vollstän- 
dige Lösung des Involutionssystems. 
Denn die Elemente des Involutionssystems, welche: [282 
IL =(,::, FL = d, 


befriedigen, lassen sich nicht in kontinuierliche Scharen ordnen, die jedes- 
mal einer charakteristischen M, angehören. 


$ 10. Reduktion eines Involutionssystems auf eine einzige Gleichung. 


19. In diesem Paragraphen benutzen wir die Bezeichnungsweise des 
vorangehenden Paragraphen. 
Satz 29. Die Integral-M} =} des Involutionssystems: 


pı =T::-» Mh 
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schneiden jede Mannigfaltigkeit des Büschels: 
H- Hand. su. UHSUuE 


nach (n — q)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, die einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen &, Xa+15 ++ + %n genügen!) 

Ehe wir diesen wichtigen Satz beweisen, sprechen wir ihn analytisch 
aus und formulieren ihn gleichzeitig schärfer. Dabei bemerken wir, daß 
wir überhaupt im folgenden diejenige Funktion, in welche 


Pl&ı «+ Bm Pır + + Pn) 
vermöge der Substitution: 
%Gı = FT%,.:., 8% >09 + 7% 
übergeht, mit dem Symbole 9” bezeichnen. 


Analytische Form des vorangehenden Satzes: Ist: 


dW 
Wie, ..,8,) = Oonst,, Ber cs. (El, 


irgend eine Integral-M” | des Involutionssystems: 


pı =T-.:»M-ho 


so bestimmen die Gleichungen: 


(k=0, 2 +1,..,n0) 


w®" = Cont.,, = — 
eine Integral-M”Z? der Gleichung: 


n—q 
1..2Q 
?p—- Zu =0 | 
k : 


zwischen den unabhängigen Variabeln &, &axıs - + +; In- 
Da W = Const. eine Integral-M7(} des Involutionssystems be- [283 
stimmt, so bestehen fürk =1,...,q die Gleichungen: 
dW dW dW 
ih lan.-., ITEmE a 
Auf diese führen wir die Substitution: 
4, = + %..,%, = + 7,8% 


aus und finden so, da: 


ist, die q Gleichungen: 


) a La LA 
es — fh (.+n%..., Och 8, Bar ) 


ER 9 Rey Fir ee 
dag+ı dan 


1) Dieser Satz läßt sich übrigens auf alle Integral-M,_, ausdehnen. 
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die durch Multiplikation respektive mit r, und Addition: 


€ 1.20 an us 


Sut(a + Tı8,... da, 


ergeben. Nun ist aber: 


also kommt: 
ar dw’ 
er => (a, . Tıly..0.;, a) y 


welche Gleichung eben besagt, daß die Gleichung: 
W* = Const. 


eine Integral-M}_? von: 


ne 1:0 2 
Pp—- Zuh=0 
k 
bestimmt. 


Es ist zu bemerken, daß die Gleichung: p — Zr,f, =0 je nach 
den Werten der Parameter 7 00°”! verschiedene Gleichungen repräsentiert. 


Satz 30. Die charakteristischen M, schneiden jede Mannigfaltigkeit 
des Büschels: 
Lı STE = Til, .., Lg — (Ag = T,T 


nach den Charakteristiken der entsprechenden Gleichung: p — Er,f, =. 
Oder analytisch ausgesprochen: 


Bilden an — 2q — 1 Funktionen: TT,,. - „TMgn-20-ı VON &ı> Ins 
Parıs +++, Pn ein System von Lösungen der Gleichungen: 


aTT 
mo mM=0, ..., DM Te mM)=0, 2m. 
so sind die durch die Substitution: [284 
%.ı = +T9,..,% = % + 7%% 


hervorgehenden Funktionen TI” ein System Lösungen von: 


l...q e At 
P-Iun m)=0, Sp, - 
Denn die Gleichungen: 


(Pr Hr Mm) er 0, 
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oder entwickelt: 
dh au Alan 
> a a 


gehen durch Ausführung der Substitution: 


ı., = + H%:.., = 4 TE; 
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indem man die, für  gleichq +1,..., n stattfindenden Relationen: 


(de) af, u u 

dt, da,’ dz; dx; 

(die) _ df: Ba 
dp;. dp; ’ dp: dp; 


berücksichtigt, in: 


Ben afı a0 dfi a = ni 
dar) >27 er ap, dp; da) NE 


über. Multipliziert man hier mit r, und addiert diek =],.. 


sprechenden q Gleichungen, so findet man: 


1ER, d’T\ız R = B 
Ir) = (uf +.  +rf: 15 


woraus wegen: 


folgt: 


dam“ T T T 
a 


oder, was auf dasselbe hinauskommt: 


(- Du, M=0. 


„g ent- 


» Bemerkt man endlich, daß die TT” wie die TT von nullter Ordnung hinsicht- 
lich der p sind, so folgt, daß die TT” Lösungen des vollständigen Systems: 


en, x ars: 
P-Itr, T)=0, PT +30; 
k 


sind. 


[285 


Es bleibt noch nachzuweisen, daß sie von einander unabhängig 


sind, das heißt, daß keine Relation von der Form: 


T 14 
IH, ; a BE LET Yet: Tı;> REN T,) —=( 
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stattfindet. Bestände in der Tat eine solche, so ergäbe sich durch die Sub- 


stitution: 

Ir — 077 

Tr = ——————— 
k x 


die Identität: 
2(M,, RR a en 


T 


woraus bei der Substitution © =1 eine Relation zwischen: TT,,..., 
Tgn-2a-1, 81,» ., 2, resultieren würde. Demzufolge würden die Glei- 
chungen: 


T, =kı,.., Mn-20-1ı =kon-22-» Ua. 


für alle Wertsysteme k und a von unendlich vielen Wertsystemen 

Kari er Ins Pa+1> + + +» Pn befriedigt werden. Dies steht aber im Wider- 

spruche mit Paragraph 9; also ist unsere Annahme nicht richtig. 
Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


20. Die Gleichung: 
' Dee; >27 > 0 


enthält die Verhältnisgrößen 7;,... ., r, und repräsentiert daher, wie schon 
bemerkt, je nach den Werten dieser Parameter o0°-! verschiedene par- 
tielle Differentialgleichungen, deren Charakteristiken beiläufig mit dem 
gemeinsamen Symbole K bezeichnet werden sollen. 

Früher (Satz 30) sahen wir, daß eine allgemeine lieche 
M' 004-1 Charakteristiken K enthält, eine nämlich für jede Gleichung 
p—-Xtf,=0; und alle diese K gehen, als Durchschnitte der charak- 
teristischen M? mit den Fir-@+1 des Büschels, durch einen gemeinsamen 
Punkt F: den Schnittpunkt der M? mit der Achse aller Er-«+1, 

Durch P gehen nun im allgemeinen 002-1 charakteristische M?, 
deren jede 00-1 Charakteristiken K enthält; und alle diese K erzeugen 
eo ipso dasselbe Punktgebilde wie die o0%-2-1 charakteristischen M’, die 
durch P gehen. Da aber diese K auch als der Inbegriff aller durch P - 
gehenden K definiert werden können, so ist hiermit folgender Satz be- 
wiesen: 


Satz 31. Die durch einen Punkt der Achse gehenden Charakteristiken 
K aller Gleichungen: p — Er,f,—0 erzeugen dasselbe Punktgebilde, wie [286 
die durch denselben Punkt gehenden charakteristischen M’ des Involutions- 
systems. 

Nun wissen wir aber schon (Satz 28), daß die durch einen Punkt 
der Achse gehenden charakteristischen M® ein Punktgebilde erzeugen, 
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das, als Elementgebilde aufgefaßt, eine Integral-M,_, ist, daß ferner der 
Inbegriff aller in dieser Weise erhaltenen M„_, eine vollständige Lösung 
ist. Also: 


Satz 31a. Die durch einen Punkt: 
TE ER 2 RR UENNFE Bee 


allgemeiner Lage auf der Achse gehenden Charakteristiken aller Gleichungen: 

p—Erf,=0 erzeugen ein Punktgebilde, das, als Elementgebilde auf- 

gefaßt, eine Integral-M,„_, des Involutionssystems ist. Und zwar erhält 

man hierdurch eine vollständige Lösung mit den Parametern: Cyx13 =: +5 Cy- 
Endlich werden wir dieses Theorem analytisch aussprechen: 


Theorem 8. Soll das Involutionssystem: 


ı -h=G.,.m 0 


integriert werden, so wählt man q Konstanten: a,,...,a, nach 
den Bedingungen des vorangehenden Paragraphen, führt so- 
dann die Funktionen f, durch die Substitution: 

Ck = Ir + 75% (k=1,...,9) 


in die Funktionen f, über und bildet die Gleichung: 
(@) p—- DZuh=0 
k 


zwischen den Varvabeln: %, &arı, + + Ins Pı Paris» Pn. Man in- 
tegriert diese Gleichung, das heißt, man sucht Funktionen Q 
TREE ey Dar Press Dh: D, welche: 


P—- I tuf, Q) —0 
ergeben; bildet sodann eine vollständige Lösung der reduzier- 
ten Gleichung (a), indem man zwischen den Gleichungen: 
2% (2, Lg+is+ ++, Ins P:Pa+ı> ++» Pn) Syn 2, (0, Carıs +++, On, “ Bart en Pr) 


.dieGrößen: P, Parıs = - + Pns PO Pl+ı, - - -, Pl eliminiert. Machtman 
endlich in den hierdurch gefundenen Gleichungen der voll- 
‚ständigen Lösung: 


‚die Substitution: 
Ik — Ak 
Se 
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so bestimmen die hervorgehenden Gleichungen, aus denen [287 
nicht allein T,,...,T,, sondern auch x verschwunden ist, eine 
vollständige Lösung des ursprünglichen Involutionssystems. 


$ 13. Meine neue Integrationsmethode. 
21. Zur Begründung meiner neuen Methode brauche ich nun nur 
noch zwei Hilfssätze, die Jacobi in allgemeinerer Form ausgesprochen hat. 


Satz 32. Es sei: pı — f = O irgend eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, die hinsichtlich p, aufgelöst ist, und N eine Funktion von: 
%1y.., ins Pa :Prs*--»Pn-1:Pn,; die zu Pı—f in Involutionsbeziehung steht: 


Mh NmL0. 


Lassen die beiden Gleichungen: pı —f=0, N =a sich hinsichtlich pı 
und p, auflösen, so stehen auch die hervorgehenden Gleichungen: 


pn -h=I MmM-h-=0 


in Involutionsbezvehung, das heißt, es ist: (pi — fr; Pe — fe) =. 


Da die beiden Gleichungen: N =a und: 9, — f, = 0 äquivalent 
sind, so ist dies auch mit den entsprechenden Differentialgleichungen: 


dN dN dN dN 
da, 8 en ee de, dr dp, dpa + I dp, dp =0, 
dfz dis df, 
an 72.40, + dp + — dpa 0 


der Fall; folglich sind die entsprechenden Koeffizienten proportional. 
Daher ist die Gleichung: 


AN. NE AaN AaN 
pı<h Mn, ) 


mit der folgenden: 


dx, dp; dp, da, 


dt af Er 
| )=0 


i 


äquivalent. Nun ist aber: 


Sam 2a, 0 


= \da, dp, dp, da, 
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also kommt: 


+ Hl) == Mh, P%2— Ph); [288 


was zu beweisen war. 


Satz 33. Ist: pı — f = eine vorgelegte Gleichung und X eine bekannte 
Funktion der x, die zu pı — f in Involutionsbeziehung steht, so ıst es mög- 
lich, die Zahl der unabhängigen V ariabeln in: pp — f = 0 um eine Einheit 
zu ermiedrigen. 

Sei [nämlich]: 
W = Const., 2 ae au 
da 
irgend eine Integral-M”*-! von: p} —f=0. Ich führe: &,,.., m -» X 
als neue unabhängige Variable ein und bezeichne die Differentialquo- 
tienten von W hinsichtlich dieser Größen mit: 


p, Se) Ar, < 
Alsdann ist fürk =1,..,n —1: 
‚ dX 
FE Er ee Fe 


Also geht: p} —f=0 durch die Einführung der neuen Variabeln in: 


’ dX ’ dX dX 
ee re ee PZ—)=0 


d 


über. Bilde ich nun den Differentialquotienten der linken Seite hinsicht- 
lich P, so finde ich: 


aaa an ax 
ds, dp, dz dp, En 
das heißt: 
BF RR), 


welche Größe nach unserer Annahme gleich Null ist. Also kommt P 
in der transformierten Gleichung gar nicht vor. 
Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen. 


Satz 34. Soll eine Gleichung von der Form: 
Pı — Hi, 0 In» Pas» - Dal == R) 


integriert werden, und kennt man irgend eine Funktion N von : &5 . . +, Ins 
Pa: Ps +» Pn-ı: Pn, die zu pı — f in Involutionsbeziehung steht, so vst 
es immer möglich, eine Gleichung zwischen n — 1 Variabeln aufzustellen, 
deren Integration diejenige von: pı — f = 0 nach sich zieht. 
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Ist nämlich N eine Funktion der & allein, so führt man N zusammen 
mit n — 1 der Größen x als neue Variabeln ein und erhält dadurch nach 
dem vorangehenden Satze eine Gleichung, dienurnochn — 1 Differential- 
quotienten enthält. 

Enthält dagegen N einige der Größen p3,.. ., P„ etwa p,, so löst [289 
man die Gleichungen: p, —f=0, N = a hinsichtlich p, und p, auf. Die 
hervorgehenden Gleichungen: 


91 -h=I MmM-h-0 


bilden (Satz 32) ein Involutionssystem, dessen Integration sich nach Theo- 
rem 8 auf diejenige einer Gleichung zwischen n — 1 Variabeln reduzieren 
läßt. Ist diese neue Gleichung integriert, so bestimmt man nach der in 
dem zitierten Satze entwickelten Regel eine vollständige Lösung des In- 
volutionssystems; und diese Lösung, die überdies die Konstante a ent- 
hält, ist eine vollständige Lösung von: 9, —f=0. 

Hierauf begründe ich nun die folgende Integrationsmethode: 

Theorem 9. Um eine partielle Differentialgleichung zwi- 
schen n Variabeln &,- » -, In: 


ae | 
zu integrieren, verfährt man folgendermaßen: Man sucht eine 
Funktion von: &;. + + Lns Pa : Das » => Pa-ı : Du, die der Gleichung: 


(Pı —„, N) =0 
genügt, und reduziert sodann: pi —f=0 nach dem voran- 
gehenden Satze auf eine äquivalente Gleichung zwischen n — 1 
Kartsbein: u... dr 

Be 
Sodann sucht man eine Lösung der Gleichung: 


PN =0 


und reduziert darnach in entsprechender Weise: pP” — f" = 0 
auf eine äquivalente Gleichung zwischen n —2 Varvabeln: 
pP? — ff? =0, und so weiter. Zuletzt kommt man zu einer ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
zwei Varvabeln, die man integriert. Sodann geht man rück- 
wärts und bestimmt sukzessive vermöge ausführbarer Opera- 
tionen vollständige Lösungen aller Gleichungen: p® — ff” =0 
und findet zuletzt eine vollständige Lösung der ursprünglich 
vorgelegten Gleichung. 
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Da sich nach Theorem 8 ein beliebiges Involutionssystem 
auf eine äquivalente partielle Differentialglevchung reduzieren 
läßt, so ist hiermit zugleich eine allgemeine Integrations- 
methode eines beliebigen Involutionssystems begründet. 


Notel. | [290 


22. Mayer hat zuerst eine stringente Bestimmungsweise der gemein- 
samen Integral-M“-! von beliebigen vorgelegten Gleichungen gegeben. 
Indem ich diese Theorie im Anschluß an das Vorangehende in kurzen 
Zügen entwickele, habe ich eine kleine neue Bemerkung hinzuzufügen. 

Die Sätze 24, 25 gelten eo ipso, wenn die betreffenden Integral-M,_ı 
insbesondere M” =! sind. Deshalb können wir schließen (Satz 26), daß sich 
die gemeinsamen Integral-M”*-! von beliebigen gegebenen Gleichungen 
immer als die gemeinsamen Integral-M”-1 eines Involutionssystems von 
der Form: 


TA LiErs, he eo Gil. .sm) 
Pr = hr(&m+1 0 In» Pıs +» +» Pms Pm+ta+1y + Dr) k=m+1l..,m+9) 
definieren lassen. 
Es fragt sich, wie man diese M”-1 findet. 
Ist m >1, so haben unsere Gleichungen selbstverständlicherweise 


keine gemeinsame Integral-M"-1. Ist m =1, so können sie höchstens eine 
solche M*-1 haben, nämlich: 


daW 
en lie, ıs-; 2, = te MW, A Br PR 


Ist endlich m = 0, so läßt sich zeigen, daß die Gleichungen: 
Pr hr =0 (k=1,..49) 
vollständige Lösungen von der Form: 
De, era 0 
besitzen. 


Zum Beweise nehmen wir eine Mannigfaltigkeit: 
L =(Aı,:: Lg = dg 


von allgemeiner Lage, die bekanntlich (Satz 27) eine allgemeine charakte- 
ristische M® nur in einem Punkte (oder einigen Punkten) schneidet. 
Wir betrachten eine in ihr enthaltene Punktmannigfaltigkeit von der 
Gleichungsform: 


% = A, Kg ls Karı = Carı t Cara Fara T°*" Tr Onins 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 10 
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wie auch die zugehörige Elementmannigfaltigkeit. Diejenigen Elemente 
dieser M„_,, die dem Involutionssysteme: p,; — h, = 0 genügen, bilden 
eine Integral-M,_.,-ı: 


| = Mr. Kg Ag, Ları = Carı + & Cars Bari 
(A) 
Pı = hrs: Pa = has Pari = — CariPa+n 

und also erzeugen die durch diese Elemente hindurchgehenden charakte- 
ristischen Meine Integral-M,„_ı. Faßt man endlich diecals Parameter [291 
auf, so erhält man eine vollständige Lösung; denn jede charakteristische 
M,„ enthält ein Element von der Gleichungsform (A) und gehört folglich 
einer unter den gefundenen Integral-M,_, an. 


Ich behaupte, daß die erhaltene vollständige Lösung die Form: 
Die, laser 


besitzt, daß also die betreffenden M„_,, auch als Punktgebilde betrachtet, 
(n — 1)-fach ausgedehnt sind. 


Man setze voraus, daß unsere M„_ı (n — k)-fach ausgedehnte Punkt- 
gebilde sind, und k größer als 1 ist; dann gibt es in jedem Punkte einer 
solehen M*=7 unendlich viele Elemente, die ihr angehören. Unsere M“ =! 


enthält nun o0”-2-1 Punkte, die den Gleichungen: 
L&ı =(4ı,:.:, I =0g 


genügen; also hat sie noch mehr Elemente, welche dieselben Gleichungen 
befriedigen. Folglich enthält jede unter den 00” 2-1 charakteristischen 
M,, die sie erzeugen, unendlich viele Elemente von jener Lage. Hiermit 
sind wir aber auf Widerspruch geführt, und also, und so weiter. 


Nachdem wir in dieser Weise eine vollständige Lösung von der ver- 
langten Form gefunden haben, bestimmen wir die allgemeinste gemein- 
same Integral-M” 7! in der gewöhnlichen Weise durch Variation der Kon- 
stanten. 


Endlich möge auch folgender Satz, dessen Beweis in dem Voran- 
gehenden liegt, hier ausgesprochen werden: 


Satz 35. Um alle Integral-M"-! des q-glvedrigen Involutionssystems: 
Pr hr =0 zu finden, kann man in folgender Weise verfahren. Man 
mimmt irgend eine MY 17", unter deren Elementen nur 00”! dem Invo- 
lutionssysteme genügen. Die zu diesen Elementen gehörigen charaktervsti- 
schen M, erzeugen, wenn sie überhaupt eine Integral-M,_, bilden, immer 
eine M}Z1. 
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Note 2. 
23. Wir haben gelehrt, das Involutionssystem: 


Pı —h ir De —h, —=0 
auf eine äquivalente Gleichung: 


a 


zurückzuführen. Wir werden nun voraussetzen, daß man bei der Inte- 
gration dieser neuen Gleichung einen Schritt vorwärts gekommen ist, daß 
man also eine Funktion 2 von: 


ER EN OR RE EEE RE [292 


gefunden hat, die: 
(pP — Zul, Dr 


ergibt. Wir werden zeigen, daß man dann im allgemeinen mehrere Lö- 
sungen ® der letzten Gleichung durch ausführbare Operationen finden 
kann. 

Zunächst bemerken wir, daß Q die Größen &, T,,...,7, nur in den 
Kombinationen: 7,&%,...,7,x enthalten darf. Sind nämlich W,,..., 
W;n-20-ı ein System Lösungen nullter Ordnung von: 


m -hW)=I0,..,9 -h:W) =d9, 
so sind die durch die Substitution: 
IL. = (0% + 7,8% (k=1,..,4) 


hervorgehenden Funktionen: W7,..., W3„_3,_, ein System Lösungen 
nullter Ordnung von: 
(pP — Zum WI=6, 


und also ist Q eine Funktion von W},..., W3,_3,-ı- 
Wir bezeichnen diejenige Funktion, in welche 2 durch die Sub- 


stitution: 


übergeht, mit W, und führen dann die entsprechende Substitution: 


& — 4, a —% 


% _— . . . 5; == 
x x ’ B) a x 


auf die Gleichung: 


a T d T 
10* 
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aus. Hierdurch kommt, dadQ% : dx durch diese Substitution in: 


ya—a dW 


r T da, 


übergeht, die Gleichung: 
— 4; dW — 
re 


pe 
7 dt. n 


die durch Multiplikation mit x die Form: 
(DI (8: — a,)(Pr — hr), W) = 0 
k 


annımmt. 
Setzen wir nun in der Jacobischen Identität: 


(4(BO)) + (B(CA)) + (C(4B)) = 0, 


die wir als bekannt voraussetzen: 


A= 2 — A,)(Ppr hr), B=W, C=(z, —a)(p; —h,), 


so kommt: 


Zar — a): (WW, (— a) —h))) = 0. 


k 


[293 


Ist also (W, (x; — a;)(p, — h,)) keine Funktion von W, so finden wir eine 


neue Lösung von: 
(Ie 3 — a) (Pr — Ar), W)=0, 
und diese Lösung geht durch die Substitution: 
4, =dı +T%,..,% 0% + 7% 
in eine neue Lösung von: 
uhr Mt 


über. 


Findet man in dieser Weise sukzessive alle Lösungen der letzten 
Gleichung, so ist hiermit die Gleichung: p — £r,h, = 0, und also auch 
das ursprüngliche Involutionssystem integriert. Findet man alle Lösun- 
gen, ausgenommen die letzte, so bestimmt man diese durch die Jacobi- 


sche Multiplikatortheorie, und so weiter. 


Entsprechende Bemerkungen lassen sich bekanntlich [in bezug] auf 
die Mayersche Integrationsmethode machen. Darauf gehe ich indes an 
diesem Orte nicht näher ein. Ich erinnere nur daran, daß ich in meiner 
letzten Abhandlung in den Mathematischen Annalen gezeigt habe, wie 
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man am besten verfahren muß, wenn man bei der Integration eines In- 
volutionssystems: pP, — h, = 0 gleichzeitig mehrere Lösungen der Glei- 
chungen: (pP. — hr, 2) = 0 gefunden hat.!) 

Aus dem Vorangehenden geht insbesondere hervor, daß der soge- 
nannte ungünstigste Fall bei der Jacobischen Methode im Gegenteil der 
allergünstigste ist, insofern er gar keine weiteren Integrationen verlangt. 


Note 3. 


24. Stehen q [unabhängige] Funktionen nullter Ordnung: F},...,F, 
VON Xyy +: 05 Ins Pıs - - +» Pn paarweise in der Beziehung: 


Ff)=0, [294 
so sagen wir, daß die Gleichungen: 
N 


ein g-gliedriges Involutionssystem bilden. Ich werde beweisen, daß diese 
Gleichungen die größtmögliche Anzahl gemeinsamer Integral-M„_, be- 
sitzen. Dabei benütze ich allerdings einige Sätze, die nicht in dieser Ab- 
handlung bewiesen sind. „ 

Satz 36. Sind F},...,, [unabhängige] Funktionen nullter Ordnung, 
die paarweise in Involutionsbezivehung stehen, so gibt es immer weitere Funk- 
tionen Fyr1,:: sn, 915.» -, ©„, beziehungsweise nullter und erster Ordnung, 
die den Relationen: 


Fr) a (F,®,) Ft (®,®,) =(, (®,F,) =1 
genügen. 
Man findet den Beweis dieses Satzes in den Mathematischen An- 
nalen Bd. VIII, S. 295 [hier Abh. I, S. 87£.]. 


Satz 37. Sind F,,..., En, ®1, . . ., ®„ homogene Funktionen, beziehungs- 
wesse nullier und erster Ordnung, welche die obenstehenden Gleichungen er- 
füllen, so besteht die Gleichung: 


EbdF = Fpda. 


Diesen Satz habe ich in meiner soeben zitierten Abhandlung be- 
wiesen, indem ich die Clebschsche Theorie des Pfaffschen Problems 
als bekannt voraussetzte.?2) Einen elementaren Beweis hat Mayer ge- 
geben. 


1) [Hier Abh. I, 8. 68-73, 91—93.] 
2) [Hier Abh. I, $. 11—26.] 
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Satz 38. Sind F,,.. ., F, [unabhängige] Funktionen nullter Ordnung, 
die paarweise: (F,F',) = 0 ergeben, so lassen sich die Elemente des Involutions- 
systems: ee 
zu Integral-M,„_, zusammenfassen. 

Denn nach den beiden vorangehenden Sätzen gibt es solche weitere 
Funktionen F und ®, daß die Gleichung: 


Zpde=20bdF 
besteht. 


Satz 39. Die Gleichungen eines Involutionssystems lassen sich durch 
Auflösung auf die Form eines allgemeinen Involutionssystems: 


T; — Fil&a+ı5 ..- L,) =(, Pr —h,=0 
bringen. | 

Denn die gemeinsamen Integral-M,„_, des vorgelegten Involu- [295 
tionssystems befriedigen keine weiteren Gleichungen. 

Dieser Satz ist zuerst von Mayer gegeben. Dabei muß ich jedoch be- 
merken, daß der folgende Fundamentalsatz, der die Theorie der Involu- 
tionssysteme auf ihre einfachste Form bringt, früher von mir ohne Beweis 
gegeben war (Math. Annalen Bd. VIII, S. 291 [hier Abh. I, S. 73]).1) 


Satz 40. Die Integration eines q-gliedrigen Involutionssystems [in 
n Variabeln] läßt sich auf diejenige einer einzigen Gleichung zwischen 
n — q + 1 Varvabeln zurückführen. 

Dieser Satz folgt als Korollar aus dem vorangehenden in Verbindung 
mit Theorem 6 und 8. 


25. In der Abhandlung ‚‚Über eine Erweiterung der Lieschen Inte- 
grationsmethode“ erledigt Mayer mit seiner gewohnten Eleganz und 
Stringenz folgendes Problem: 

Vorgelegt ist ein Involutionssystem: 


Fr = Aı; Fr RE RE = Oy+m» 
aus dessen Gleichungen sich m Relationen zwischen den & allein herleiten 
lassen. Es wird vorausgesetzt, daß F,,...,F', hinsichtlich der p von ein- 
ander unabhängig sind, und es wird verlangt, die Integration des Systems: 
F, ER RER IR == 60% 


auf diejenige einer einzigen Gleichung zwischenn —q — m + 1 Variabeln 
zurückzuführen. 


1) Auch die ersten Sätze waren früher von mir gegeben. 
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Ich werde zeigen, daß meine ursprünglichen Theorien sozusagen un- 
mittelbar die Erledigung dieses Problems geben. Allerdings ist Mayers 
Behandlung in gewissem Sinne einfacher als die meinige. 

Nach meiner Methode verlangt die Integration des Involutions- 


systems: 
=(1;,» in —= (4y,+m 


nur die Integration einer Gleichung zwischen n —q — m + 1 Variabeln. 
Ist diese geleistet, so kann man durch ausführbare Operationen weitere 
Funktionen F und ® finden, welche die Relation: 


P,dF, ++ 7 D,0H, — pda, ne + PndE, 
befriedigen; und dann ergeben die Gleichungen: 
ee ee er a 


eine vollständige Lösung des Involutionssystems: F} = a,,...,F, = a. [296 
Oder, wenn man will, dann sind: 


Be DD se re 
ein System Lösungen der Gleichungen: 
dY 
0 NN > Frag U: 
womit die charakteristischen M, des q-gliedrigen Involutionssystems be- 
stimmt sind. 


Christiania, Juni 1875. 


Ila. 
Selbstanzeigen von II. 


1. F.d.M. Bd. VII, Jahrg. 1875, S. 225 —231. Berlin 1877. 


Nach einer gedrängten Darstellung der von Jacobi und [225 
Clebsch herrührenden Theorie vollständiger Systeme von linearen 
partiellen Differentialgleichungen wird das folgende Problem gestellt: 


Problem 1. Man soll alle Gleichungssysteme von der Form: 
ee Re, (k=1,...,m) 
bestimmen, vermöge deren die Differentialrelation: 
pda, + a. + 2nd&, = 0 
identisch stattfindet. 
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Es ergibt sich, daß jedes solche Gleichungssystem n Gleichungen [226 
von der Form: 


I. = 2 tk a,b, --.,d) 
oPr 

Pr Bu.‘ (m ) 
02% ser 4 


enthält, wobei a, b,.. .,I,m,...,teine Permutation der Zahlen 1,...,n 
sind, und H irgend eine Funktion von X » + +» Zt Pas - - -, Pı bezeichnet, 
die hinsichtlich der p homogen von erster Ordnung ist. 

Beschränkt man sich für einen Augenblick auf den Falln =3 und 
faßt dabei &,, &s, &; als Cartesische Punktkoordinaten im Raume auf, 
P1, Pa, Ps als Bestimmungsstücke einer durch den Punkt z,, X,, X; gehen- 
den Ebene: 


Pı (2, — 2)+P: (23 — 25) + 93 (X5 — 1)=(, 


so kann diese Theorie folgendermaßen interpretiert werden: 

Die Größen: &,, %, X, Pı, Pa, Ps sind Bestimmungsstücke eines 
Flächenelements. Die Gleichung: Zpdx = 0 sagt aus, daß die beiden 
benachbarten Flächenelemente x, pund x + dx, p + dp vereinigt liegen. 
Das gestellte Problem kommt darauf hinaus, alle Scharen von Flächen- 
elementen zu finden, in denen jedes Element mit allen benachbarten Ele- 
menten derselben Schar vereinigt liegt, und der gefundene Satz lehrt, daß 
die Elemente, die durch einen Punkt gehen, oder eine Kurve umhüllen, 
oder eine Fläche bedecken, die allgemeinste Schar mit der verlangten Eigen- 
schaft sind. 

Ist n größer als 3, so ließe sich eine entsprechende Interpretation 
geben, indem man die Betrachtungen der modernen Mannigfaltigkeits- 
lehre benutzte. In diesem Referate wird es jedoch zweckmäßig sein, eine 
rein analytische Darstellung zu geben. 


Problem 2. Vorgelegt seven q Gleichungen: 
Pltnizy RE IR =D (k=1,..,9) 


die hinsichtlich der p homogen von nullter Ordnung sind. Man soll in all- 
gemeinster Weise n — q weitere Gleichungen finden, welche zusammen mit 
den gegebenen den Ausdruck & pdx identisch verschwinden lassen. 
Es seien: [227 
Dr PRrE ir 


die vorgelegten Gleichungen. Gelingt es, solche weitere Funktionen: 
Fr: 7n zu finden, daß eine Relation von der Form: 


(1) Epdze =®,dF, +": +0,dF, 
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stattfindet, so bilden: 
(2) Por = urn of = 


zusammen mit: F}, =4,,...„F,=.a, ein Gleichungssystem der ver- 
_ langten Art. Wir sagen in diesem Falle, daß die Gleichungen (2) eine voll- 
ständige Lösung der vorgelegten Gleichungen bilden. Ist erst eine voll- 
ständige Lösung bestimmt, so findet man durch ausführbare Operationen 
(Variation der Konstanten) das allgemeinste Gleichungssystem der ver- 
langten Art. | 

Man beweist, daß Funktionen F und ®, die die Identität (1) erfüllen, 
durch die folgenden Relationen: 


(F,F) Bor (F; ®,) = (®,®,) —=0, (®, F,;) =1, 


) DSPrr. =9 PA ler: =b, 
k k k 


verknüpft sind; daß ferner jedes Größensystem F', ®, welches diese Rela- 
tionen erfüllt, auch die Gleichung (1) befriedigt. Nun aber ist es, wenn 
überhaupt qg+m Größen: F,,..„ Fu, ®,,...® vorgelegt sind, wel- 
che (3) befriedigen, immer möglich, 2n — q — m weitere Größen F, ® zu 
bestimmen, welche ebenfalls (3) erfüllen. Dies geschieht, indem man suk- 
zessiv eine Anzahl vollständiger Systeme aufstellt und jedesmal eine 
Lösung bestimmt. 

Hieraus schließen wir zunächst, indem wir qg=1, m = 0 annehmen, 
daß jede Gleichung: F = a vollständige Lösungen besitzt, die durch Inte- 
gration von gewöhnlichen Differentialgleiehungen bestimmt werden. 


Wir schließen ferner, daß jedes Gleichungssystem: 
Bad, 55 le; 
wo (F,F,) = 0 ist, vollständige Lösungen besitzt, die man in derselben 
Weise findet. | 
Es sei jetzt vorgelegt ein Gleichungssystem von der Form: 


Dr — Nr Par: Pr 5) 0 = Pi TE NEN 
wo [228 
(pP: —h, Pr — hr) = 0 
ist. Nach dem obenstehenden ist es möglich, solche weitere Größen: 
Ge ra 
zu bestimmen, daß: 


Zpdz =b,dF5, ++ Pdf, 
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wird. Alsdann bilden die Gleichungen: 
(4) For = rn Hs Fn = 


zusammen mit den vorgelegten Gleichungen: ®&, =0,..,®,=0 ein 
Gleichungssystem der verlangten Art. Wir sagen, daß die Gleichungen 
(4) eine vollständige Lösung der vorgelegten Gleichungen bilden. 

Endlich integriert man auch jedes Gleichungssystem von der Form: 


x — 9, (Igr1: ... BIEU—F, k=1,..,9) 


P—hrlların Ins Pır-+ ParPatmtnı +» Pn)=O=d, d=atl..sotm, 


wo: F},...,Fg; Parıs + ®grm die Relationen (3) erfüllen, indem man 
solche weitere Größen: 


2, > | He ®,, A D,, D..05, oe. o,„ 


sucht, daß die Gleichung (1) befriedigt wird. Alsdann bilden die Glei- 


chungen: 
ana — Ag+m+1>** En = 


eine vollständige Lösung der vorgelegten Gleichungen: 
2 On U SC ns 15 Pre = 1 RR RR = 
Sind nun q beliebige Gleichungen: 
r,=0.,,.0.,59 
vorgelegt, so beweist man, daß jedes Gleichungssystem: 
eds A Ve ae, 
das den Ausdruck E pdx identisch verschwinden läßt, die Gleichungen: 
(F,F,) = 0 


umfaßt. Durch Anwendung dieses Satzes gelingt es, das allgemeine Pro- 
blem 2 auf den früher erledigten Fall zu reduzieren, daß die vorgelegten 
Gleichungen die Form: 


Dr Nr lParı5 = - + Pas PIE RERLRLT &,) —=() (k=1,.. ,q) 


besitzen, und dabei alle Ausdrücke: (p, —h; ‚px —hx) gleich Null sind. 
Die angegebene Erledigung des Problems 2, die theoretisch voll- [229 
kommen ist, leidet an dem praktischen Übelstande, daß sie eine sehr große 
Anzahl Integrationsoperationen verlangt. Einfacher sind die folgenden 
Methoden. 
Handelt es sich darum, die Gleichung: p,„ — h„ = 0 zu integrieren, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, den Ausdruck: 


‚= pıdz, ar ie 7 Pr-ı9%,-1 FF hnd&, 
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auf eine (n — 1)-gliedrige Form: 
®,dF, — ee + PREIS 3 ERBEN 


zu bringen, so sind die Größen F',und ®, : ®,_., Lösungen der Gleichungen: 


n 


cU 


Bezeichnet man daher mit ®,,...,@g„_, ein beliebiges System von 
Lösungen dieser Gleichungen, so besteht immer eine Relation von der 
Form: - N 


Bodo, 0 aa 


k=1, 
Wählt man insbesondere die Größen: 
DEN 
derart, daß sie durch die Substitution: x, = «a, beziehentlich die Werte: 
oe a en 
annehmen, so ist: 
V’=o(w,do, +''"+@n-3sdmn_, + dw,_ı). 


Hiermit ist aber V auf eine (n — 1) - gliedrige Form gebracht, und es bilden 
die Gleichungen: 
D = CO, 2, On = COnBE, 


eine vollständige Lösung von: 9 — in = 0. 

Dies ist die Cauchysche Methode in ıhrer wahren allgemeinen Form. 
Nach derselben verlangt die Integration der Gleichung: p, — h„ = O nur 
die Bestimmung aller Lösungen der Gleichungen: 


Br, )=0, Ir, =0. 
Handelt es sich darum, die Gleichungen: [230 
9 -h=I)..,: u =0I (pr hs Pr hi) = 0 
zu integrieren, das heißt, soll man den Ausdruck: 
V=hda ++ hd + Parıdları + + Pndn 
auf eine (n — g)-gliedrige Form: 
®,dF, +" +9,-2dFn-a 


bringen, so sind die Größen F', und ®, : ®,_,„ Lösungen von: 


cU 
Mi —-h0)=0,..,m. - hu, Ü)=0, Sr, = 
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Bezeichnen wir daher mit @,,...,@gn_20_ı ein beliebiges System 


von Lösungen dieser Gleichungen, so besteht immer eine Relation von 
der Form: 
2n—2y—1 


V ae 0 ® 2, (01, at Bas a Von-20-1) d@r. 


ka 


Wählt man insbesondere die » derart, daß sie durch die Substitution: 


I — Ci; ... Lg = &, 
die Werte: 
Lg+1,*+ + In Pa+ı * Prn> +» +» Pn-ı : Pn 


annehmen, so kommt: 
‚= o(@n-g+140] 7 Dgn-20-1@n-g-1 + dwn_.)- 


Hiermit ist V auf eine (n — q) -gliedrige Form gebracht, und es bilden die 


Gleichungen: 
0, = const., .. 0... 6onst. 


eine vollständige Lösung der vorgelegten Gleichungen: 
Pı —hı =0,..,Pr — — 8 


Dies ist die vom Verfasser erweiterte Cauchysche Methode. Die- 
selbe reduziert die Integration des vorgelegten Gleichungssystems auf die 
Bestimmung aller Lösungen eines vollständigen Systems. 

Noch einfacher ist die folgende Methode. 

Es seien: 

Y,ı -hh=I,.:.,2, —h, = 0 
die vorgelegten Gleichungen, die paarweise: 
(Ph, Pr Ar) = 0 


ergeben. Man bezeichne mit ® die Funktion, in welche die Sub- [231 


stitution: 


die Größe ® überführt, und ebenso mit Y® die Funktion, in welche die 
inverse Substitution: 

E— a 

= k n k 


die Größe Y transformiert. 
Sind nun ®,,..., ®gn_20—ı ein System Lösungen von: 


o® 
(5) M—-hı,P)=0,..., Der: d%)=0, PA, 
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so sind: ®9,...,@%_,,_., ein System Lösungen von: 


(6) P- Ih, 0)=0=@-h, 0). 


Gibt man dagegen eine beliebige Lösung Y der letzten Gleichung, so ist 
die Größe Y'” im allgemeinen keine Lösung von (5). Sind jedoch 
Wy22u Won-ag_ı ein System Lösungen von (6), die durch die Substitu- 
tion: x = 0 die Werte: 


En De Dass ed 
annehmen, so sind W9,..., W%)_,,_., ein System Lösungen von (5). 
Hiermit ist die Integration des Gleichungssystems: 


9 hı =0,..,Pa hu = 0 


auf diejenige der Gleichung: p —h = 0 reduziert. 
Vermöge dieses Satzes kann die Integration einer vorgelegten Glei- 
chung zwischen n Variabeln: p„ — h„ = 0, nachdem eine Lösung von: 


(Pan — An, N)=0, Ip! 


gefunden ist, auf diejenige einer Gleichung zwischen n —1 Variabeln 
zurückgeführt werden. In derselben Weise reduziert man diese neue 
Gleichung auf eine mit nur n — 2 Variabeln, und so weiter. 

Dies ist diejenige einfache Integrationsmethode, die der Verfasser im 
Jahre 1872 veröffentlichte. Gleichzeitig fand Mayer durch eine ganz an- 
dere Methode entsprechende Integrationsvereinfachungen. 


17% 


2. Koenigsberger und Zeuner, Repertorium der literarischen Arbeiten aus 
dem Gebiete derreinen und angewandten Mathematik, Bd. I, S.27—33. Leipzig 1877. 


Diese Anzeige stimmt zum Teile wörtlich mit der eben abgedruckten überein. Es 
genügt daher, im folgenden die Abschnitte mitzuteilen, wo sie abweicht. 

S.152, Z. 19. Und der gefundene Satz lehrt, daß die Elemente, die 
eine Fläche bedecken, oder eine Kurve umhüllen, oder endlich durch einen 
Punkt gehen, die allgemeinste Schar mit der verlangten Eigenschaft bilden. 
— Ist n eine beliebige Zahl, so ließe sich eine entsprechende Interpretation 
entwickeln, indem man nämlich die Betrachtungen ... 

5.153, 2.14. Nun aber kann man, wenn überhaupt q + m Größen: 
F},.., fa 91; - - -, P„, vorgelegt sind, welche (3) befriedigen, immer, indem 
man sukzessiv eine Anzahl vollständiger Systeme aufstellt und jedes- [29 
mal eine Lösung bestimmt, weitere Funktionen: F41,... En; Omzıs:-s 
®, finden, welche dieselben Relationen erfüllen. 
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Hieraus schließen wir zunächst, daß jede Gleichung: F, = a, voll- 
ständige Lösungen besitzt, und daß die Bestimmung einer solchen nur 
die Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen verlangt. 

Wir schließen ferner, daß jedes Gleichungssystem: 


Bea. Fi SER O 


vollständige Lösungen besitzt, deren Bestimmung nur die Integration ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen verlangt. 
Sei jetzt vorgelegt ein Gleichungssystem von der Form: 


(4) Pr hılParn-:s (ZE I. u) = 0 (k=1,...,9), 


wo. 


(pi hi, Pr — hr) = 0 
ıst. Es läßt sich beweisen, daß der Ausdruck: 
2=hda, +: + h.de, + Pa+ıd&%gr1ı 4° + erdam 
auf eine (n — gq)-gliedrige Form: 
Q=Gb,dF, +::-:-+9,_.dFn-, 


gebracht werden kann. Die Größen F und ® sind definiert durch die 
Gleichungen: 
(Pr — hf) nn 0, (Pr — hr, ®) Tr 0, 


(F,F,) a (F,®,) au (®,®,) —(, (®,F,) —=1, 
dF dd 
ZPram ı ZPramn 


Ist ein Größensystem F, ® gefunden, welches diese Relationen er- 
füllt, so befriedigen die Gleichungen: 


ge RE PR a 7 n-a 


zusammen mit (4) die Relation: Updz = 0; sie bilden, sage ich, eine 
vollständige Lösung der vorgelegten Gleichungen. 

Von einer gegebenen vollständigen Lösung geht man über zu der all- 
gemeinsten vollständigen Lösung, indem man die Gleichung: 


dr, +: +®,_. du. = MdPf; +: -- + Di _.dFr-, 


in allgemeinster Weise befriedigt. Wie dies geschieht, ist aus der Theorie 
des Pfaffschen Problems bekannt. 
Sei endlich vorgelegt ein Gleichungssystem von der Form: 


— Prl&arı3 + &n) = 0 R=1,...,9|30 
) | | 
Pi ee h; A. ELITE In; Pı> ... Po» Py+i1» RT Pr) >= 0 @=g+1,.:,0) 


2. 


(5 
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Er, 
” N Se 


Es wird bewiesen, daß sich der Ausdruck: 
Pdpı +": + Pipe + harıdagrı + + hyda, + 
+ Pyrıdgpsı 7°: + Dodn 
auf eine (n — g’)-gliedrige Form: 
B,df, ++ 9,-„dfn-y 


bringen läßt; die Integration des Gleichungssystems (5) wird auf die- 
jenige eines Systems von der Form (4) zurückgeführt. 
Sind nun r ganz beliebige (Gleichungen: 


IF... erh 
vorgelegt, so beweist man, daß jedes Gleichungssystem: 
ah ii De iR ei, 


das den Ausdruck 2’pdx identisch verschwinden läßt, sämtliche Glei- 
chungen von der Form: 
(,f,) = 0 

enthält. Durch Anwendung dieses Satzes gelingt es, das allgemeine Pro- 
blem 2 durch ausführbare Operationen auf den speziellen Fall zu redu- 
zieren, daß die vorgelegten Gleichungen die Form (5), oder noch einfacher, 
die Form (4) besitzen, und da dieses spezielle Problem schon erledigt ist, 
so ist hiermit eine allgemeine Behandlungsweise des allgemeinen Problems 2 
gefunden. 

Die entwickelte Integrationsmethode verlangt eine große Anzahl 
Integrationsoperationen. Einfacher sind die folgenden Methoden. 

Handelt es sich darum, p„ — h„ = 0 zu integrieren, das heißt: 


V=pdr +. +Mm-1ıd%n-ı + md 
auf eine (n — 1)-gliedrige Form: 
®,dF, +. -+9,_ıdFa-ı 
zu bringen, so weiß man, daß die Größen F', und ®, : ®,_, Lösungen von: 
(Pr An, U)=0, Ip =? 
sind. Bezeichnet man daher mit: 


], 2 WVon-—3 
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ein beliebiges System Lösungen dieser Gleichungen, so kann V immer [31 


die Form: 
2n—3 


‚= in la, en) 
erhalten. Wählt man insbesondere die Größen: 
dr a a Dan 
derart, daß sie durch die Substitution: £&, = « = const. die Werte: 
ER a RO 
annehmen, so ist: 
V = o(w,do, + @,,1ıd@g + @n42d0s +" + Oyn_3dw,_s + dw._ı); 
und also bestimmen die Gleichungen: 
er: a a 


eine vollständige Lösung von: p, —n =0. _ 
Dies ist die Cauchysche Methode in ihrer wahren Allgemeinheit. 
Soll man andererseits das System: 


Ir -h=I0,..,9% —h=I wo: ;—h,Pr hi) =, 
integrieren, oder anders ausgesprochen, soll man den Ausdruck: 
V=hartı ++ hrdt, + Parzıdları F°°° + Pd 
auf eine (n — g)-gliedrige Form: 
®,dF, +: +9,_.dAFn-a 
bringen, so sind F, und ®, :®,_, ein System Lösungen von: 


(pı —hı; U)=0, ...; a; U)-=0, 


pe 
k 


Bezeichnet man daher überhaupt mit ®,,.. .,®gn_2.—ı ein System Lö- 
sungen dieser Gleichungen, so besteht immer eine Relation von der Form: 


2n—2g9—1 


en. > 2, (@,; ..., Dgn-20-1ı)d@r- 


SE: 


Wählt man insbesondere die Größen: 


Di. On-g; n-a+1: ++» Wan-2a-1 


derart, daß sie durch die Substitution: &, = @,..., 2%, = a, die Werte: 


La+1, +9 In» Pa+ı: Prns>** » Pn-ı ° Pn 
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annehmen, so verschwinden dien — gq— 1 letzten Glieder in der letzten [32 
Gleichung, es kommt: 


V’ = 0(0_-41d0 4 @ 04240; #4 @gn-20-ıd®n-0-ı + don -.); 
und also bestimmen die Gleichungen: 
1 na (1; ... On—u > An-a 


eine vollständige Lösung von: 9 —hı =0,...,9. —h. = 0. Dies ist 
die vom Verfasser erweiterte Cauchysche Methode. 

Noch einfacher ist die folgende vom Verfasser herrührende Inte- 
grationsmethode des Systems: 


Pı —h, 9 Fe », Pa —h, u RK 
wo: 
(P; hi h;; Pr er hr) = 0. 
Man bezeichne diejenige Funktion, in welche ® (z,,. . ., Zn, Pı» - + Pr) 

durch die Substitution: 

%., = +... = % +7T% 
übergeht, mit ®'”, und bilde sodann die Gleichung: 

P— Im =-0=p—h. 

k 


Ist nun: 
Wie, 0, Inn Pa+ı : Pr» mar Pn-ı : Pr) 


eine Lösung von: 

dW 
6) (Mh, M=0,..., (mh, W)=0, SP dpr 0, 
so ist auch: 


(7) (p —h,W®) =0 


Sind: W,,..., Wen-a,_ı ein System Lösungen von (6), so sind Wr. *7 
WN)_,,_, ein System Lösungen von (7). 
Nimmt man dagegen eine beliebige Lösung Y von (7) und führt auf 


sie dıe inverse Substitution: 
I, 4x 


To Se 
k T 


aus, so ist die hervorgehende Funktion Y” im allgemeinen keine Lösung 
‚ von (6). Wählt man indes ein System Lösungen: 


Dj... Ing; On-a+1r ++ Wan-2a-ı 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 11 
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von (7), welche die Eigenschaft besitzen, durch die Substitution: x a; 
die Werte: 

ER RE OL ER 1 [33 
anzunehmen, so sind die Größen: 


() (x) 
od, b) “20,05 Wn-2y— 


ein System Lösungen von (6). 

Hiermit ist die Integration des Systems: pı —hı =0,...,P, —h, = 0 
auf diejenige von:p —h = 0 zurückgeführt. 

Vermöge dieses Satzes kann die Integration der Gleichung: 


DB ER, 
nachdem eine Funktion N gefunden ist, welche die ee 


(Dr — In: N=0, BIT, ——=( 


_ erfüllt, auf diejenige einer Gleichung zwischen n —1 Variabeln: 


ER Ba hn-ı(Pı» 3 Pn-2> Fir ++» %n-ı) —=0 
zurückgeführt werden. Um diese reduzierte Gleichung zu integrieren, 
kann man zunächst eine Lösung der Gleichungen: 


dM _ 
(Pr-ı Ani; M)=’V, Bee, = 


suchen, und sodann eine ayayarnle Gleichung n — 2 Variabeln 
aufstellen: 


Pn-2 — An-2(Pı; 3 Pn-3> Ks ++ u =. 


Diese Gleichung wird in entsprechender Weise auf eine zwischen n — 3 
Variabeln reduziert, und so weiter. Zuletzt kommt man zu einer gewöhn- 
lichen Differentialgleichung zwischen zwei Variabeln. Ist diese integriert, 
so findet man sukzessiv durch ausführbare Operationen vollständige 
Lösungen aller aufgestellten Gleichungen, insbesondere auch eine voll- 
ständige Lösung von: p, — A, =. | 

Es ist unmöglich gewesen, in diesem kurzen Referate die. Bezieh- 
ungen zwischen den hier dargestellten und den von Jacobi, , 
und so weiter herrührenden Theorien auseinanderzusetzen. 


Christiania. 


Sophus Lie. 


de 2 ee 


III. 
Allgemeine Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. [464 
Zweite Abhandlung. 
Math. Ann. Bd. XI, Heft 4, S. 464-557, ausgegeb. 27. 4. 1877. 


In zwei größeren Arbeiten, die in diesem Journale gedruckt sind), 
habe ich versucht, die allgemeine Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen 1. O. (Math. Annalen Bd. IX, 5.245) und die verwandte 
Theorie der Berührungstransformationen (Math. Ann. Bd. VIII, S. 215) 
zu entwickeln.?) Diese neue Abhandlung schließt sich als Fortsetzung an 
jene beiden an. Im ersten Abschnitte entwickle ıch, indem ich zugleich 
das Mayersche Theorem (Math. Annalen Bd. V, S.465f.) als bekannt vor- 
aussetze, mehrere neue und nach meiner Auffassung äußerst merkwürdige 
Integrationstheorien der partiellen Differentialgleichungen 1. O. 


Im zweiten Abschnitte begründe ich eine allgemeine Theorie der in- 
finitesimalen Transformationen, die mit der Eulerschen Theorie des 
Integrabilitätsfaktors und der Jacobischen Theorie des letzten 
Multiplikators in Verbindung steht. Ich dehne. den Multiplikator- 
begriff auf vollständige Systeme linearer partieller Differentialgleichungen 
aus. Indem ich diese neuen Theorien auf partielle Differentialgleichungen 
1. OÖ. anwende, finde ıch die Resultate des ersten Abschnittes in neuer 
Weise wieder. 

Im dritten Abschnitte behandle ich die schwierige Frage, ob es denk- 
bar sei, daß die jetzigen Integrationsmethoden der partiellen Differential- 
gleichungen 1. O. künftig einmal durch noch einfachere ersetzt werden 
könnten. Indem ich zwei Hypothesen, deren Richtigkeit kaum bezweifelt 
werden wird, als Axiome aufstelle, gelingt es mir, nachzuweisen, daß die 


1) [Hier Abh. II und I.] 
2).Derjenige, welcher meine Untersuchungen über partielle Differential- 
gleichungen und Berührungstransformationen zu studieren wünscht, fängt am besten 
mit meiner Abhandlung in Bd. IX dieses Journals an. Darnach mag er die Abhand- 
lung in Bd. VIII und schließlich meine jetzige Arbeit lesen. Die beiden letzten Ab- 
handlungen setzen das Mayersche Theorem als bekannt voraus. 
41° 
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von mir in dieser und in jenen Abhandlungen entwickelten Theorien, die 
bekanntlich teilweise der Jacobi-Mayerschen Integrationsmethode |465 
(Math. Annalen Bd. V) äquivalent sind, das Größtmögliche leisten. 

Den Schluß meiner Arbeit bilden einige Noten. 


Abschnitt |. 


Zuerst bestimme ich den allgemeinsten Fall, in welchem man aus ge- 
wissen bekannten Lösungen des vollständigen Systems: 


(ff) =0,..., (Faf) =0, wo: (Fifa) —(, 


die fehlenden Lösungen durch ausführbare Operationen ableiten kann. 
Unter den übrigen Resultaten dieses Abschnittes hebe ich noch hervor, 
daß die Bestimmung von 2m + 1 fehlenden Lösungen des obigen voll- 
ständigen Systems im allgemeinen nicht schwieriger ist, als die Bestim- 
mung von 2m fehlenden Lösungen dieses Systems. Dieser Satz gibt, 
wenn m = 0 gesetzt wird, den von Jacobi herrührenden Satz, daß die 
Bestimmung der letzten Lösung immer eine ausführbare Operation ist.) 


$1. Ein neuer Fundamentalsatz. 


In diesem Paragraphen gebe ich eine Reihe neuer Fälle an, in denen 
man aus gewissen bekannten Lösungen des vollständigen Systems: 


(ff) =0,..., (faf) =(, wo: (Fifa) —=(, 


die fehlenden Lösungen durch ausführbare Operationen herleiten kann. 


1. Satzl. Sind fı,...,fr bekannte Funktionen von %,.. ., Ins 
Pı> = +» Pn, die eine Relation von der Form: 
(1) pda ++ md =Fıdfı + +F,df, +dU 


erfüllen, so lassen sich die Größen F, durch eine Anzahl Differentiationen 
bestimmen, nachdem U durch eine Quadratur gefunden ist. 

Beweis. Ich drücke z,,.., 2%» Pıs---Pn als Funktionen von 
fı,-- ‚fr und von 2n —r passend gewählten weiteren Größen u,,..., 
üÜgn_, aus, und führe sodann die f und u als unabhängige Variable ein. 
Hierdurch erhält die gegebene Gleichung die Form: 


= DA + SpA = SIFudf, er Be eg Be} af, 


1) Die Hauptresultate dieses Abschnitts finden sich in der Abhandlung ‚‚Re- 
sum& einer neuen Integrationstheorie‘‘, Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, 
Bd. I, Christiania 1876. [D. Ausg. Bd. III, Abh. XVIII.] 
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und zerfällt daher in die beiden Systeme: [466 
eU >, 2? 
eU 0% 
TOR ARE ed 
(8) Fj of; r, — Pr of; 


Das erste System gibt, wenn man es mit du, multipliziert, nach v 
summiert und hierauf integriert: 


(&) U-f Ip zu dm + 2. h) 


wo die Integrationskonstante Q eine arbiträre Funktion der f ist. Nach- 
dem U in dieser Weise durch eine Quadratur gefunden ist, ergeben sıch 
die F, vermöge der Formel (3) durch bloße Differentiationen, was eben 
zu beweisen war. 

Man erhält übrigens einen eleganteren Ausdruck für F,, wenn man 
U aus den Gleichungen (2) und (3) eliminiert. Dies gibt: 


ou; u > ( eu, of; 
woraus durch Multiplikation mit du,, Summation nach : und Integration 


folgt: F, - [2 6% __ OPr Ser) du;. 


Pr Se) 
of, 0u;)’ 


ou; eh; of; ou; 


Diese Formel enthält als Integrationskonstante eine arbiträre Funktion 
der f, die durch Einsetzung in (1) bestimmt wird. Wendet man dagegen 
die Formeln (4) und (3) an, so kann Q ganz willkürlich als Funktion der 
f gewählt werden. 

Satz 2. Die Gleichungen: 


(1) pda + +mdn =Fıdfh +: +F,df, +AU, 
(5) (fıfs) er 0, (fıfs) =(,.., (fıfr) — 0 
ziehen die Relationen: 

(Fıfı) —1, (hf) —(, Ih,2—-U] —=0 
nach sich. 


Beweis. Die Bedingungsgleichung (1) löst sich in die 2n folgenden 
Gleichungen auf: 


(© ee 


(7) 0= IF, 2 ee. 
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woraus durch Differentiation, indem wir die x und p als von einander [467 
unabhängig auffassen: 


Can 0% _ 0% 
an ud, ke of: 
rn 02% 0a "op 


0 
2.06 
a OF, ef: öF,; of 
Die OP OP 5 


entsteht. Diese Relationen zeigen, daß die Gleichungen: 


Seh A; ‚ Sfor: eier 
(8) U; _ en Yx Er .); vi, _ de Yr 2 a zu) =1,..„r) 
die 2r folgenden nach sich ziehen: 
2 RENT m RER 2 
OF, of; or, Be) sh: 
en Öpn Im I (Mg ee 


Setzen wir diese Werte der y und z in (8) ein, so kommt: 


1 ER © RER 2 
Fer > u.(Rfı) DB PAIMDE 
Q og 
und, wenn wir insbesondere i—=1 setzen und dabei die Relationen (5) [468 
berücksichtigen: 


A: 
(9) has Be Du (Rh). 


Da nun aber fı, fa, - - ., fr unabhängige Funktionen der x, p sind, und es 
infolgedessen unmöglich ist, zwischen den r Gleichungen (8) die Größen 
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y, und z, zu eliminieren, so muß die Gleichung (9) an sich ıdentisch, und 
folglich: 


Ye (Fıh): (hıF) =, hF)=0... (fıF,) = 0 
sein. 
Setzen wir andererseits die Werte (6) und (7) der Differentialquo- 
tienten von U ın: 


1220 ren „ 
z afı oh aD. 2 on ec 
re Paz, au 97 Fr OPr OPr a) 


ein, so erhalten wir: 
2 -U1= SI Fuhhtd, 
oder, da alle (f,f,) gleich Null sind: 
fı,2—-U]=0. 


Hiermit ist unser Satz erwiesen. 


Satz 3. Besteht die Gleichung: 
(1) dm +" +mdmn =Fıdh +: +Frdaf, +aU,; 
und sind dabei fj5 far» - fr Lösungen des vollständigen Systems: 


(10) AN=%..,.(f =, 


so sind: Fy+1,:..;‚F, die fehlenden Lösungen dieses Systems, und die 
Größe U erfüllt die Relationen: 


(11) en eo 


Beweis. Nach der Theorie des Pfaffschen Problems verlangt das 
Bestehen der Gleichung (1), daß 2n von den 2r Größen 7, und f, von ein- 
ander unabhängig sind. Demzufolge müssen unter den 2r —q Größen: 


De. IR ER 


jedenfalls 2n — q von einander unabhängige vorkommen. Nach dem vor- 
hergehenden Satze sind aber alle diese 2r — q Größen Lösungen des voll- 
ständigen Systems (10), weil nach Voraussetzung fj, - . -, fr demselben 
genügen. Nun besitzt dieses System eben nur 2n —q unabhängige Lö- 
sungen, also sind alle Lösungen desselben Funktionen von fi,-. fr; 
ee | [469 

Daß andererseits U den Gleichungen (11) genügt, folgt unmittelbar 
aus dem.vorangehenden Satze. 
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Theorem I. Kennt man von den Lösungen des vollständigen 
‚Systems: 


AMAN=9% KN=I..,.h=I wo (Fl), 


eine so große Anzahl, etwa fi... sfas-: „fr, daß eine Relation 
von der Form: 


pıda, — en + Pd, ='F,dh + er + F,df, + dU 
stattfindet, so verlangt die Integration des Involutionssystems: 


h=..,h=% 


nachdem U durch eine Quadratur gefunden ist, nur gewisse 
Differentiationen und Eliminatvonen. | 


Beweis. Wir bestimmen (Satz 1) U durch eine Quadratur und hierauf 
F,+1;--„„f, durch Differentiation. Hiermit kennen wir (Satz 3) alle 
Lösungen des vollständigen Systems: (AN) =9,..,(kf) = I, und 
außerdem eine Lösung des Systems: [f,, 2 — U]=0,..,[f,2 — U]=0. 
Also können wir mit Hilfe der erweiterten Cauchyschen Methode eine 
vollständige Lösung des vorgelegten Involutionssystems durch bloße 
Elıminationsoperationen ermitteln. 


2. Um die Wichtigkeit und Tragweite des aufgestellten Theorems 
klar hervortreten zu lassen, werden wir zwei weitere allgemeine Sätze 
entwickeln. 


Satz 4. Kennt man unter den Lösungen des vollständigen Systems: 


(ff) =(0,..., (Faf) —(, wo. (Fifa) —(, 


eine so große Anzahl: fi, - - - fas - - - fr, daß die von den f erzeugte Gruppe 
n-gliedrige Involutionssysteme enthält, so verlangt die Integration des In- 
volutionssystems: 

h=m.-kR=% 
nur noch ausführbare Operationen. 

Beweis. Die aus den f durch Anwendung des Poisson-Jacobı- 
schen Theorems hervorgehende Gruppe: fi, .- fa +: frs + - », fs besitzt 
unter der gemachten Voraussetzung die kanonische Form: X,,..., A, 
P\,..., P„.') Folglich besteht eine Relation von der Form?): 


md +. + mdm = HdXı +: +QndXKn +aV, 


1) Vgl. Math. Annalen Bd. VIII, S. 267. [Hier Abh. I, S. 56, Satz 49, 50.] 
2) Ebd. S. 228, Satz 6. [A.a. 0. 8.15.] 
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und da die X, Funktionen von fı,...., fs sind, so besteht auch eine Rela- 
tion von der Form: 

pda +. +mdn =Fıdfh +: +Fadf, +qV, [470 


und also kann nach Theorem I die Integration des vorgelegten Involutions- 
systems vermöge ausführbarer Operationen bewirkt werden. 


Satz 5. Besteht die Gleichung: 
pda + +mdmn =Fıdfi +: +F,df, +dU, 


so besitzt die von fı, - - -, fr erzeugte Gruppe die kanonische Form: Xı,. - -; 
Br TE 


Beweis, Sei X,,..,X,, Pı,. . ., P, eine kanonische Gruppe, welche 
‚die Größen fı,.. .,f, enthält. Drake wir die f als Funktionen von 
X... X Pı:.., P,aus, so erhält die vorgelegte Bedingungsgleichung 
die Porn: 


I; 


ZIprdar = SA; iX SB dP,+qV. 
iR 


Bilden andererseits X,,.. 


‚Pı,--., P„ ein System kanonischer Va- 
rıabeln, so ist: | 


Dr.de, u P,dX, + ae P,42%, 2. dW, 
k 
und also kommt: 
1...n 1...0 1... 
Wären nun « und ß beide kleiner als n, und dabei etwa ß <a, so würde 
man durch die Substitutionen: 
Ku er Bons Pre Bohet a, P, — Üonst. 

hieraus die Gleichung erhalten: 

ParıdXarı +°''' + PhdX„ = d(V —M). 


Diese ist aber wegen der Unabhängigkeit der Größen: Parıs: - -, Pr» 
Xat+is+ +, X, unmöglich. Also muß die größere der beiden Zahlen « und ß 
gleich n sein, was eben zu beweisen war. 


$ 2. Bekannte Spezialfälle des aufgestellten Theorems,. 


3. Jacobis Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichun- 
gen 1. O. liegt unter anderm der folgende Satz zu Grunde: 

Bestimmen die Gleichungen: fi = @,...,fn = @,, in denen die f 
Funktionen von &1,..., Zn; Pıs =» Pn, die « konstante Parameter be- 
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zeichnen, die Größen Pı,..., pn derart als Funktionen von &,...,%,, 
daß: pda, +: + p„dx, ein vollständiges Differential dU wird, so ist: 
z— U =a eine vollständige Lösung einer jeden Gleichung: f. = «,, 
und die Differentialquotienten von U hinsichtlich: &,,..., &x_.1, [471 
rs: bilden zusammen mit den Größen f dıe Lösungen der 
Gleichung: (f.f) =. | | 
Diesen Satz verallgemeinerte ich schon längst folgendermaßen: 
Sind fi, - - -‚ /n bekannte Funktionen von I1,. . ., Ins Pıs - - -» Pn, die 
in solcher gegenseitiger Beziehung stehen, daß die Gleichungen: f, = Const., 
fm = Const. den Ausdruck: pda, +: + p„dx, In ein vollstän- 
diges Differential umwandeln, sodaß also eine Relation von der Form: 


pda +. +mdm =Fıdfı +: +Fudfn taV 


besteht, so findet man eine vollständige Lösung einer jeden Gleichung: 
f. = a, und zugleich alle Lösungen der Gleichung: (f,f) = 0 durch eine 
Quadratur und gewisse Differentiations- und Eliminationsoperationen. 

Es ist unmittelbar einleuchtend, daß sowohl die besprochene Jacobi- 
sche Theorie, wie meine Verallgemeinerung derselben Spezialfälle meines 
Theorems I sind. 

4. Überraschender ist es, daß die Bestimmung der letzten Lösung 
der Gleichung: (fo) = 0, die Jacobi vermöge seiner Theorie des letzten 
Multiplikators ausführt, in allen Fällen, die nicht schon durch das 
Poisson-Jacobische Theorem erledigt werden, auch durch mein Theo- 
rem I geleistet wird. 

Kennt man nämlich von den Lösungen der Gleichung: (ff) = 0 alle, 
ausgenommen die letzte, und ist es dabei unmöglich, die fehlende Lösung 
ohne Quadratur durch das Poisson-Jacobische Theorem zu erhalten, 
so bilden die bekannten Lösungen eine Gruppe, welche n-gliedrige In- 
volutionssysteme enthält.t) Folglich wird die Bestimmung der letzten 
Lösung durch Satz 4, oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch Theo- 
rem I geleistet. 


1) Setzt man in der Tat: /, =X, und nimmt an,daßX,,..„ Xu, P,» Pa ...,‚P3 
die kanonische Form der von den bekannten Lösungen gebildeten Gruppe sei, so 
ist bei unserer Voraussetzung: 

a.+ß —-1il=2n —2, also: a+BßB=2n —1. 
Weiter ist?” "> - er ER Sage er 
a<n ‘und: P<n. 
Also muß entweder a oder ß gleich n sein, sodaß unsere Gruppe entweder die Form: 
Kur. aA Pain Pa, Dder de Form Ru De DaRikeh, 

Diese beiden, übrigens äquivalenten Formen zeigen, daß unsere Gruppe n-glie- 

drige Involutionssysteme enthält. 
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Doch ist es keineswegs so, daß sich die betreffende Spezialisation 
meines Theorems mit der entsprechenden Jacobischen Theorie deckt. - 

Die Jacobische Theorie leistet insofern mehr, als sie die letzte Lö- 
sung auch dann durch eine Quadratur liefert, wenn dieselbe sich ein- 
facher durch das Poisson-Jacobische Theorem finden läßt. 

Auf deranderen Seite ist meineBehandlungsweise insofern [472 
vollkommner, als sie vermöge einer Quadratur nicht allein 
die fehlende Lösung von: (ff) =0, sondern auch eine Lösung 
von: [i,2— U]=0 gibt, sodaß eine vollständige Lösung von: 
fi =«a sich ohne weitere Quadratur aufstellen läßt. Die 
Jacobische Theorie braucht dagegen eine zweite Quadratur zur Auf- 
stellung einer vollständigen Lösung der letzten Gleichung. 

Soll also die Gleichung: fi = «a, integriert werden, so bringt, wenn nur 
noch eine Lösung von: (fif) = fehlt, im allgemeinen die Anwendung 
von Theorem I mehr Vorteil als die Jacobische Methode. Nur, wenn die 
fehlende Lösung von: (ff) = 0 sich schon durch das Poisson-Jacobi- 
sche Theorem bestimmen läßt, ist die Jacobische Theorie ebenso vor- 
teilhaft wie die meinige. 

5. Es gibt Fälle, in denen mein Theorem solche Lösungen gibt, die 
sich auch durch das Poisson-Jacobische Theorem bestimmen lassen. 
Kennt man nämlich von den Lösungen des vollständigen Systems: 


hd=9..,.(f)=0, wo (ki), 


eine so große Anzahl: fi,..., fg. fr, daß eine Bedingungsgleichung 
von der Form: | 


Sud =Fidh+--- + Pal; Hau 
k 


stattfindet, so gibt mein Theorem unter allen Umständen die fehlenden 
Lösungen. Bilden nun fı,..., fa, -- ‚fr keine Gruppe — es ist leicht, 
Beispiele zu konstruieren, in denen dies nicht der Fall ist —, so gibt das 
Poisson-Jacobische Theorem jedenfalls einige, und unter Umständen 
sogar alle fehlenden Lösungen durch Differentiation. Wenn aber auch alle 
Lösungen ohne Quadratur gefunden werden, so verlangt doch die Auf- 
stellung einer vollständigen Lösung des Involutionssystems: fi = &,.. -, 
fa = &,, gerade so, wie nach meiner Methode, immer noch eine Quadratur. 


$ 5. Allgemeine Verwertung mehrerer bekannter Lösungen. 


In diesem Paragraphen entwickele ich ein zweites Fundamental- 
theorem. Zuerst ein Hilfssatz. 

6. Satz 6. Enthält eine gegebene Gruppe: fı, - - -, fr /gerade] m aus- 
gezeichnete Funktionen: Ry,..., Q,, so ist es, auch wenn die Q unbe- 
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kannt sind, möglich, ein vollständiges System aufzustellen, das dem Systeme: 
(N= 9: : , (Qmf) = 0 Äquivalent ist. 

Beweis. Unter den gemachten Voraussetzungen verschwindet (Math. 
Annalen Bd. VIII, S. 255)) sowohl die Determinante: 


ah) Wald) Cal) | 
Br | . eo, | 
(dh) le) | 


als auch ihre sämtlichen Unterdeterminanten erster, zweiter, ..., 
(m — 1)-ter Ordnung, während es jedenfalls eine nicht verschwindende 
Unterdeterminante m-ter Ordnung gibt. 

Führen wir nun statt: &,,. . », &n> Pı> - - - P„n neue unabhängige Va- 
riable ein, nämlich: fı, . . -, f, zusammen mit 2n —r weiteren Größen: 
u. U, BO WIR: 


(kf) = Ih), tr I te) re 


[473 


und da die Determinante D verschwindet, so ist es möglich, aus den Glei- 


chungen: 
hNd=9... (N =0 


die Differentialquotienten von f hinsichtlich fı,...,/, zu eliminieren. 
Hierdurch erhält man m Gleichungen von der Form: 


B.N = DI ih; .. RE U; EB, ‚ Uan a 4 =; 
die von einander unabhängig sind. Bedenkt man nun, daß die Gleichun- 
gen: (Q,f) = 0 sowohl die Form: 


En AD= 


als auch die Form: 


> (2,.%;) N 


ı 2 ” 


—.d 


erhalten können und dabei unabhängig von einander sind, so sieht man, 
daß die beiden Gleichungssysteme: 


Auf) = 0... (m) = 0 


B,f) =(0,... B„R) = 


einander äquivalent sind. 


und: 


1) [Hier Abh. ], S. 43f.] 
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7. Seinun: fi =a,,...,f, = «a, ein vorgelegtes Involutionssystem, 
und seien: f,;1; - - -, f, bekannte Lösungen des Systems: 


(fıf) =0,..., (af) —=(, 


die eine Gruppe bilden, welche außer fı,...,f, noch [gerade] m aus- 
gezeichnete Funktionen: Q,,...,Q2, enthält. Indem wir den Regeln 
der vorangehenden Nummer folgen, erhalten wir ein vollständiges System: 


BN)=09,...,Barmf) = 0, 
das dem Systeme: 


(12) AN=d...fd=I UNI... Rn) = 0 
äquivalent ist. Und da fı,.... ., fr bekannte Lösungen dieses (q + m)- [474 
gliedrigen Systems sind, so gibt das Mayersche Theorem eine weitere 
Lösung y, desselben durch eine Operation: ?n —r —q—m. 

Es können nun verschiedene Fälle eintreten, die wir sukzessiv be- 
trachten wollen. 

Es ist zunächst möglich, daß die Größen: fı, . . ., f,, yı eine Gruppe 
bilden, in der selbstverständlicherweise: fi,..., fa Rıs +» -, Qm ausge- 
zeichnete Funktionen sind. Hätte diese Gruppe keine weitere ausgezeich- 
nete Funktion, so müßte die Zahl: 


+1) —-(q+m) 
als Differenz zwischen der Zahl der Glieder und der Zahl der ausgezeich- 
neten Funktionen eine gerade Zahl sein (Math. Ann. Bd. VIII, S. 259).') 
Dies ist jedoch unmöglich, da die r-gliedrige Gruppe fı,..„fr g+m 
ausgezeichnete Funktionen enthält, und also die Zahl: r — (q + m) ge- 
rade ist. Folglich enthält die Gruppe: fı, - - ., fr, 9 [geradelq + m +1 
ausgezeichnete Funktionen.?) 

Hiermit hat unser Problem die folgende Gestalt gewonnen: Vor- 
gelegt zur Integration ist ein q-gliedriges Involutionssystem: fi = @,.. -, 
fx = @,, und man kennt r +1 Lösungen des Systems: (ff) = 0,..., 
(f.f) = 0, die eine Gruppe mit q + m + 1 ausgezeichneten Funktionen: 
fs --» fo Dis». Qmrı bilden. Dieses neue Problem hat ganz dieselbe 
Gestalt wie das ursprüngliche, nur sind die Zahlen r und m bezüglich in 
r +1 und m + 1 übergegangen. Wir können daher ganz so wie vorhin 


1) [Hier Abh. I, S. 48, Satz 38.] 

2) Es gilt überhaupt der Satz: ‚Enthält eine r-gliedrige Gruppe u,,..., 4, 
m ausgezeichnete Funktionen, so enthält jede (r — g)-gliedrige Untergruppe 
Us. ,%,_a (9 < m) jedenfalls m — q ausgezeichnete Funktionen.‘ Dieser Satz er- 
:gibt sich als direktes Korollar aus dem Theoreme VIII, Math. Annalen Bd. VIII, 
S. 256, [hier Abh. I, S. 44.] 


174 III. Allgemeine Theorie der part. Diffgl. 1.0. II. Abh. Ann. XI, 1877 


weitergehen; wir stellen also dasjenige vollständige System auf, welches 
dem Systeme: 


(ff) =(,.., (af) =(, (RP) =(;..., (Rm+ıf) =0 
äquivalent ist, und bestimmen, da wir schon r + 1 Lösungen desselben 
kennen, eine weitere Lösung vermöge einer Operation: 2n — (r +1) 
— (q+m +1). Die Ordnung dieser Operation ist, wie man sieht, um 
zwei Einheiten geringer als diejenige der ersten Integrationsoperation. 

Es ist aber auch denkbar, daß die bekannten Lösungen: fi, - - ., fr; Yı 
des Systems (12) keine Gruppe bilden. Alsdann gibt das Poisson- 
Jacobische Theorem noch weitere Lösungen, etwa: yg,...,y,. In der 
hierdurch hervorgehenden Gruppe: fi, -: .» fr» Yı> - - - Ys Sind jedenfalls: 
I1> +++ far Riss», 2, und unter Umständen noch einige weitere Größen: 
Anis Amım ausgezeichnete Funktionen. Und unser Problem hat 
wiederum seine ursprüngliche Gestalt angenommen, nur daß die Zahlen 
r und m sich respektive in r +s und m + m’ verwandelt haben. [475 
Daher hat die nächste Integrationsoperation die Ordnung: 


2n —(r+s) -(g+m-+m)), 


welche Zahl, da s> 2 ist, mindestens um zwei Einheiten niedriger ist 
als die Ordnung der ersten Integrationsoperation. | 
In beiden Fällen ıst also die Ordnung der zweiten Integrations- 
operation mindestens um zwei Einheiten niedriger als diejenige der ersten. 
Dementsprechend ist die Ordnung der dritten Integrationsoperation minde- 
stens um zwei Einheiten niedriger als diejenige der zweiten, und so weiter. 
In dieser Weise fährt man nun fort, bis man so viele Lösungen: 


17:5 I des Systems; 
a ae: 


gefunden hat, daß die Gruppe: fi, -. .,f, so viel ausgezeichnete Funk- 
tionen: fis fa Rıs- - -, Qu besitzt, daß das vollständige System: 


ANDI... NO AUN=d.., (RN = 0 
keine weiteren Lösungen als: fi,...,/, zuläßt. Alsdann enthält unsere 


Gruppe n-gliedrige Involutionssystemet), und folglich (Satz 4) verlangt 
dıe Integration unseres Involutionssystems nur noch eine Quadratur. 


1) In der Tat, setzt man: 
fı FE Aurzulg me Be 2, = RE = No+u 
so besitzt die Gruppe: f}, .. .,f, die kanonische Form: 
Ay Ag Ankh An Radar tik 


Wäre nun  <.n, so gäbe es außer f,, ...., f„, gegen die Voraussetzung, noch weitere 
Funktionen, die mit X,,...,X,+. in Involution liegen. 
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Da die Differenz zwischen der Zahl der Glieder und der Zahl der aus- 
gezeichneten Funktionen einer (Gruppe eine gerade Zahl sein muß, so ist: 


r—(g+m) =2t, 
wo teine ganze Zahl bezeichnet. Folglich ist: 


r+(+m =2(t +qg+m) 
und: 
2zn —r—q—m=2n—t—q—m), 


das heißt, die Ordnung der ersten Integrationsoperation ist immer eine 
gerade Zahl. Und da die folgenden Integrationsoperationen ganz von der- 
selben Art wie die erste sind, so folgt, daß sie sämtlich von gerader Ord- 
nung sind. 

Hiermit ist das folgende fundamentale Theorem bewiesen: [476 


Theorem IH. Soll das Involutionssystem: 


h=,...f$,=% 


integriert werden, und kennt man bereits eine Anzahl Lösun- 
gen des vollständigen Systems: 


AN... 


etwa: farıs „fr, So sucht man zunächst weitere Lösungen ver- 
möge des Porsson-Jacobischen Theorems zu bestimmen. Sei: 
Islas" fen ++, fs die hierdurch bestimmte Gruppe, die außer: 
fi»... „noch [gerade] m unbekannte ausgezeichnete Funktionen 
enthalten mag. Alsdann verlangt die Integration des vorgelegten 
Involutionssystems im ungünstigsten Falle nur noch die Ope- 
rationen: 


2n —q—s—m An —q—s— m —2...,.0,4,% 


[nebst einer Quadratur]. Unter Umständen können einige 
dieser Integrationsoperationen wegfallen. 


$:4. Schematische Beispiele. 


8. Um die große Wichtigkeit des Theorems II hervortreten zu lassen, 
behandle ich einige Beispiele schematisch. 

Sei: fh =a,...,f, = a, das vorgelegte Involutionssystem, und 
seien: fa4ı +» „fs bekannte Lösungen des Systems: 


AN=9...kN 0. 
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Ich setze sukzessiv voraus, daß 2, 3, 4, 5 Lösungen fehlen, und zähle die 
verschiedenen Fälle auf, die bei deren Bestimmung eintreten können. Hier- 
bei hat man sich daran zu erinnern, daß, wenn die Gruppe: fı,.. .. fa» 
2... fs außer fi, . . ., f„ noch [gerade] m ausgezeichnete Funktionen ent- 
hält, stets (Math. Annalen Bd. VIII, S. 259 u. S. 269) }): 


s—(q+ m) = gerade 
und: 
s+(g+m)<2n 


ist, sodaß man, wenn die Anzahl 2n —q — s der fehlenden Lösungen des 
vorgelegten Systems durch u bezeichnet wird: 


„u —m = gerade und > 0 


hat. Fehlt insbesondere eine ungerade Anzahl Lösungen, so erlauben 
meine neuen Theorien immer, die zurückstehenden Integrationsopera- 
tionen wesentlich zu vereinfachen. 

1. Fehlen zwei Lösungen, so sind zwei Fälle möglich. Entweder ent- [477 
hält die Gruppe der f außer fı,...,/. keine weiteren ausgezeichneten 
Funktionen, alsdann brauche ich eine Operation 2 und eine Quadratur, 
welche letzte Operation ich der Kürze wegen als eine Operation 0 be- 
zeichnen werde. Oder aber diese Gruppe enthält noch zwei ausgezeichnete 
Funktionen: alsdann genügt eine Quadratur zur Aufstellung einer voll- 
ständigen Lösung. 

Früher (das heißt, indem man die Cauchysche, oder die erweiterte 
Cauchysche Methode benutzte) brauchte man in beiden Fällen die Ope- 
rationen: 2,1,0. War insbesondere qg = 1, so konnte man die Jacobi- 
sche Theorie des letzten Multiplikators anwenden, und brauchte dann nur 
die Operationen: 2, 0,0. 

Ich resumiere dieses Beispiel durch das folgende Schema: 


0 ausgezeichnete Funktionen | 2, 0 

= ? r r m 
früher, wenng>1 2,1,0 
früher, wenngqg =1 2,0, 0. 


2. Fehlen 3 Lösungen, so sind zwei Fälle möglich. Entweder enthält 
die Gruppe der f außer fi,...,f, noch eine ausgezeichnete Funktion; 


1) [Hier Abh. I, S.48, Satz 38 u. S. 59, Nr. 34.] 
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alsdann brauche ich die Operationen 2, 0. Oder aber es gibt noch drei aus- 
gezeichnete Funktionen; alsdann genügt eine Quadratur zur Aufstellung 
einer vollständigen Lösung. 

Früher brauchte man die Operationen: 3, 2,1, 0; nur in dem Falle 
q = 1 genügten die Operationen 3, 2, 0,0. 

Wir haben hier also folgendes Schema: 


1 ausgezeichnete Funktion 2,0 

3 : Funktionen | 0 

früher, wenn gqg >1 2:73.09 
früher, wenng =1 | 8,.2, 0,0. 


Man sieht, daß es nach meiner neuen Theorie nicht schwieriger ist, drei 
fehlende Lösungen zu bestimmen, als zwei fehlende. 

3. Fehlen 4 Lösungen, so enthält die Gruppe der f entweder 4 oder 2 
oder keine ausgezeichneten Funktionen außer f}, . . ., f,. Die entsprechen- 
den Integrationsoperationen sind: 


0 ausgezeichnete Funktionen | 4, 2,0 
r ar EA | 2, 0 
4 „ 1. 0 
früher, wennqg >1 4,373: 18 
früher, wenngq =1 4, 8, 2, 0,0. 
4. Fehlen 5 Lösungen, so sind die folgenden Fälle möglich: [478 
1 ausgezeichnete Funktion v 2,0 
3 2 Funktionen | 2, 0 
5 . R 0 
früher, wenng >1 TO 
früher, wenng =1 | EB DV. 


Man sieht also, daß die Integration des gegebenen Involutionssystems 
gleichviele und gleichschwierige Integrationen verlangt, wenn 4 und wenn 
5 Lösungen fehlen. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 12 
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Und ebenso ergibt sich aus Theorem II allgemein: 
Satz 7. Die Bestimmung von 2m + 1 fehlenden Lösungen des Systems: 


(fıf) =0,..., (faf) =(, wo: (if) —Q, 


verlangt nicht schwierigere Integrationsoperationen als diejenige von Am 
fehlenden Lösungen. 


9. Ich werde eine Anwendung des Theorems II auf die Mechanik 
machen. Hierdurch erreiche ich in der einfachst möglichen Weise die- 
jenigen Resultate, die sich aus Mayers und meinen Arbeiten aus dem 
Jahre 1872, verbunden mit den früheren Untersuchungen über diesen - 
Gegenstand ergaben. 

Sei: 

RE N 9 SAL 


diejenige partielle Differentialgleichung, auf die sich das allgemeine Pro- 
blem dreier Körper nach Hamilton und Jacobi zurückführen läßt. 
Seien ferner: fa, fs; - - ‚fo diejenigen Lösungen von (fıf) =, die den 
Schwerpunktsintegralen und den Flächensätzen entsprechen. Bildet man 
nun (Math. Annalen Bd. VIII, S. 284)!) die Determinante, deren Elemente 
die (f;f„) sind, so erkennt man, daß die Gruppe der f, außer f, noch 2 aus- 
gezeichnete Funktionen enthält. Folglich schließen wir unmittelbar aus 
Theorem II, daß die Integration der vorgelegten Gleichung im ungünstig- 
sten Falle nur noch die Operationen: 6, 4, 2 verlangt. 


In ganz entsprechender Weise behandelt man ein jedes mechanische 
Problem, das sich auf eine partielle Differentialgleichung 1.0. mit ge- 
wissen bekannten Lösungen reduzieren läßt. Das betreffende mechanische 
Problem braucht sich nicht auf den Euklidischen Raum, sondern kann 
sich auf einen jeden Raum von n Dimensionen mit konstantem Krüm- 
mungsmaße beziehen. | 


$5. Partielle Differentialgleichungen 1. O., welche [479 
die unbekannte Funktion enthalten. 


Um die vorangehenden Theorien auf Gleichungen, welche die un- 
bekannte Funktion explieite enthalten, auszudehnen, brauchen wir nur, 
wie gewöhnlich, die betreffenden Gleichungen auf die Form: 


Has Bi IN 


zu bringen. Hierbei treten unter Umständen gewisse Vereinfachungen ein. 


1) [Hier Abh. I, 8. 75f.] 
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10. Zunächst ist zu bemerken, daß die in Theorem I besprochene 
Quadratur zuweilen wegfällt, weil das betreffende Integral gleich Null 
gesetzt werden kann. Dies soll jetzt gezeigt werden. 


Satz 8. Sind: N,,...,N,,H homogene Funktionen, bezvehungs- 
weise nullter und erster Ordnung, die eine Gruppe von der kanonischen Form: 
X: Xns Pıs - - -; Pm bilden, so besteht eine Relation von der Form: 


Dprdt; = KıdN,+:---+K,dN,+dU, 
k 


in der U eine arbiträre Funktion der N ist und daher im besondern gleich 
Null gesetzt werden kann. 


Beweis. Es sei: X,,.., X Pı:--. Pm die kanonische Form 
unserer Gruppe, und: X,,..,X2; Pı;-.., P„ ein System kanonischer 
Variabeln. Alsdann ist bekanntlich: 


PP 2 


und, wenn man hier die X, die von nullter Ordnung sind, als Funktionen 
von N,,..., N, ausdrückt, so erhält man eine Relation von der Form: 


Zpyde=2KdN, 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


Satz 9. Sind: N,,...,N,,H, homogene Funktionen, beziehungs- 
wesse nullter und erster Ordnung, die eine Gruppe von der kanonischen Form: 
X... Am Pıs-: ., Pu bilden, so besteht, wenn m < n ist, niemals eine 
Relation von der Form: 


Epdz =EKdN +dl. 


Beweis. Bestände ın der Tat eine solche Relation, so würde man, 
wenn man die N als Funktionen von: X,,.., X n: Ps: Pi» Pa: Pı 
ausdrückte, eine Gleichung von der Form: 


Zpdz=Q,dX, +: +QmnIXK mt [480 
Raps: P)+ Seal: Pi) + U, 


oder, wenn: X,,..,Xn; Pı,-. ., P„ ein System kanonischer Variabeln 
bezeichnen, von der Form: 


RB PITSLRdP,:Pı) +4U 


12* 
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erhalten, woraus: ; 
Pr= + 7%; (&#1,...,n), 
P= Se (k=m+1,...,n), 
vr. ATE 
Oo 
(k=2,...,n). 


m 
en 
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt durch Elimination der R,: 


on a 
pp, te HF 


und die zweite Gleichung ergibt: 
U=PumnAsıt FR teste; Po) 


Also folgt: 
ParıXmeı ++ PoXa + Pısp + + Pas =0, 
1 n 
Ed 


welche Gleichung indes unmöglich ist, da die Größen X „+1; 


nicht vorkommen. 
Also ist unsere Annahme, daß eine Relation von der Form: 
Zpder = &KadaN + dU 


bestände, unrichtig. 

11. Die beiden aufgestellten Sätze erlauben, das angekündigte Resultat 
zu erreichen. Um aber diese Theorie möglichst eingehend zu behandeln, 
werden wir einige weitere Sätze entwickeln. 

Ist der Ausdruck: 
®,du, + :--+P,du, 


ein vollständiges Differential, und sind die ® homogen von nullter Ordnung 
hinsichtlich der u, so ist: ®]uU, +: + ®,u, das Integral des vorgelegten 


Hilfssatz. 


Differentials. 
Beweis. Es ist: [481 
Ö o,, 09% 
7, Orr = + Zu I 
und, da: 
ne 
eu, 6 ou 


ist, folgt: 
6 
Du, 2 9%,Uu=d;+ < ei A Pr, 
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oder, da ®, von nullter Ordnung ist: 


0 
Zu, Pre =®,, 


woraus durch Integration: 


D0,.U, = [odu, +. .+0,du,), 


k 
wie behauptet wurde. 


Satz 10. Sind: N,,..., N, Funktionen nullter Ordnung, die eine Re- 
lation von der Form: 
Zyde =K,dN, +:--+K,dN,+dU 
erfüllen, so ist U eine arbiträre Funktion der N und kann also gleich Null 


gesetzt werden. 
Beweis. Früher (Satz 1) fanden wir die Formel: 


cu; 


U - [Im ION N 


in welcher die unabhängigen Variabeln: u,,.. ., Un _, nur der Beschrän- 
kung unterworfen sind, von einander und von den N unabhängig zu sein. 


Wählen wir nun, wie es erlaubt ist, die u homogen von erster Ord- 
nung hinsichtlich der p, so werden umgekehrt die x, und p,, aufgelabt 
als Funktionen von den N und u, homogen hinsichtlich der u, und zwar 
werden die x, homogen von nullter, die p, homogen von erster Ordnung. 
Folglich sind die Ausdrücke: 


n 


k 
me 


homogen von nullter Ordnung, und nach dem vorangehenden Satze wird 
daher: 


U 3 Sn + Q(N, ..o N 


Beau. 
oder: 
U- Ip Zu SINE N. 
und, da: [482 
Sur 0 


ist, so folgt: 


wie behauptet wurde. 
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Theorem IH. Ist ein Involutionssystem nullter Ordnung: 
N} —=.(y, ... N. —(, 


zur Integration vorgelegt, und kennt man von den Lösungen 
nullter Ordnung des Systems: 


(13) (NN =0,... 1. N=0 


eine so große Anzahl: N.41--»N,, daß eıne Bedingungs- 


gleichung von der Form: 
Pd + tmdm = KıdN, +: -+K,dN,+dU, 
und also auch eine Relation von der einfacheren Form: 
pda + +mdm =KıdN, +. +K,dN, 


stattfindet, so verlangt die Integration des vorgelegten Invo- 
lutionssystems nur gewisse Eliminatronen und Differentia- 
tionen, dagegen keine Quadratur. 


Beweis. Die X sind bestimmt durch die Formel: 
Bet 7 0% R 
K,= Pr IN,’ 


wählt man daher die unabhängigen Variabeln u wie bei dem Beweise des 
vorangehenden Satzes, so werden die K homogen von erster Ordnung hin- 
sichtlich der u. Also sind sie, aufgefaßt als Funktionen von 27, .. ., Ins» 
P1> = + +, Pn, auch homogen von erster Ordnung hinsichtlich der p. 

Auf der anderen Seite wissen wir (Satz3), daß K,+1,-- -, X, diefehlen- 
den Lösungen des Systems (13) sind. Also sind die Verhältnisse dieser X 
die fehlenden Lösungen nullter Ordnung dieses Systems. Und da diese 
Lösungen ohne Quadratur gefunden werden, so verlangt die Integration 
unseres Involutionssystems wirklich nur gewisse Differentiationen und 
Eliminationen. 

Aus den vorangehenden Sätzen ergibt sich das folgende Korollar: 


Korollar. Soll das Involutionssystem nullter Ordnung: N, =, .. -, 
N,=«, integriert werden, so gibt es, wenn eine Anzahl Lösungen des 
Systems: er | 

(N,N) —=0, “0.9, (N,N)=0, De Fa 


etwa: Ny+1>---,N,, gefunden sind, zwei distinkte Fälle, in denen die 
Integration geleistet werden kann. 

Besitzt die von N,,...,Ng,--., N, erzeugte homogene Gruppe die 
kanonische Form: X1,..., Xn> Pıs - : -; Pm, so verlangt die Integration [483 
nicht einmal eine Quadratur, sondern nur Differentiationen und Elimina- 
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tionen. Hat sie dagegen die Form: X,,..,„ Am» Pi» Pr, 50 ıst noch 
eine Quadratur erforderlich. 


12. Auch bei der Anwendung der in $3 entwickelten Theorie auf 
Involutionssysteme nullter Ordnung gibt es ausgezeichnete Fälle, die eine 
weitere Integrationserniedrigung gestatten. 


Satz 11. Sind: N,,..., N,, H homogene Funktionen, beziehungsweise 
nullter und erster Ordnung, die eine homogene Gruppe mit [gerade] q’ aus- 
gezeichneten Funktionen, sämtlich von nullter Ordnung, bilden, so ver- 
schwindet eine jede Determinante mit r — q’ + 2 Reihen und Kolonnen, die 
der Matrix: 

(NıN}) ... (NıN,)(N,A)| 

DENN EN ENGE) 

MN... (NN NH) 

(FEN). AAN.) (Hr) 
Dr 0 H 


entnommen ist. Dagegen gibt es jedenfalls eine nichtverschwindende Deter- 
minante desselben Ursprungs mit r—q’ +1 Reihen und Kolonnen. 


Beweis. Faßt man U als Funktion von: N,,..., N, auf, so haben 
die r +1 Gleichungen: | 
NUR...) ed AA, =0 


nach Voraussetzung q’ gemeinsame Lösungen. Daher verschwindet eine 
jede Determinante mit r—q’ + 1 Reihen und Kolonnen, die der Matrix: 


(N\N,) ... (NN) 
(N,N,) ... (N2N,) 


(N „N 1) | Ä | (N ‚N 
(HN)... (HN, 


| 


entnommen ist. Dagegen gibt es jedenfalls eine nicht verschwindende 
Determinante desselben Ursprungs, die r— q’ Reihen und Kolonnen be- 
sitzt. Vergleicht man nun die Ausdrücke V und M, so erkennt man so- 
gleich die Richtigkeit unseres Satzes. 

Ich setze nun voraus, daß ein Involutionssystem nullter Ordnung: 
N, =0,,...,N, = a, integriert werden soll, und daß man gewisse Lö- 
sungen des Systems: 


DN 
NN)=0,...,(NN)=0, Ip, =° 
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etwa: N,+1>--,N,, kennt, die eine homogene Gruppe: N,,..., 
N gs: N,, H bestimmen. Außer N,,..., N, möge unsere Gruppe noch 
[gerade] m ausgezeichnete Funktionen: Q,,..., Q,,, die sämtlich von [484 
nullter Ordnung sind, enthalten. 


Ich kann voraussetzen, daß die Polargruppe von N,,..., N,, H nicht 
aus lauter Funktionen nullter Ordnung besteht. Sonst nämlich würden 
(Math. Annalen Bd. VIII, S.287)4) ihre 2n — (r +1) Glieder ein In- 
volutionssystem bilden und daher sämtlich ausgezeichnete Funktionen 
auch der gegebenen Gruppe: N,,...,X,,H sein. Es müßte dann also: 


2n—(r+1)=q+m, oder: 2?r —((+m)=r+]1 


sein. Die kanonische Form einer (r + 1)-gliedrigen homogenen Gruppe, 
deren sämtliche qg + m ausgezeichnete Funktionen von nullter Ordnung 
sind, ist aber (ebd. 5.294, Kor. 1)2): 


X, ARE, BC Adıı ER, Amy 2; rn 


wo: 2a +gq+m=r+1list. Alsowürde: a +qgq+m=n, und: 
X: Ans Pıs =: Pn-a-m die kanonische Form der Gruppe: N,,. 
N,,H sein, sodaß die Integration des vorgelegten Involutionssystems 
bereits durch das Korollar von Nr. 11 absolviert würde. 


Bei dieser Voraussetzung ist: 
o® 
14), IN, -0,.., (N WEB eh en, Fr 
k 


ein vollständiges System. Führt man nun an Stelle von &,,.. ., &%; 
Pı> - - -» Pn neue unabhängige Variable ein, nämlich: N,,...,N,,H, zu- 
sammen mit 2%” — r— 1 anderen Größen: u,,Us,..., so nimmt dieses 
System die Gestalt an: 


a ER 6® o® 
NN)zy ++ (Ni N Jar HN, em 

o® ‚29 
NN)zmt tr N.) ar +(N, amt 38 = 0, 

ce» 3» 
EN) Be DRPÄCETE —(, 


2.4 3(5n a) 20 2 — —(. 


1) [Hier Abh. I, S. 79, Satz 56.] 
2) [A.a. 0. S. 87.] 
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Berücksichtigt man daher Satz 11, so sieht man, daß die Elimination der 
Differentialquotienten: 
00... 20 30 
ON,’ ’0N,’ OH 
aus diesem Systeme qg + m + 1 Gleichungen von der Form: 
0 
(15) B.(®) = 9: (N1, ..., N,; H;; Usa...) 7, = I 
ergibt. 
Hätte man andererseits dieselben Differentialquotienten zwischen [485 
den Gleichungen: 


(N,®) = 0...) #0, (Ho 0 


eliminiert, so würde man ($3, Nr.7) q + m Gleichungen erhalten haben, 
die dem vollständigen Systeme: 


AN, OEL ET 0, 0,0) 0 


äquivalent wären. 


Hieraus schließen wir, daß die Lösungen des Systems (15) zugleich 
auch das System (16) erfüllen. Und da das vollständige System (15) 
q+m +1 Gleichungen und 2r —r— 1 unabhängige Variable enthält, 
so finden wir eine Lösung ®, von (16) durch eine Operation: 


2nr —(r+D—-(d(+m+D2. 


Bilden nun: N,,...,N,,H,®, wiederum eine Gruppe, so wissen 
wir, daß diese Gruppe außer N,,..., N,nochm + 1 ausgezeichnete Funk- 
tionen enthält. Ich behaupte, daß diese ausgezeichneten Funktionen 
sämtlich von nullter Ordnung sind. 

Um dies nachzuweisen, wollen wir dieqg + m +1 Gleichungen (15), 
die sich aus dem Systeme (14) durch Elimination der Differentialquotienten 
von ® nach: N,,..., N,, H ergaben, etwas näher ins Auge fassen. 

Nehmen wir an, daß: 


N N PART. FE RER AAN Er 


die kanonische Form der Gruppe: N,,...,X,,H, und zugleich: 
Apyes Ans Pıs--., P„ ein System kanonischer Variabeln sei. Dann 
können wir das System (14) ersetzen durch die Gleichungen: 


20 
(X,9)=0,..,X,0)=0, (Prmsı®)=0,...,(P,®)=0, Dr —(, 
k 
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oder, wenn wir unsere kanonischen Variabeln einführen, durch: 


od c® o® c® a 
Wo. aa er ee 
oP, En OP; 0. OXg+m+ı ; OXy, h - Ei 


o® 
OP, = 0. 
Infolgedessen genügen die Lösungen des Systems (14) zugleich auch den 
q+m +1 Gleichungen: 
9 x ob 0 

(17) Den A =D, 2.20% 2 ee 

Auf der anderen Seite, da N,,..., N,, H Funktionen von: X,,..., 
X, Parmsy--„, Py allein sind, ist klar, daß durch Wiedereinführung 
der Variabeln: N,,...,X,, H, u, Us, ... die Gleichungen (17) die Form: 
o® 
ou; 


DE RR Re ER Re — (0 [486 
annehmen. Und da sich aus dem Systeme (14) nurg +m +1 Gleichungen 
von dieser Form ableiten lassen, so sehen wir, daß die Systeme (15) und (17) 
einander äquivalent sind. Folglich besitzen die Lösungen des Systems (15) 
die Form: 


DIEBE a RE RE OR 


Sei nun ®, eine solche Lösung, die mit: X,,...„ X Patmz+ı +» Py 
eine Gruppe bildet. Jede ausgezeichnete Funktion ® dieser Gruppe hat 
zunächst als Funktion von: .X,,-.„ Xg5 Parm+ıs--„ Py und ®, alleın 


notwendig die obige Form; sie befriedigt aber überdies die Gleichungen: 


0% 
(X, 9) = AP. k=l...9) 

0» . ’ 
a G=gatm+tl...g); 


also hat jede solche Funktion die Form: 
= OR... Ks Amin a Pa leir D) 


und ist folglich eine Funktion nullter Ordnung, wie oben behauptet 
worden war. 

Durch Auffindung einer solehen Lösung ®, des Systems (15), die mit 
N,,...,N,,H eine Gruppe bildet, ist somit das ursprüngliche Problem 
zurückgeführt auf eins von ganz derselben Form, in welchem nur die 
Zahlen r und m respektive inr + 1 und m + 1 übergegangen sind. Wir 
können daher das neue Problem seinerseits wieder in genau derselben 
Weise einen Schritt weiter bringen und bedürfen hierzu nur einer Inte- 
grationsoperation, deren Ordnung um zwei Einheiten niedriger ist, als 
diejenige der ersten Operation. 
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Nehmen wir andererseits an, daß die gefundene Lösung ®, des 
Systems (15) und die Funktionen: N,,...,N,, H keine Gruppe bilden. 
Sind dann ®,,...,®, diejenigen weiteren Lösungen des Systems (16), 
die man durch Anwendung des Poisson-Jacobischen Satzes erhält, so 
besitzt die Gruppe: N,,..,N,,H,®,,...,®, jedenfalls g-+m aus- 
gezeichnete Funktionen nullter Ordnung, nämlich N,,..., Na, Qıs +. ., Am: 
und folglich ist auch in diesem Falle die Ordnung der zweiten Integra- 
tionsoperation wenigstens um zwei Einheiten niedriger als diejenige der 
ersten. 

Indem wir daher ganz analog wie in Nr. 7 weiter schließen, werden 
wir zu dem folgenden Satze geführt: 


Theorem IV. Vorgelegt sei ein Involutionssystem nullter [487 

Ordnung: 
Nana Ne, 
und seien: N,,..,Ng-:+N,,H bekannte Lösungen des Sy- 
stems: 
(N,.9) =0..55MN. 2 =0, 

die eine homogene Gruppe mit [gerade] g-+m ausgezeichneten 
Funktionen, sämtlich von nullter Ordnung, bilden. Alsdann 
verlangt die Bestimmung der fehlenden 2l+m Lösungen ım 
ungünstigsten Falle nur noch die Operationen: 


21—1,21—3,...5,3,1. 


Sind dagegen die g+m ausgezeichneten Funktionen nicht sämt- 
lich von nullter Ordnung, so sind im ungünstigsten Falle die 
Operationen: 


21,21—2,...,6,4,2 
notwendig. 


Abschnitt II. 


Theorie der Differentialgleichungen, 
die bekannte infinitesimale Transformationen gestatten. 


In einer bekannten Abhandlung untersucht Abel diejenigen alge- 
braischen Gleichungen, welche die Eigenschaft besitzen, daß eine gewisse 
bekannte rationale Funktion f(x) einer beliebigen Wurzel x selbst wieder 
eine Wurzel der Gleichung ist. Er zeigt, daß die Auflösung einer solchen 
Gleichung entweder vollständig geleistet werden, oder doch auf die Auf- 
lösung von gewissen Hilfsgleichungen, deren Grade Divisoren des Grades 
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der vorgelegten Gleichung sind, zurückgeführt werden kann. Jene Glei- 
chungen können dadurch charakterisiert werden, daß sie eine gewisse 
rationale Transformation: 

«= f(x) 


gestatten. Und die betreffende Abhandlung A bels gibt, können wir sagen, 
eine Theorie für die Auflösung von algebraischen Gleichungen, die ent- 
weder eine oder auch mehrere bekannte permutable Transformationen 
gestatten. 

In der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen kann man sich, 
wie Klein und ich es getan haben), ein analoges Problem stellen. 

Um mich möglichst klar ausdrücken zu können, werde ich [488 
zuerst einige einfache Beispiele betrachten. 

Sei: : 

(ey) =0 
eine vorgelegte Differentialgleichung mit dem Integrale: 
o(z,y) =a = Const,., 


und man betrachte x und y, wie gewöhnlich, als Cartesische Punktkoordi- 
naten in einer Ebene. Alsdann definiert: = a einfach unendlich viele 
Kurven, die sogenannten Integralkurven. Führe ich nun auf die Ebene 
eine Translationsbewegung aus, zum Beispiel parallel mit der x-Achse, 
so verwandeln sich die Integralkurven in die Kurvenschar: 


o(2 +0,y) = Const., 


die im allgemeinen von der ursprünglichen Schar verschieden ist. Besteht 
indes zufälligerweise eine Relation von der Form: 


p(2 +a,Yy) = pie, Y)), 
so ist die neue Schar mit der ursprünglichen identisch, während jedoch 
im allgemeinen jede Integralkurve in eine neue übergegangen ist. In 


diesem Falle sage ich, daß die Differentialgleichung: f = 0 die betreffende 
Translation gestattet. 


Es ist insbesondere möglich, daß f = 0 eine infinitesimale Trans- 
lation längs der x-Achse gestattet. Dies tritt ein, wenn f = 0 die Form: 


d 
v4.) =0 
besitzt. In diesem Falle hat nämlich das Integral die Form: 


Pl(y) + x = Const., 


1) Math. Annalen Bd. IV [d. Ausg. Bd. I, Abh. XIV.) 


Gewöhnl. Diffgl. 1. O., d. e. endl. od. inf. Trf. gest. 189 


welche Gleichung zeigt, daß eine infinitesimale Translation längs der 
x-Achse jede Integralkurve in eine benachbarte überführt. Zu bemerken 
ist übrigens, daß f = 0 in diesem Falle zugleich jede endliche Transla- 
tion längs der x-Achse gestattet. 
Betrachten wir als zweites Beispiel eine Gleichung: f = 0, deren In- 
tegral die Form: 
o(y? + x?) +arctg (y:x) = Const. 


besitzt. Führt man auf die Ebene eine infinitesimale Rotation um den 
Anfangspunkt aus, so geht jede Integralkurve in eine benachbarte Inte- 
gralkurve über. In diesem Falle sage ich, daß f = 0 die betreffende in- 
finitesimale Rotation gestattet. Man sieht, daß alsdann f = 0 zugleich 
jede endliche Rotation um den Anfangspunkt gestattet. 

Wenn überhaupt!) die infinitesimale Transformation, vermöge [489 
deren x und y die Inkremente: 


oz =, y)öt, dy—nla;yöt 


erhalten, jede Integralkurve der Gleichung: f=0 in eine benachbarte 
Integralkurve überführt, so sage ich, daß diese Gleichung die betreffende 
infinitesimale Transformation gestattet. 

In der zitierten Abhandlung zeigten nun Klein und ich, daß die 
Integration einer Gleichung: f = 0 mit einer bekannten infinitesimalen 
Transformation: ee 


vermöge einer Quadratur geleistet werden kann, wenn zuerst die Glei- 
si nd —£dy —( 


integriert worden ist.?2) Diese anscheinend triviale Bemerkung erlaubte 
uns, mehrere bekannte Integrationstheorien unter einem gemeinsamen 
Gesichtspunkte zu vereinigen. 

Es lag nun nahe, überhaupt zu untersuchen, welcher Vorteil sich 
für die Integration von beliebigen vorgelegten Differential- 
gleichungen aus bekannten infinitesimalen Transformatio- 
nen derselben ziehen läßt. 


1) Ich definiere später analytisch den Sinn, den ich mit dem Aus- 
drucke, daß eine Differentialgleichung: f = 0 eine gewisse infinitesimale Trans- 
formation gestattet, verbinde. 

2) In dem ersten Paragraphen dieses Abschnittes zeige ich, daß die Integration 
der Hilfsgleichung: 

ndz —Edy=0 
unnötig ist. 
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Dieses allgemeine Problem behandle ich in diesem Abschnitte für 
lineare partielle Differentialgleichungen. Ich erhalte in dieser Weise meh- 
rere bemerkenswerte Resultate, unter denen ich hier nur den genauen Zu- 
sammenhang der Theorie der infinitesimalen Transformationen mit der 
Theorie des Integrabilitätsfaktors und der Theorie des letzten Multipli- 
kators hervorheben werde. Meine neue Theorie steht übrigens auch in ge- 
nauem Zusammenhange mit meiner Theorie der Transformationsgruppen, 
die indes hier keineswegs als bekannt vorausgesetzt wird. 


Um die Tragweite meiner neuen Theorie an einem guten Beispiele zu 
illustrieren, betrachte ich [in $ 14] das vollständige System: 


(fı9) =0,..., (fa) =(0, wo: (fıfr) =0, 


und setze dabei voraus, daß gewisse Lösungen desselben gefunden sind. 
Ich zeige zunächst, daß jede bekannte Lösung unmittelbar eine infinitesi- 
male Transformation aufzustellen erlaubt, welche das vollständige System 
invariant läßt. Sodann wende ich meine allgemeine Theorie auf diesen 
speziellen Fall an und finde dadurch in neuer Weise die Hauptresultate |490 
der vorangehenden Paragraphen [1 bis 5] wieder, die übrigens eben in 
dieser Weise zuerst!) gewonnen wurden.?) 


1) Durch geometrische Untersuchungen wurde ich schon längst zur allge- 
meinen Betrachtung solcher infinitesimaler Transformationen geführt, die ein vor- 
gelegtes geometrisches Gebilde invariant lassen. In diesem Sinne untersuchte ich 
im besondern zusammen mit Klein diejenigen Kurven, die oo!, und diejenigen 
Flächen, die oo? permutable lineare Transformationen zulassen. Bei dieser Gelegen- 
heit stellten wir, wenngleich nur implizite, das im Texte besprochene allgemeine 
Problem. 

Klein machte mich aufmerksam auf die Analogie zwischen diesem Probleme 
und der Abelschen Theorie solcher algebraischer Gleichungen, die bekannte per- 
mutable Transformationen zulassen. In der Arbeit ‚Über Komplexe‘ (Math. Annalen 
Bd. V, 8.200 [d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 17]) betrachtete ich partielle Differential- 
gleichungen 1. ©. mit bekannten infinitesimalen Transformationen; in späteren 
Arbeiten habe ich bei mehreren Gelegenheiten kurze Andeutungen über diese Theorie 
gemacht. 

2) Was die Theorie der infinitesimalen Transformationen in ihrer Anwendung 
auf partielle Differentialgleichungen höherer Ordnung betrifft, so beschränke ich 
mich hier auf den folgenden Satz: 

Gestattet. eine partielle Differentialgleichung m-ter Ordnung zwischen n Va- 
riabeln eine bekannte infinitesimale Berührungstransformation, so ist es möglich, 
eine Gleichung derselben Ordnung mit.n —1 Variabeln aufzustellen, deren Inte- 
grale ohne weiteres Integrale der vorgelegten Gleichung liefern. 

Diese Bemerkung läßt sich zum Beispiel anwenden auf die partielle Differential- 
gleichung 3. O. zwischen 4 Variabeln, welche alle Orthogonalsystenie des Raumes 
bestimmt. Man kennt nämlich alle infinitesimalen Transformationen, welche diese 
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$ 6. Infinitesimale Transformationen 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung. 


13. Eine Transformation, die x und y bezüglich durch: 


2 #200, y not 


ersetzt, wobei & und n gewisse Funktionen von x und y sind, und öt eine. 
infinitesimale Größe bezeichnet, nenne ich eine infinitesimale Trans- 
formation. Ich bezeichne dieselbe durch die Gleichungen: 


dr =£öt, öy=nöt. 


Führe ich diese Transformation auf irgend eine Funktion 2x, y) aus, so 
erhalte ich die neue Funktion: 


Ne +E£öt, y-+nöt), 
oder, wenn ich von infinitesimalen Größen zweiter Ordnung absehe: 


6 


6 


Q 02 
ee 
A z n)öt. 


+ ( 


Seinun: Yde— Ädy=0 eine gewöhnliche Differentialgleichung 
1.0. und g ein Integral derselben, alsdann ist: 


ep dp 
Pr rn Bi 


ım allgemeinen nicht wieder ein Integral dieser Gleichung; ist dies jedoch 
der Fall, sodaß also eine Gleichung von der Form: 


0 0 
= E+ an n=2P) 


0 


stattfindet, so sage ich, daß unsere Differentialgleichung die infinitesimale 
Transformation: öx = &öt, öy = nöt gestattet, oder daß diese infinitesi- 
male Transformation die Gleichung: Ydz— Xdy = 0 in sich überführt. 

Definition. Die Differentüalgleichung: Yaz— Xdy=0 gestattet die 
infinitesimale Transformation: 6x = £öt, öy = nöt, wenn jedes Integral 
der (rleichung in ein neues Integral übergeführt wird, wenn also der Ausdruck: 


gleichzeitig mit @ ein Integral ist. 


Gleichung invariant lassen. Nimmt man zum Beispiel eine beliebige infinitesimale 
Bewegung, so ist es möglich, eine Gleichung 3. O. zwischen z, x, y aufzustellen, 
deren Integralflächen jedesmal einem Orthogonalsysteme angehören, das bei der 
betreffenden Bewegung invariant bleibt. 
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Wir werden diejenige Bedingungsgleichung entwickeln, die zwischen 
X, Y, &E und n stattfinden muß, wenn unsere Differentialgleichung die be- 
treffende infinitesimale Transformation gestatten soll. 

Zu diesem Zwecke bilden wir die identische Gleichung: 


xl tn ZH rg leii+ns)- 


/ 


T . 
N 
eat tue 

| +& xy - ns u) 


und setzen in dieser statt f ein Integral @ der Differentialgleichung, das 
heißt, eine Lösung der Gleichung: 


Setzen wir nun voraus, daß unsere Differentialgleichung die infinitesi- 
male Transformation: öx = &öt, öy = nöt gestattet, so ist nach dem 
Vorangehenden auch: 


ER 
eine Lösung, und also kommt: 
fg ar Dur 
nn (x7 02 PR 5) 6% m 
oY oY\ de 
+ (x ren 
was wieder heißt, daß die Differentialgleichung: [492 
‚08 $ oX oX 
2, Ah a 2 Res 
en oY oY 
= EI, ERBE 5,)d® 
dasselbe Integral wie die Be Gleichung: 
0= Xdy— Ydaz 
zuläßt. Es bestehen daher zwei Relationen: 
u 0X eg 
| x en + Y7, PF2 or cu Yy =AX, 


(2) 
Be ‚rin _er_, Ar, 
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die durch Elimination der unbekannten Größe A die Bedingungsgleichung: 


05 BU le ZUR LABEL 
a ae Na _ Tat Nauen NY 


X 54 ; 


BR 


oder die äquivalente: 
0 X 0 4 
a a 
ergeben. 


Besteht andererseits diese Gleichung, und also auch die äquivalenten 
Gleichungen (2), so zeigt (1), daß: 


gleichzeitig mit @ ein Integral von: Xdy— Ydx =0 ist. Und also haben 
wir den Satz: 

Satz 12. Soll die Differentialgleichung: XKdy— Ydx = 0 die infini- 
tesimale Transformation: 6x = &öt, öy = nöt gestatten, so ist dazu not- 
wendig und hinreichend, daß die Bedingungsgleichung: 


6 X ö 24 
3a (Xu re) + 9 (Xr) 0 
erfüllt ist. 

14. Dieser Satz gibt eine merkwürdige Beziehung zwischen der Theo- 
rie der infinitesimalen Transformationen einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung 1.0. und der Eulerschen Theorie des Integrabilitätsfaktors. 

Ein Integrabilitätsfaktor M der Gleichung: Xdy— Ydxz=0 ist 
ja nämlich durch die Gleichung: 


o(MX) ,O(MY) _ 
OT e oy = 


definiert. Wenn wir aber diese Gleichung mit der obenstehenden Be- 
dingungsgleichung vergleichen, so erhalten wir das folgende Theorem: 

Theorem V. Führt die infinitesimale Transformation: [493 
öz = Eöt,öy=nöt die Gleichung: Xdy— Ydxz =0 in sich über, 
so ist 1:(Xn— YE) ein Integrabilitätsfaktor. Kennt man an- 
dererseits einen Integrabilitätsfaktor M, und bestimmt man 
daraus zwei Funktionen E und n durch die Gleichung: 


so gestattet unsere Differentralglerichung die infinitesimale 
Transformation: dx = £öt, öy = nöt. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 13 
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Diesen Satz beweist man auch folgendermaßen. Man multipliziere 
die beiden Determinanten: 


op 69 5 
SE A eu 
en 24 


op op 09 2 
„a _| 22+7 et “| 
0% 
| Y N 
Lassen wir hier p eine Lösung von: 
of of 
X re Ir =o9 
bedeuten, so folgt: 
09 09 09 
A --Yeztnz) 
woraus: 
ERRER 
a AI Fe 77 
ou ' nr A 


Nun ist aber die linke Seite dieser Gleichung der allgemeine Ausdruck 
eines Integrabilitätsfaktors unserer Differentialgleichung. Setzen wir: 


2R ar 
0%. =. 
so kommt: 
09 89 
ei z ; 


welche Gleichung die Richtigkeit unseres Satzes beweist. 

In der Tat, gestattet die vorgelegte Differentialgleichung die infini- 
tesimale Transformation: 6x = £öt, öy=nöt, und besteht somit eine 
Relation: 


so wird: 
= N | [494 


was darauf hinauskommt, daß 1 : A ein Integrabilitätsfaktor ist. Auf der 
anderen Seite, wenn 1 : A ein Integrabilitätsfaktor ist, so zeigt die oben- 
stehende Gleichung, daß: 
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das Verhältnis zweier Integrabilitätsfaktoren, das heißt ein Integral ist. 
Folglich gestattet die Differentialgleichung die betreffende Trans- 


formation. 
Im Vorangehenden ist stillschweigend vorausgesetzt worden, daß die 
Determinante A von Null verschieden ist. Verschwindet dagegen A, 


ist also: Kn_VEo, 
so läßt sich kein Vorteil aus der bekannten infinitesimalen Transformation 
ziehen, die jetzt die Form: 

GE AL, due Yodt 


besitzt. Und dies ist keineswegs überraschend, insofern unsere Differential- 
gleichung eine jede infinitesimale Transformation von der Form: 


eK muröt 


gestattet. Es besagt daher nichts, eine solche zu kennen. 


$ 7. Infinitesimale Transformationen eines vollständigen Systems. 


15. Ich bezeichne die infinitesimale Transformation, welche das 
Wertsystem &,, ... ., &„ durch das unendlich benachbarte: &, + &öt,..., 
%, + &„Öt ersetzt, mit den Gleichungen: 


2 arg &,öt, ... ö, ge &,öt, 
oder kurzweg mit: 
Ö LC% = & Öl. 
Sie transformiert eine Funktion der &: 
ee 
in: 
Tea, + &öt,.., mn + nöd), 
oder, wenn wir infinitesimale Größen zweiter Ordnung wegwerfen, in: 
oTT oT 
Trab, at, 3): 
Ist TT eine Lösung eines vollständigen Systems mit den unabhängigen 
Varisbain: #.,...:.0.5 


A, N) =(, A,(f) =(,..., 4,(f) =, 
so ist: [495 
oTT 
13* 
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im allgemeinen keine solche Lösung. Ist dies indes zufälligerweise der 


Fall, so ist auch: 
oT £ 
am 
eine Lösung. 
Definition. Ein vollständiges System: 


AN)=I9, 4N)=09,..,4,(f) =0 
gestattet die infinitesimale Transformation: 
ÖL, Ar: &.öt, 


wenn durch diese Transformation jede Lösung des Systems wiederum in eine 
solche übergeführt wird, wenn also der Ausdruck: 


ns 


gleichzeitig mit TT eine Lösung des vollständigen Systems ist. 
Wir setzen voraus, daß das r-gliedrige vollständige System: 


2. In X; A ua 1, 8257) 


die infinitesimale ee 
gestattet, und suchen die infolgedessen zwischen den X, und £, statt- 


findenden Relationen. 
Wir setzen: 


+ + = Bi) 


T 


und bilden den bekannten Ausdruck: A,(B(f}))— B(A;(f)). Dies gibt für 
jedes v eine Gleichung von der Form: 


() A(BO)— BAM) = Kg + Hg 


wo: 


1.27 
L D 08 0X; 

k; = > a I Em; y 
Läßt man jetzt firgend eine Lösung des vollständigen Systems bezeichnen, 
so verschwinden sowohl die Größen A,(f), als auch die Größen A,(B(f)), 
und also wird die linke Seite der Gleichung (3) Null. Jede Lösung des 
vollständigen Systems genügt also auch der Gleichung: 
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was wieder heißt, daß eine Relation von der Form: 
Mat HN +), 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Gleichung: 
(4) 4(BN)— BAM) =aAlf)+ + A,(f) [496 
stattfindet. Hier sind die « gewisse Funktionen von &,.. ., In» 
Besteht andererseits für jedes ı eine Relation von dieser Form, so 
behaupte ich, daß unsere infinitesimale Transformation das vollständige 


System: A,(f) = 0 in sich selbst überführt. Denn lassen wir in (4) f 
irgend eine Lösung des vollständigen Systems bezeichnen, so kommt: 


ABA) =, 
und also ist B(f) selbst eine Lösung, wie behauptet wurde. Dies gibt: 
Theorem VI. Soll die infinitesimale Transformation: 


ÖX, = E,Ö1 e1l,..4n) 
sämtliche Lösungen des vollständigen Systems: 


AN=09, LM=09..,4,N) = 0 


in ebensolche überführen, so ist, wenn wir: 


++ = Bl) 


setzen, dazu notwendig und hinreichend, daß r Relationen 
von der Form: 


4(BW)- BA) =ihM) + tal) eeneen 
stattfinden, wo die «a Funktionen der & sind. 


Eine jede der erhaltenen r Bedingungsgleichungen löst sich in n solche 
auf, weil die Koeffizienten der Größen df : dx links und rechts einander 
identisch gleich sein müssen. Man hat daher die r.n Bedingungsglei- 


chungen: 
1: 


KogE, Dr u. 
S( En a) ar nah 

doch ist es im allgemeinen bequemer, diese r.n Gleichungen in die r 
in Theorem VI aufgestellten Relationen zusammenzufassen. 


Wenn ich im folgenden kurzweg von der infinitesimalen Trans- 


formation: 


(5) Bn=&42L 


0% 


Het ng 
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spreche, so verstehe ich darunter immer die infinitesimale Transformation: 
(6) ÖL: = E,Ööt (k=1,..,n). 


Dabei ist folgendes zu bemerken: Führt man statt: &,,..., 2, neue un- 
abhängige Variabeln: x,..., x, ein, so erhält man einerseits: 


‚ or, +2 
Ba (= RN) öt, [497 
andererseits: 


ee ae 


sodaß sich der Ausdruck (5) und die Gleichungen (6) in genau derselben 
Weise transformieren. Hiermit ist die analytische Berechtigung der eben 
eingeführten Terminologie nachgewiesen. 


$8. Reduktion des Problems. 


Ich setze voraus, daß das r-gliedrige vollständige System: 
_yi ef ; 07 ei 
AÄN- Xi da, +.» a Gel, sasr) 
q bekannte infinitesimale Transformationen: 
r 0 Kanne » of bi 
| ner et eh 
gestattet, das heißt, daß Relationen von der Form: 
N ABM) — BAM) = aAf+t+@A,f= (ABı) 
bestehen. 

Ich führe in diesem Paragraphen die Aufgabe, diese bekannten in- 
finitesimalen Transformationen für die Integration des vollständigen Sy- 
stems möglichst zu verwerten, auf den Fall zurück, daß die B(f) durch 
Relationen von der Form: 


Bi(Ba(f}) — Be(Bif)) = Ibn Bu ( + Ian Anl 


m 


ın denen die b Konstanten bezeichnen, verbunden sind, und 
daß q+r=nist. 

16. Es ist zunächst möglich, aus den bekannten infinitesimalen 
Transformationen gewisse weitere infinitesimale Transformationen und 
zugleich gewisse Lösungen des vollständigen Systems herzuleiten. Hierzu 
dienen die folgenden Sätze: 

Satz 13. Gestattet unser vollständiges System die infinitesimalen Trans- 
formationen: B,(f) und B,(f), so gestattet es zugleich auch die infinitest- 
male Transformation, deren Symbol: B,(B,(f)) — B,(B,(f)) ist. 
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Beweis. Wir bilden die Jacobische Identität: 

(A,(B,B,)) =F (B,(B,4,)) * (B,(A,B})) —=0 
und ersetzen (4,B,) und (A4,B}.) durch ihre Werte (7). In dieser Weise 
finden wir, indem wir noch einmal die Formeln (7) anwenden, daß 
sich (A,(B.B»)) linear durch die A,(f) ausdrückt. Und folglich ist [498 
(B,Br), oder ausgeführt: B,(Br(f))— Br(Bı(f)), das Symbol einer 
infinitesimalen Transformation des vollständigen Systems. 

Theorem VI. Gestattet das vollständige System: 


En Be A 
die infinitesimalen Transformationen: By(f),...,„B,(f), und 
sind dabei die A(f) und B(f) durch [gerade] m Relationen: 
> r4MN+ DB N=0, 
5 k 


k 
in denen die a, und b„ Funktionen der x sind, verbunden, so 
findet man folgendermaßen eine Anzahl Lösungen des voll- 
ständigen Systems: 

Man löst die m Relationen nach m von den Größen Bf) 
auf. Dies ist immer möglich, da keine lineare Relation zwi- 
schen den A,(f), die ein vollständiges System bilden, statt- 
finden darf. Erhält man hierdurch: 


B,M = ParıBası dt: + ß;B,f) + ZaA(f) “=1...m), 
so sind sämtliche Größen ß Lösungen des vollständigen Systems. 


Beweis. Die Gleichung: 
(4,B,) = (4,, BB: Eng BB, + 204) 
ergibt wegen (7) eine Relation von der Form: 


A Bm) Bm ++ ABB, N+ZAN = 0. 
Nun aber haben wir vorausgesetzt, daß nur m Relationen zwischen den 
A und B stattfinden, und zwar solche, die sich hinsichtlich: B,,..., DB 
auflösen lassen. Also müssen die Größen: A,(i, 11)» --; A,(ß}) gleich 
Null sein, weil sonst eine Relation zwischen: B„+ı(f), - - -, B,(f) und den 
A(f) bestände. Und folglich sind die $ Lösungen unseres vollständigen 


Systems, was zu beweisen war. 

Schließlich erinnere ich noch daran, daß schon die Definition des 
Begriffs infinitesimale Transformation B(f) eines vollständigen Systems: 
A,(f) = 0 uns eine Operation zur Auffindung von weiteren Lösungen an- 
gibt. Die Forderung ist ja nämlich die, daß B(@) gleichzeitig mit @ eine 
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Lösung sein soll; dabei wird aber B(p) im allgemeinen eine von p un- 
abhängige Lösung sein. 

17. Ich setze voraus, daß man durch sukzessive Anwendung der in 
diesem Paragraphen angegebenen Operationen » Lösungen: TI}, ..., IT, 
_ und g’ infinitesimale Transformationen: B,(f),..., B,(f) bestimmt [499 
habe, und keine weiteren finden könne. Ich verstehe diesso, daß alleübrigen: 
B,+.(f) und zugleich alle: (B,B,) sich folgendermaßen ausdrücken: 


Sylt... WB + 3940 


während keine solche Relation zwischen B,,..., B, und den A bestehen 
darf, und daß überdies alle B,(TT,) sich als Funktionen von TT,,... ., TT, 
darstellen lassen. 

Ist nun die Zahl » der gefundenen Lösungen gleich n — r, so ıst das 
Integrationsgeschäft eo ipso erledigt, insofern ein r-gliedriges vollstän- 
diges System zwischen n Variabeln eben nur n — r Lösungen besitzt. Wir 
haben daher nur den Fall: 

ESH-T 
zu betrachten. 

Wir führen neue unabhängige Variable ein, nämlich: TT,,..., TI, 
zusammen mit n — v anderen Größen, die &/, . - -, £n-, heißen mögen. Da 
die TT Lösungen sind, so nimmt unser vollständiges System hierdurch die 


F : 
orm an 7 


ee 0 Betas), 
n—v au: s 2 


AN Kg + + Kl 


während sich seine infinitesimalen Transformationen B,(f) in Ausdrücke 
von der Form verwandeln: 


EEE a ee 2 


# u 


+ N an, em +2» 
in denen die B,(TT,) Funktionen der TT sind. Und da jede Lösung des ur- 
sprünglichen Systems: A,(f) = 0 durch Einführung der neuen Variabeln 
in eine Lösung des transformierten Systems: 4; (f) = 0 übergeht, so ist 
mit p zugleich immer auch B},(p) eine Lösung des letzteren Systems. 

Verstehen wir daher unter y,,...,y, beliebige Funktionen von 
TT,,. . ., TT,, so gilt das über B/,f gesagte auch von dem Ausdrucke: 


EN=-UBN+tWwBrl, 
und somit besitzt jede infinitesimale Transformation von der Form 


B’’(f) die Eigenschaft, das vollständige System: A;(f) = 0 in sich selbst 
überzuführen. 
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Ist es nun im besondern, wie ich von jetzt ab annehmen will, möglich, 
die Multiplikatoren y so zu wählen, daß die Differentialquotienten 
2f : OTT, in B’(f) nicht mehr vorkommen, so erhalten wir hierdurch eine 
oder mehrere, etwa g’’ infinitesimale Transformationen: 


„ fr 0 “ 
B,f) = A +. +8,50 re [500 


deren analytische Ausdrücke nur dieselben Differentialquotienten, wie 
die Gleichungen des transformierten vollständigen Systems enthalten. 
Wir nehmen im folgenden nur auf diese infinitesimalen Transformationen 
B;(f) Rücksicht.!) 

Hiermit ist das vorgelegte Integrationsproblem darauf zurückgeführt, 
das r-gliedrige vollständige System: A) =0 mit n—v=n' unab- 
hängigen Variabeln x/,...,x, und mit q’ bekannten infinitesimalen 
Transformationen: B} (f), . . ., B7-(f) zu integrieren. Jedes (Bj B,) drückt 
sich in der Weise aus: 


B,B)= I WB N+ SAN 


wo die y,' Funktionen der TT EN als solche ker als Konstanten auf- 
zufassen sind, weil die TT, sowohl in den A; (f), wie in den B/(f) nur als 
Konstanten auftreten. 

Die Zahl r + q’ kann nun höchstens gleich n’ sein, da sonst lineare 
Relationen zwischen den A;f und Bj; f stattfinden würden, was nach dem 
Vorangehenden ausgeschlossen ist. 

Den Fall, daß r+q’’=n’ ist, behandeln wir in $ 10 [und 12]. 

Den Fallr + q’ < n’ reduzieren wir durch Integration auf den ersten 
Fall. Zu diesem Zwecke bestimmen wir nach den von Mayer und mir ge- 
gebenen Regeln die n’ — r —gq’”’ Lösungen: TT,, TTz,... des vollständigen 
Systems: 


AN=0,...,4,=0, BEN=0,...,B.)=0, 
führen sodann neue unabhängige Variabeln: 
EP je 


n"'—r—q 


[24 
"9 I; u... BR 


ein, wodurch die Ausdrücke A}; (f) und B/(f) übergehen mögen in A7/(f) 
und B};(f), und erhalten hierdurch schließlich ein r-gliedriges vollstän- 


diges System: ER: 


1) Bei einer anderen Gelegenheit werde ich nachweisen, daß man wirklich aus 
den B}; (f) denselben Vorteil ziehen kann, wie aus den B,(f) selbst, daß man also im 
allgemeinen aus den bekannten infinitesimalen Transformationen gar keinen Nutzen 
ziehen kann, wenn keine B};(f) existieren. 
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mit r + q’ unabhängigen Variabeln und mit q’’ bekannten infinitesimalen 
Transformationen: B}’(f), ... ., By(f), zwischen denen keine lineare Re- 
lation von der Form: 


Zu N+ >37 B,N=0 


besteht, während jedes (B;’ By‘) sich linear durch die B}’(f) und die [501 
A,(f) ausdrückt, und zwar so, daß in diesen Ausdrücken: 


(Bi Bi) = Sy BM+ IA, N 
[4 


die y, Konstanten sind. 
Hiermit ist die angekündigte Reduktion erreicht. 


S9. Multiplikator eines vollständigen Systems. 


In diesem Paragraphen dehne ich den Jacobischen Multiplikator- 
begriff auf vollständige Systeme aus. 


18. Es sei: 


Anz En 
3 


u 


ein vollständiges System, und TT,,..., TI„_, ein System Lösungen des- 
selben. Ich bilde das Determinantenverhältnis: 


u 
M-( ; kai. zu, 


Bu 
wo: 4,..„9,k,l,...,v eine Permutation der Zahlen: 1,2,...,n be- 
zeichnen, und beweise eine Reihe Eigenschaften desselben. 


Ich zeige zuerst, daß der Wert von M, [vom Vorzeichen abgesehen], un- 
geändert bleibt, wenn man die Zahlen: a, ...., 9, k,...., v beliebig permutiert. 


Eliminiert man nämlich zwischen den n— r Gleichungen: 


Ayye- nn et 
iO Tn_r ; 0 Tn_r 
a Dre. 
etwa die Größen: X,..., X,_,_.,, so kommt: 


EP 5 DE VER IE a 
| s )-+( r ont =0, 


I +++ In-r-1Tn-r+1 
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und, wenn man dem Index i sukzessiv die Werte: 1,2,...,r gibt, und 
zwischen den entsprechenden r Gleichungen etwa die r — 1 ersten Funk- 
tionaldeterminanten eliminiert, so findet man: 


1 1 | 
EEE EN ee [502 
( ie, 
| x L 1 | 
TT, ee F a Ar A Dh A | 
+( ) BI Eh 
N EBEN - I 
f ES 


woraus die Gleichheit zweier Formen von M hervorgeht. Ganz in der- 
selben Weise erkennt man, daß zwei beliebige Formen von M einander 
gleich sind, [wenn vom Vorzeichen abgesehen wird]. 


Bildet man das Verhältnis M mit einem anderen Systeme Lösungen: 
se. Qn_r, so geht der neue Ausdruck aus dem alten durch Multipli- 
kation mit einer Funktion von TT,,.... ., TT,_, hervor. Es ist nämlich: 


ie Br ns een Se w ER nn 
8 Es Be 
und hier ist die erste Determinante rechts eine Funktion von den TT, und 


zwar, solange das System Q,,..., Q,_, nicht festgestellt ist, eine arbi- 
träre Funktion jener Größen. 


Hiermit ist eine zweite wichtige Eigenschaft von M nachgewiesen. 


Endlich zeige ich, daß sich M bei der Einführung neuer unabhängiger 
Variabeln y,,...,, als Invariante verhält, das heißt, nur mit einer 
Potenz der Transformationsdeterminante: 


nn) 


ET 
multipliziert wird. 


Es ist nämlich, wenn a, ...,g sukzessiv beliebige n—r unter den 
Zahlen 1, ...,n bezeichnen: 


En 0) a ) 
Yı +» + + Ya-r a..g \la +++ Tg / Yı » + + YUn-r 
ferner ist, wie ich etwas später in diesem Paragraphen beweise: 


@) fe ei ” as 2. Ri 


Yı a Be Yn-r In-r+1 ER, In 
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also kommt: 
9) Be es a 2 Da" ne ee) eo 2 
RR PER Cr En 


w0:4,...9, k,..., v eine Permutation der Zahlen: 1,2,...,n bezeichnen. 
Auf der anderen Seite nehmen die Gleichungen: A,(f) = 0 durch 
unsere Transformation dıe Form an: 


Ar: 3 us ee, [503 
wo: 
: ;e 0 
Y-Xont Rz 
Also kommt: 


ae A 
an.) >@o.n 5 2 " 
a k dee 


welche Gleichung man nur mit (9) zu vergleichen braucht, um die Richtig- 
keit unserer Behauptung zu erkennen. 

Die Formel (8) beweist man folgendermaßen. Man bezeichne mit 
D* die Unterdeterminante hinsichtlich dy, : dx, von: 


DW). 
s de 
Alsdann ist nach einem bekannten Satze: 


(10) Di, DD eo, 


Lotte ++ In 


Andererseits geben die Gleichungen: 


durch Auflösung: 
a nn 


woraus: 


D - pe“. 
; OYr 


Und wenn wir diesen Wert in (10) einsetzen, kommt: 


nn ? ) N er 2 
Yı-++- Yo Lo+1+ ++ In 


wie behauptet wurde. 
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19. Das Verhältnis: 
er 


L ++. In-r 


. (X, _ IN 


dessen wesentliche Bedeutung wir nachgewiesen haben, nennen wir den 
Multiplikator des betreffenden vollständigen Systems. 

Istr =1, so deckt sich dieser Begriff mit dem Jacobischen Multi- 
plikator. Istr =n— 1, so gibt es nur eine Lösung, die bekanntlich auch 
als Integral der totalen Differentialgleichung: 


ac De ee PD [504 


definiert werden kann. Offenbar ist der Integrabilitätsfaktor dieser 
Gleichung: . 
a ee) 

eben der Multiplikator des betreffenden vollständigen Systems. 

Der von mir aufgestellte Multiplikator eines vollstän- 
digen Systems umfaßt also als Grenzfälle sowohl den Jacobi- 
schen Multiplikator einer linearen partiellen Differential- 
gleichung, wie den Eulerschen Integrabilitätsfaktor einer 
linearen totalen Differentialgleichung. 


Kennt man eine Lösung TT eines r-gliedrigen a Systems: 


So a G=lnan), 
k 


so erhält man bekanntlich ein äquivalentes r-gliedriges System zwischen 
n— 1 Variabeln: 
1...n—1 of 
>= 2,1%; o-.., In-15 MT) EFF —=( (=l,..r), 
indem man &,,.. ., &„_ı und TI als neue unabhängige Variabeln einführt. 
Kennt man nun zugleich einen Multiplikator M des ursprünglichen 
Systems, so ist es immer möglich, einen Multiplikator des re- 
duzierten Systems aufzustellen. Nach dem Vorangehenden ist 
nämlich: 


2 3 OR g 


) WIrr...Y)=M: won 
EEE 


also: 


ma ; £ 
| N air... I=M:iT ae 


Ir+1 er u ' In-1 O&n 
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und da die linke Seite dieser Gleichung der allgemeine Ausdruck eines 
Multiplikators des reduzierten Systems ist, so findet man einen solchen 
Multiplikator, indem man die Größe: 
M: 2 n 
Ö&n 


als Funktion von &,,.. ., &%)_., und TT ausdrückt. 


20. Der Multiplikator eines vollständigen Systems läßt sich auch defi- 
nieren als die gemeinsame Lösung von r linearen partiellen Differential- 
gleichungen, die wir jetzt aufstellen werden. 


Zu diesem Zwecke lösen wir die r Gleichungen des vollständigen [505 
Systems nach r Differentialquotienten, etwa: 


af A a 


DB 00°, 0000 


auf. Hierdurch nimmt unser vollständiges System die Form an: 


X...X| &t.. x Kun X . 
| ee ee “ er | dere N 
De an, 


Von jeder dieser r Gleichungen ist nun: 


1 1%) 
m m 


r\ 


ein Jacobischer Multiplikator. Unsere r Gleichungen haben also einen 
gemeinsamen Jacobischen Multiplikator, der nach meiner Definition zu- 
gleich der Multiplikator des vollständigen Systems ist. 


Nun aber hat Jacobi gezeigt, daß man den Multiplikator einer line- 
aren partiellen Differentialgleichung auch durch eine partielle Differential- 
gleichung definieren kann. Daher finden wir unmittelbar r Gleichungen, 
die der Multiplikator unseres vollständigen Systems befriedigen muß. 
Und da der Quotient zweier Lösungen dieser neuen r Gleichungen offenbar 
immer eine Lösung des vollständigen Systems: A,(f) = 0 ist, so erkennen 
wir, daß eine jede Lösung der gefundenen r Gleichungen einen Multipli- 
kator des vollständigen Systems darstellt. Dies gibt: 


Satz 14. Bilden die r ee 


ri: of au 


F k=1,...,r) 
F, + >17 kon; ( & 
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ein vollständiges System, so definieren die r linearen Gleichungen: 


ö(FaM) ‚""S:" O(FiM) _ 
ir > ee (k=1,...,r) 
den Multiplikator dieses vollständigen Systems. 

21. Hier möge noch der folgende Satz seinen Platz finden: 


Satz 15. Sind: A,(f) = 0,...,A,(f) = 0 lineare partielle Differen- 
tialgleichungen, die paarweise in der Beziehung: 


(11) 4,4 N) — Ar(Aslf)) = 0 


stehen, so haben dieselben einen gemeinsamen Jacobischen Multiplikator. 


Zum Beweise betrachten wir die r Gleichungen: [506 


2. {} 
NA EE rn. ee 
und bilden die Ausdrücke: 
_ —Ü N) = 


yi ®Xı x 0°X%9 


= A;(4x.(V)) dc A,(4:(N)) =. m 2 (X J PEICET SL, ), 


die sich auf: 


Br xi k 6 62x, a 
Mu, ; Be PECE? 
reduzieren. | 
Nun aber zerlegt sich die Bedingung (11) in die 2n folgenden: 


S(5 


3 %; 


u N 2, 


0%,’ 


woraus durch Differentiation: 
; 00x 0X 0X 0X, 0X, 
s(y #G _y a ( lies Bo. Bi se 
_ (Ki rer +2 RT PO We 
und durch Summation: 


nayi 0X, 0X, Br eXxi 
: ee) = we .) ne 
I(X 21 — X# .— ES ee 0, 


j 
er OLORg 02,0% 2 Fr? 


oder, da das letzte Glied identisch verschwindet: 


:_0°XG BRIN 
< (- X a) 0 
J 
folgt. 
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Es verschwinden also alle; 0,(0,.(V)) — Cx(0;(V)), was wieder heißt, 
daß die Gleiehungen: C,(V) =0,...,C,(V) = 0 gemeinsame Lösungen 
besitzen. Ist V eine solche, so findet man durch Auflösung der Gleichung: 


Via, lonst. 


hinsichtlich M einen gemeinsamen Jacobischen Multiplikator der Glei- 
chungen: A,(f) =. 


810. Beziehungen zwischen den Lösungen, Multiplikatoren 
und infinitesimalen Transformationen eines vollständigen Systems. 


Zwischen den Lösungen, den Multiplikatoren und den infinitesimalen 
Transformationen eines vollständigen Systems bestehen mehrere merk- 
würdige Beziehungen, die jetzt entwickelt werden sollen. 


22. Zunächst zeigen wir, daß man einen Multiplikator aufstellen [507 
kann, wenn man hinlänglich viele infinitesimale Transformationen ge- 
funden hat. 


Theorem VII. Gestattet ein r-gliedriges ee Sy- 
stem mit n unabhängigen Varvabeln: 


AN=X, +. .+ X Ku — (0 (el...) 


nn 


n—r bekannte infinitesimale Transformationen: 


BD=AgE+ +zl en 
und ist die Determinante: 
ne 
X ...X 
Ben 
I 


von Null verschieden, so ist 1:A ein Multiplikator des voll- 
ständigen Systems: A,f =. 


Zum Beweis multiplizieren wir nach der bekannten Regel die beiden 
Determinanten A und: 
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oT, . [7 [} oT, . [} . . oT, 
0%, ER On 


Mn -r . . . Mn _r . . . . Mn -r 


D= 02, Our OL : 
0 0 0 1:0 0 
0 , 0  : 1 


wo TI,,...,TI,„_, ein System Lösungen des vollständigen Systems: 
A,(f) = 0 bezeichnen, mit einander, und finden so: 


Al) Al) Bil) ... Ba.) 


DT a AB) Ba 
a )= 


1 7 ! n—r 
a en 


DE NE ME I Dr 

oder, da alle A,(TT,.) gleich Null sind: [508 
us. BıMı) Bar (Th) | ee 

| )=+ : Das *| » rar . 
mr Zn.) 


Hieraus folgt, da alle B,(TT,) Funktionen der Lösungen: TT,,..., TT,_; 


sind, eine Gleichung von der Form: 
1 r | 
2 In | Anırrıre An-rrı al N 
IL ... In-r in EAN = 


Und da hier die linke Seite der allgemeine Ausdruck eines Multiplikators 
ist, so muß auch 1 : A ein Multiplikator sein, wie behauptet wurde. 

23. Kennt man andererseits einen Multiplikator und eine infinitesi- 
male Transformation eines vollständigen Systems, so ist es im allge- 
meinen möglich, eine Lösung des Systems aufzustellen. 

Hierzu brauchen wir den Satz: 

Satz 16. Ser M ein Multiplikator und: 


BN=Ag + Hg 


eine infinitesimale Transformation des vollständigen Systems: A,(f) = 0, 
sodaß: 


B(AN)— ABM) = Ar) + + AA) 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 14 
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ist. Setzt man nun voraus, daß das vollständige System auf eine solche Form 
gebracht ist, daß alle: A,(Ax(f)) — Ax(A m identisch verschwinden, so ist: 


B (ogM) + SS 


aa 


entweder eine Konstante oder aber eine Sen des vollständigen Systems. 

Zum Beweis differentiieren wir die Gleichung: 

a X, dx, ) Andy tr + AL, 
2 

nach &,, und summieren sodann nach 7. Dies gibt, wenn wir die sich auf- 
hebenden Glieder weglassen: 

6 > Ü 0° $; Ber ° 
Sn PETER 10%; a) ae A1(4,1) ’ a A,(A;r) + 


=; 
1 Ti 


ax! 2 
Hug tn tier 02; ’ 


oder, was auf dasselbe hinauskommt: 


B e , = 4 (I) = Ayla) + +Arl)+ [500 


er % 


ap. 6 


oX), | 
Ex Dr ehe: Dr 
j J 


Nun aber ist: 


0X 
> ER 


J 


=. 4A, (log M)}) ’ 
also folgt: 
+08 
— B(A; (log M)) — A, (2 9) Alk) ++ Arldir) — 


J 
3ER, A; Aı (logM) tere A;,A,(logM), 
und, wenn wir die Gleichung: 


B(A,(f))— 4,(B(f)) er Aaıdıf TEST Ar Art 
berücksichtigen: 


12) — As(BogM)) — A (I) = Ara) ++ Ar) 


1) Erst während des Druckes bin ich von Mayer darauf aufmerksam gemacht 
worden, daß diese Formel, die hier direkt auf den Multiplikator des vollständigen 
Systems: A,(f) = 0 angewandt wird, zunächst nur für den gemeinsamen Jacobi- 
schen Multiplikator der Gleichungen: A,(f) = 0 gilt, daß aber unter den Voraus- 
setzungen: (4,A,) = 0 in der Tat diese beiden Begriffe zusammenfallen. 

Bei der Redaktion des Textes dachte ich mir das gegebene System durch Auf- 
lösung nach r Differentialquotienten auf diejenige Form gebracht, für welche die 
Identität beider Multiplikatoren in Nr. 20 nachgewiesen wurde. 
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Um diese Gleichung noch weiter zu transformieren, bilden wır die 
Jacobische Identität: 


((4:4,)B) + ((4;B)A.) + ((BA)4,) = 0. 
Diese ergibt, wenn wir die Werte der Größen: (4,4,), (4,B) und (BA,) 
einsetzen: 
— (Aadı +4 AA, A) + Ad tt + Ar, A) = 0, 
und durch Ausführung: 
AA) Aldı)]dıt + AA) -Aldn)]Ar = 0, 


Gleichung sich wegen der Unabhängigkeit der Größen A,(f),-- - 
A,(f) in die r folgenden zerlegt: 


A;(A;ı) en 4:(A,1); ... A;(A;r) es A;(Azr)- 


Setzen wir diese Werte in (12) ein, so kommt: 
— A (BlogM) + Sg + Mit Ant + A) =0, 
j 9 


welche Gleichung die Richtigkeit unseres Satzes nachweist. 


24. Wir setzen jetzt voraus, daß wir vermöge des Theorems VILI [510 
einen Multiplikator gefunden haben, und stellen die Frage, ob wir vermöge 
des eben aufgestellten Satzes eine oder mehrere Lösungen unseres voll- 
ständigen Systems bestimmen können. 


Um diese Frage allgemein behandeln zu können, entwickeln wir zu- 
nächst einen Hilfssatz: 


Satz 17. Sind dienGrößen: A, (f),. .., A„(f): 
9. 8 
AN= get Ho, 
durch die Relationen: 
(18) 4(AMN)— ArlAld) = Ar + + Anl) 
verbunden, und st dabei die Determinante: 
Be IR... X 


von Null verschieden, so vst: 


oX; ' 
4,(logA) — I 32; ngB; A; # er I Aını = Mrs 7% WE Ta Mine 
J 
14* 
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Beweis. Setzen wir: 


2. 
ae a 
BER, Ar 
X] ne 


so ist: 
Ala)=A!+ A! +... +17 = NAl. 
k 


Aus (13) aber folgt: 
A, = A, A, FT Ir 


Setzen wir daher: 


Bee 
= xi-i x 
rees Dal 
x Er 


so erhalten wir: 
N =D; +%,A 
und folglich: [511 
A,(A) = ID; FA SA 
k k 


Bezeichnen wir aber für einen Augenblick die Unterdeterminante von 
A hinsichtlich X7 durch (X7), so haben wir: 
0X 
Di = SRH, 


32 


also: 


2x: 
Ka 2. ; 
SDi= - 57 EB Br 2 = SUR). 


ki, J1q 
woraus, da IX; (X}) = A und I'X4(X}) = 0 ist, folgt: 
k k 


0X; 


k 
ZmM=a 2 
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und also: 
oX; 


ee 


4,(d)=A SI, 


oder: 


Auloga) = Iya + Zi, 
J 


womit unser Satz bewiesen ist. 


Satz 18. Sei: A) =0,...,A,(M) = 0, wo: 
A; = Xi 4 a En und: (4,4,) = 0 


ist, ein gegebenes vollständiges System mit n — r bekannten infinitesimalen 
Transformationen: 


BN=r + a 


nn 


Bestimmt man dann vermöge des Theorems VIII einen Multiplikator, so 
ergibt die Anwendung des Satzes 16 nur solche Lösungen, die man einfacher 
durch Theorem VII erhält. 


Beweis. Setze ich wie gewöhnlich: 


x X, 

Da Rt 
A= i 

aa 

EN ra 


soist M=1: A ein Multiplikator; setze ich ferner: 
B,(4,(N) Be A,(B,{f)) Eu Au,dıf re Auf.t: [512 
so ist (Datz 16) der Ausdruck: 


as 
B,(logM) + I; tut + Ar 
J 


entweder eine Konstante oder eine Lösung des vollständigen Systems. 

Der vorangehende Satz erlaubt, diesen Ausdruck auf eine andere 
Form zu bringen. Da nämlich A von Null verschieden ist, und also die 
Größen: A,(f),...,4,(N), Bı(f); - - -, Ba, (f) unabhängig sind, so müssen 
Relationen von der Form bestehen: 


(B,B)=uB + +ul B._,M+ 9A, 
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Folglich ist nach dem vorangehenden Satze: 


0&% 


B,(logA) = I, tt ter + A, Hit: a EB r? 
undda M=1:A ist, folgt: 
‚28 
BloeM) + 37, ut tr = it an.) 
3 


In unserem Falle lehrt also Satz 16 nur, daß der Ausdruck: 


am 
entweder eine Konstante oder eine Lösung unseres vollständigen Systems 
ist. Und da nach Theorem VII eine jede der Größen u}, eine Lösung ist, 
so gibt Satz 16 wirklich keine neue Lösung. 
Nichtsdestoweniger haben die Sätze 16, 17 eine bedeutende Wichtig- 
keit, wie ich bei einer anderen Gelegenheit zeigen werde. 


$ 11. Durchführung der Theorie für drei Variabeln. 


In diesem Paragraphen zeige ich, indem ich mich auf vollständige 
Systeme zwischen drei unabhängigen Variabeln beschränke, wie man ver- 
fahren muß, um den größten Vorteil aus bekannten infinitesimalen Trans- 
formationen zu ziehen. 


d. 
25. Ist unser vollständiges System zweigliedrig: 


AıN)=ÄXı HN: +22 ı =(, 


A,;(f) eo .e a Fr Y, z +2; a 0, 


z Yy 2 


so bildet man, wenn eine infinitesimale Transformation desselben: [513 


Bn=£2L 4 


bekannt ist, die Determinante: 


X ı % 
A= X, Y,2|; 
es: 
alsdann ist 1: A ein Multiplikator des vollständigen Systems und gleich- 
zeitig ein Integrabilitätsfaktor der totalen Gleichung: 


N%— Yz)de+ AL, —ZX)dy+ AV K,Yı)d=0, 


$ 10, 11; Nr. 24—26. Vollst. System in x, y, z mit bek. inf. Trff. 215 


deren Integral: 
1 
mE f + NZ: — YıZı)da + (ZıX,— 2X ı)dy + (KıYa—X,Yı)dz) 


die gesuchte Lösung des vollständigen Systems ist. 
Kennt man zwei infinitesimale Transformationen B,(f) und B,(f) 
des vorgelegten Systems, so bildet man die lineare Relation: 


Ay + %A +mBı +WmB, = 0 


die selbstverständlicherweise zwischen den A und den B bestehen muß. 
Ist nun das Verhältnis z, : us keine Konstante, so ist esnach Theorem VII 
die gesuchte Lösung, die sich somit in diesem Falle ohne Integration be- 
stimmen läßt. 

Im übrigen könnte man auch vermöge jeder infinitesimalen Trans- 
formation einen Integrabilitätsfaktor bilden; dann ist das Verhältnis der- 


selben: a y 2, re v RR | 

| Ne en DEE 
| Ne & N [z| 
bekanntlich eine Lösung. 

Es ıst selbstverständlich, und man verifiziert es auch leicht, daß man 
in dieser Weise eben die früher aufgestellte Lösung wiederfindet. 

Ist dagegen u, : u, eine Konstante, so ist es unmöglich, einen größeren 
Vorteil aus den beiden infinitesimalen Transformationen als aus der einen 
zu ziehen. In diesem Falle muß man die beiden Transformationer als 
wesentlich identisch auffassen. 

Gestattet überhaupt ein vollständiges System: 


A) =0,..., A,f) = (0 


die infinitesimale Transformation B(f), so gestattet es zugleich, wie man 
unmittelbar verifiziert, eine jede [infinitesimale] Transformation von der 


Form: cf) = Const. B(f) + AA + + 1,A,M, 


wo die 4 beliebige Funktionen der unabhängigen Variabeln sind. 


Il, [514 
26. Sei jetzt unser vollständiges System eingliedrig: 
an=xX3+Y5+22=0. 
Kennt man nur eine infinitesimale Transformation von: A(f) = 0, etwa: 


BNn=:3 


ex 


+9 + sh 
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so verlangt die Integration von: A(f) = 0, wie wir jetzt zeigen, die Inte- 
gration einer gewöhnlichen Differentialgleichung 1. O. zwischen zwei Va- 
riabeln und eine Quadratur. 

Die beiden Gleichungen: 


AN=0, Bi)=0 
bilden nämlich ein vollständiges System, dessen Lösung TT durch die Inte- 
gration einer Differentialgleichung 1. O. gefunden wird. Sodann führt 
man x, y und TTals neue Variabeln ein und bringt dadurch A(f) und 
B(f) auf die Form: 


! 0 ı ! 
ap=-r+rd, Bn=rltng, 
wobei die Gleichung: A’()=0 ee die infinitesimale 
Transformation B’(f) gestattet. Also ist: 


1 ‚ ‚ 
= [gurlyrg (Y'da — X’dy) 


eine Lösung von: A’(f) =0 und mithin auch von: A(f) =, deren 
Integration hiermit geleistet ist. 


ERBE 

27. Jetzt behandeln wir den wichtigen Fall, daß: A(f) = 0 zwei be- 
kannte infinitesimale Transformationen B,(f) und B,(f) gestattet, und 
daß dabei keine lineare Relation zwischen A, B, und B, stattfindet. 

Man bildet in diesem Falle den Ausdruck (B, B,), der sich notwendiger- 
weise linear durch A, B, und B, ausdrückt: 

(BB)=mB +mB, +74A=B;. 

Hier sind u, und u, entweder Konstanten oder auch Lösungen von: 
AN =0. 

Findet man hierdurch oder durch Bildung von (B,B,) und (B,B,) 
zwei verschiedene Lösungen, so ist das Integrationsgeschäft abgeschlossen. 

Findet man nur eine Lösung TT,, so bildet man vermöge B,(f) und 
B,(f) den Multiplikator 1:A; alsdann verlangt die Bestimmung einer 
weiteren Lösung, wie Jacobi gezeigt hat, nur eine Quadratur. Zu [515 
diesem Zwecke hat man die Größen x, yund TT als unabhängige Variabeln 
einzuführen, wodurch A(f) = 0 die Form: 


an=X+Y 


annimmt. Man bestimmt sodann nach J . Regel den Multipli- 
kator der reduzierten Gleichung: A’(f) =0 und findet hierauf eine 
Lösung derselben durch eine Quadratur. 


2 _ 
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Sind endlich sowohl u, wie u, Konstanten, so gibt es keine Lösung 
von: A(f) = 0, die sich ohne Quadratur aufstellen läßt. Dann verfährt 
man verschieden, jenachdem die Konstanten u, und wu, beide gleich Null 
sind, oder wenigstens eine von Null verschieden ist. 

a) Sind u, und u, beide gleich Null, so ist: 

19)=B BNP 


ein vollständiges System mit einer bekannten infinitesimalen Trans- 
formation B,; dessen Lösung ist: 


MT, -/7 [Em 2er. 


AaN=0, Bf) = 


ein vollständiges System mit der infinitesimalen Transformation B, (f) 
und der Lösung: 1 
= /zl2m— Yi)da+:-]. 


Hiermit sind zwei Lösungen von: A(f) = 0 gefunden; dabei bemerken wir, 
daß es gleichgültig ist, in welcher Ordnung diese beiden Quadraturen aus- 


geführt werden. 
b) Sei jetzt jedenfalls eine der beiden Größen u, etwa u, von Null ver- 


schieden. Alsdann setze ich: 


MB) + ueBe(f) = Bf) 
und ersetze die beiden Transformationen B, und B, durch B und B.. 
Man findet: 


Ebenso ist: 


(BB) = Bf) +wAA(N). 
Folglich ist: 
AN=-0, BN=0 
ein vollständiges System mit einer bekannten infinitesimalen Transforma- 
tion B,(f). Also findet man die Lösung TT, dieses Systems durch eine 
Quadratur. Führt man darnach x, y und TT, als unabhängige Variabeln 
ein, so erhält man an Stelle von: A(f) = 0 eine äquivalente Gleichung: 


‚ ‚0 ‚6 
ap=0-X+YH 

mit einer bekannten infinitesimalen Transformation B’(f), und findet [516 
also die Lösung TT, von: A’(f) = 0 durch eine zweite Quadratur. Hiermit 
sind zwei Lösungen von: A(f) = 0, nämlich TT, und TT, gefunden. 

Dabei ist zu bemerken, daß es in diesem Falle nur eine einzige Lö- 
sung, TT, nämlich, gibt, die sich durch eine Quadratur bestimmen läßt. 
Um TT, zu finden, muß man dagegen zwei Quadraturen ausführen. 
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IV. 


28. Kennt man zwei infinitesimale Transformationen: B,(f) und 
B,(f) von: A(f) = 0, und besteht dabei eine lineare Relation: 


AP) Fr PıBı(f) En P2B;(f) —(, 
so ist 8} : ß, eine Lösung von A(f) = 0. Ich bilde den Ausdruck (B,B,), 
der sich immer linear durch A(f) und B, (f) ausdrücken läßt: 


(B,B;) ar öB,(f) fr eAf). 


Ist ö keine Konstante und auch keine Funktion der früher gefun- 
denen Lösung ß} : ß,, So ist hiermit eine zweite ER uDE gefunden, wo- 
mit alles fertig ıst. 

Im entgegengesetzten Falle muß man &, y und ßı : ßs = o als neue 
Variabeln einführen. Hierdurch nimmt:.A(f) = 0 die Form: 


van. 007 ‚of 
AN-L,rYZ,- 0 


an, und die infinitesimalen Transformationen, von denen wir nur die eine 
zu berücksichtigen brauchen, erhalten die Form: 


BES ++ et 


Ist von Null verschieden, so läßt en kein weiterer Vorteilaus den in- 
finitesimalen Transformationen ziehen. Ist dagegen 9—=0), so stellt man den 
Multiplikator von: A’(f) = 0 auf, und findet sodann die fehlende Lösung 
durch eine Quadratur. 


” 


Aus dem obenstehenden fließt unter anderm der Satz: 
Satz 19. Gestattet die Gleichung: 


aN=xE+YF+z=0 


zwei bekannte infinitesimale Transformationen: B,(f) und B,(f), die keine 
lineare Relation von der Form: 


aA+PıBı +B, = 0 


erfüllen, so kann die Integration von: A(f) = 0 immer vermöge bloßer Qua- 
draturen geleistet werden. 


$ 12. Behandlung einiger spezieller Fälle, [517 


Eine allgemeine Integrationstheorie eines r-gliedrigen vollständigen 


Systems: 
A, N) =(,..., A,f) =d 


$ 11,12; Nr. 23—30. Vollst. Systeme mit bek. inf. Trff. 219 


mit n unabhängigen Variabeln und mit n— r bekannten infinitesimalen 
Transformationen: 
BIN.» Ba): 


die keine lineare Relation: 
ZaAl) +EBBf) =0 


erfüllen, läßt sich erst dann geben, wenn die Theorie der Transformations- 
gruppen weiter entwickelt worden ist. 

Hier werde ich nur einen allgemeinen Fall angeben, der sich vermöge 
n—r Quadraturen erledigen läßt. Zuerst betrachte ich einen Unterfall. 


T. 
29. Sind die infinitesimalen Transformationen durch Relationen von 


der Form: 
(B,B,) Sn PETE N 


verbunden, so bilden die Gleichungen: 
A) =(,... A,f) =(), 
B,(f) =... Be-ı f) =(, Br+ı(f) =(,... Ba) = 0 
ein vollständiges System mit einer bekannten infinitesimalen Transfor- 
mation B,„(f). Man stellt den Multiplikator 1: A dieses (n — 1) -gliedrigen 
Systems auf und findet sodann vermöge einer Quadratur eine Lösung TT,. 
desselben, die eo ipso die Gleichungen: A,(f) = befriedigt. Läßt man k 


sukzessiv die Werte: 1, 2,...,n —r annehmen, so erhält man auf diese 
Weise n — r von einander unabhängige Lösungen: 


1a PP 


und hat damit also die Integration des vorgelegten r-gliedrigen Systems 
vermöge n— r Quadraturen absolviert. 

In diesem Falle gıbt es offenbar n— r von einander unabhängige Lö- 
sungen, deren jede durch eine Quadratur bestimmt wird. 


EL: 


30. In dem allgemeinen Falle bestehen Relationen von der Form: 


1...k—1 
BB)= IRB, N + ZerA, N: 
0 
wo ß?, = const., und ? und k der Beschränkung: [518 
ı<k 
unterworfen sind. 
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Auch in diesem Falle, der offenbar den soeben erledisten umfaßt, ist 
es möglich, das Integrationsgeschäft zu erledigen, und zwar vermöge 
n — r sukzessiver Quadraturen. 


Man bildet zunächst das vollständige System: 


A) ee 0, a, A,f) ar 0, B,(f) Er 0, a Dar) —0 


mit der bekannten infinitesimalen Transformation B„_,f, bestimmt den 
Multiplikator 1: A und findet durch eine Quadratur eine gemeinsame 
Lösung TT, der aufgestellten n— 1 Gleichungen. Sodann führt man x,, 

.., &n_ı und TT, als neue unabhängige Variabeln ein und bringt hierdurch 
die A,(f) und B,(f),. . ., Bn--ı(f) auf die Form: 


n 


AN Kult. 4 Kung = 0, 
ef 


0 %_ı 


BN=&ı Be 


oö%, 


’ 


wobei die A,(f) und B;(f) durch dieselben Relationen, wie die entsprechen- 
den Größen A,(f) und B,(f), verbunden sind. Also ist: 


ea Beer 


ein vollständiges System mit einer bekannten infinitesimalen Transfor- 
mation B,_,_-ı(f); daher finden wir die gemeinsame Lösung TT, dieser 
n— 2 Gleichungen durch eine Quadratur. Indem man in dieser Weise 
fortfährt, findet man sukzessiv alle n—r Lösungen der Gleichungen: 
A,(f} = 0 vermöge n— r Quadraturen. | 


In diesem Falle gibt es im allgemeinen nur eine Lösung, deren Be- 
stimmung nur eine Quadratur verlangt. 


31. Bis jetzt ist es mir noch nicht gelungen, das allgemeine im An- 
fange dieses Paragraphen aufgestellte Problem durch Quadraturen zu er- 
ledigen. Und ich vermute sogar, daß eine solche Erledigung nicht all- 
gemein möglich ist. 

Dagegen kann man in jedem speziellen Falle das allgemeine Integra- 
tionsproblem in mehrere einfachere zerlegen. Bei einer anderen Gelegen- 
heit werde ich diese Andeutung ausführen. Ein besonderes Interesse 
bietet die Anwendung dieser Theorie auf gewöhnliche Differentialglei- 
chungen zwischen zwei Variabeln mit mehreren bekannten infinitesimalen. 
Berührungstransformationen. 

Ist n—r =3, so kann entweder das betreffende Problem auf den in 
diesem Paragraphen betrachteten Fall reduziert und somit durch Qua- 


$ 12,13; Nr. 30—82. Vollst. Syst. mit bek. inf. Trff. 221 


dratur erledigt werden, oder aber es kann die folgende Gestalt erhalten: 
Die Gleichung: | 
ee u LET, [519 

0% 0%; 0%; 0% 
soll integriert werden, und man kennt drei infinitesimale Transformationen 
derselben: B,(f), Bz(f) und B,;(f), die durch Relationen von der Form: 


(B,B,) =B, +44, (BıB;) =B, 44% (B,B,) = B, + vA 


verbunden sind. 

Diesen speziellen Fall habe ich nicht durch Quadraturen zu erledigen 
vermocht. Dagegen kann man ihn, indem man nur die Transformationen 
B, und B, berücksichtigt, durch die Integration einer gewöhnlichen 
Differentialgleichung 1. OÖ. zwischen zwei Variabeln erledigen. Wie dies 
geschieht, ist in dem Vorangehenden angegeben. 

Den Fall n—r = 4 kann ich immer auf den Falln—r =3 redu- 
zieren, und daher ist höchstens die Integration einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung 1. OÖ. zwischen zwei Variabeln notwendig. 

Der Fall n—r = 6 verlangt im ungünstigsten Falle die sukzessive 
Integration zweier Differentialgleichungen 1. O., und so weiter. 


$ 13. Direkte Bestimmung der letzten Lösung der Gleichung: (ff) =. 


32. Jacobi hat bekanntlich gezeigt, daß die letzte Lösung der 
Gleiehung: (ff) = 0 vermöge einer Quadratur gefunden werden kann. 

So schön und überraschend dieser Satz auch ist, und so großartig 
die analytischen Hilfsmittel sind, vermöge deren Jacobi dieses Resultat 
erreicht, so kann man doch einen doppelten Einwurf gegen seine Begrün- 
dung dieser Theorie machen. Einerseits kann man nämlich einwenden, 
daß sie nicht direkt ist, andererseits läßt sich nicht leugnen, daß sie die 
Sache mehr kompliziert, als notwendig ist. 

Im ersten Abschnitte (Paragraph 2) habe ich eine neue und äußerst 
einfache Begründung dieser Jacobischen Theorie als Korollar aus einer 
allgemeineren Theorie gezogen. 

Handelt es sich darum, die Gleichung: fi = «, zu integrieren, so 
glaube ich, behaupten zu können, daß meine Behandlung, die übrigens auch 
eine Quadratur erspart, sich nicht wesentlich verbessern läßt. Wünscht 
man dagegen nur, zu beweisen, daß sich die letzte Lösung der Gleichung: 
fı = «a, durch Quadratur leisten läßt, so kann man vielleicht auch gegen 
meine Bestimmung den Einwurf machen, daß sie nicht direkt ist. 

Daher werde ich in diesem Paragraphen eine direkte und zugleich 
einfache Bestimmung der letzten Lösung der Gleichung: (f}f) = 0 geben. 
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Dabei stütze ich mich einerseits auf meinen Satz über die Äquivalenz 
zwischen einer infinitesimalen Transformation und einem Integrabilitäts- 
faktor einer gewöhnlichen Differentialgleichung zwischen zwei Va- [520 
riabeln. Andererseits setze ich das Poisson-Jacobische Theorem als 
bekannt voraus. 

33. Sei vorgelegt die Gleichung: 


fı (&1; es In; Pı> a uk ie Pr) rege 1; 


und seien fi, fa; - - - fan. bekannte Lösungen der Gleichung: 


AN, 


aus denen sich keine weiteren Lösungen durch Anwendung des Poisson- 
Jacobischen Theorems herleiten lassen. 

Setze ich nun: | 
ah al 9 


und: i 


(fef) En B,(f), Be (fen-2f) m Ban-2(f); 


so sind, wenn ich mit f, eine beliebige Lösung von: A(f) = 0 bezeichne, 
auch die Größen: B,(fo)> - - -» Ban -a(fo) Lösungen. Wende ich daher die 
im Anfange dieses Abschnittes eingeführte Terminologie an, so kann ich 
sagen, daß ich einerseits 2n — 2 Lösungen: fi, .. „fen_,a von: A) =0, 
und andererseits 2n — 3 infinitesimale Transformationen: B,;{f),..., 
Ban 2_(f) dieser Gleichung kenne. 

Statt &1,- . ., &n> Pıs -- -» Pn führe ich neue unabhängige Variabeln 
ein, nämlich fi, fa -- fen. zusammen mit zwei weiteren Größen u, 
und u,. Hierdurch wird: 


AN = bit asL=, 
30 = bt ur I 


..2n—2 
of 


Ban-2(f) = (fan-aUı) + + (fon-2 U) 5. a en = (Fan-afr) fr 


Setze ich sodann, indem ich unter @,, 93, - - -, an _. beliebige Funktionen 
von fi, fe - fans verstehe: 


CH =YpeBalf) +--- + Pan-aBen-2(f), 


so ist klar, daß C’(f) immer eine infinitesimale Transformation darstellt, 
die: A(f) = 0 in sich selbst überführt. 
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Es fragt sich, ob die , derart gewählt werden können, daß der ana- 
lytische Ausdruck von C(f) nur die Differentialquotienten 2 : du, und 
of: Ou,, dagegen keine von den Größen: 


ar 2 2 a 
ef’ Of: a Ofan-ı 


enthält. Diese Frage kommt darauf hinaus, ob die Gleichungen: 
Ylfehı) + Palfafı) +++. + Pan-alfen-afı) =(, [521 
uk F an +++ 9an-a(fen-af) =(, 


En .)+ ne 2) ++ Pan-alfen-afen-2) = 0; 


von denen übrigens die erste an sich identisch ist, durch passende Wahl 
der @, befriedigt werden können. Da die schiefe Determinante: 


ee 
ER 


eine ungerade Anzahl Reihen und Kolonnen enthält und also identisch 
verschwindet, so können unsere linearen Gleichungen befriedigt werden. 
Sind @%,..., @%.-a Größen, die diese Gleichungen erfüllen, so besitzt der 


Ausdruck: 
N) ig p,B;(f) rer sch Pan sD3„_2(N); 
den wir bilden können, dıe Form: 
ö 
CN = U; + USE, 


wobei U, und U, Funktionen von fı, fa, - - -, 4, 4 sind. Nun aber wissen 
wir, daß die Gleichung: 


AD = (hr) 2 + (hi) z = 0 


die infinitesimale Transformation co (f) gestattet. Folglich lehrt Theo- 


rem V, daß: 
1 1 


IR DO, (fu) — U, (fıu,) 


ein Integrabilitätsfaktor von: (fu,)dus — (fus)du, = 0 ist. Und also ist: 


4 Ihu)dau, — (hu)du] 


die gesuchte Lösung von: A(f) =. 
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$14. Anwendung der Theorie der infinitesimalen Transformationen 
auf partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung. 


34. Die in diesem Abschnitte entwickelte Theorie der infinitesimalen 
Transformationen veröffentlichte ich zum ersten Male im Jahre 1874 (Ge- 
sellschaft der Wissenschaften zu Christiania).!) 

Im Anfange dieses Jahres (1876) versuchte ich, diese Theorie auf be- 
liebige (nicht eben lineare) partielle Differentialgleichungen 1. O. anzu- 
wenden. Ich fand zu meinem größten Erstaunen, daß meine neue Theorie 
sozusagen unmittelbar wesentliche Vereinfachungen in der allgemeinen [522 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. O. bewirkt. Hinterher 
fand ich, daß es noch einfacher ist, diese neuen Entdeckungen, wie ich 
dies im ersten Abschnitte dieser Abhandlung getan habe, unabhängig von 
der Theorie der infinitesimalen Transformationen darzustellen. Nichts- 
destoweniger halte ich es für richtig, diese Resultate zugleich auf dem 
Wege herzuleiten, auf dem sie zuerst gefunden wurden. 

Allerdings wird der aufmerksame Leser bemerken, daß die Darstel- 
lung des ersten Abschnittes nicht allein in formeller, sondern auch in 
reeller Rücksicht besser als die nun folgende ist. So zum Beispiel gibt 
meine Theorie der infinitesimalen Transformationen allerdings den all- 
gemeinsten Fall, in dem man die fehlenden Lösungen des Systems: 


AN=9ı..,kN=9 wo: (fl)=0, 
durch Quadraturen bestimmen kann. Dagegen lehrt sie nicht unmittel- 
bar, daß hierzu nur eine Quadratur erforderlich ist. 


35. Sei: 


h=.:f=% 


ein vorgelegtes Involutionssystem, und seien @,+1;> - - -, 9, bekannte, von 
einander und von fı,...,f„ unabhängige Lösungen des vollständigen 


Systems: 
2 Ah)=Iı..,kp) =I wo: (hf) =. 
Setzen wir nun: 


(xp) = Ar(P), (9x9) = Br(P) 


und bezeichnen für einen Augenblick eine beliebige Lösung der Gleichun- 
gen: A,(@) = 0 mit 9°, so werden auch sämtliche Größen B,(@°) Lösungen 
der Gleichungen: A,(@) = 0. Wir kennen daher, können wir sagen, nicht 
allein r Lösungen: fi, .. fa Pa+15 ---» 9r des vollständigen Systems: 
A,(9) =0, sondern auch r—gq infinitesimale Transformationen: 
B,+1(9), - - ., B,(g), die unser vollständiges System invariant lassen. 


1) [Bd. III d. Ausg., Abh. XIII, XIV.] 
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In diesem Abschnitte haben wir nun gelehrt, den Umstand, daß 
gleichzeitig gewisse Lösungen und gewisse infinitesimale Transformatio- 
nen eines zur Integration vorgelegten vollständigen Systems bekannt sind, 
zu verwerten. Wir werden den aufgestellten Regeln folgen. 

Zuerst müssen wir ($ 8, Nr. 16) versuchen, durch ausführbare 
Operationen weitere Lösungen und weitere infinitesimale Transfor- 
mationen unseres Systems aufzustellen. 

Zu diesem Zwecke haben wir die Ausdrücke: B,(9,) und: B,(B.(@)) 
— B,(B;(p)), die beziehungsweise Lösungen und infinitesimale Trans- 
formationen unseres vollständigen Systems darstellen, zu bilden. Es ist: 


B.(P:) = (Pr P))); B;(B,(9)) _ B.(B;(@)) 7 (P:Px) p); 


daß aber (,9,) eine Lösung ist, lehrt eben das Poisson-Jacobische 
Theorem. Und daß ((9,9,)p) eine infinitesimale Transformation unseres 
vollständigen Systems darstellt, oder anders ausgesprochen, daß [523 
((P:Px)Y) gleichzeitig mit @ eine Lösung darstellt, kommt wiederum 
darauf hinaus, daß (9,9,) eine Lösung ist. 

Endlich haben wir zu untersuchen, ob Relationen von der Form: 


= h(e9) + Im (pr9) = 0 


stattfinden. Wäre dıes der Fall, so beständen Funktionalrelationen zwi- 
schen fi,...,/, und den Lösungen: 9,41; Pa+2; -- -, Was indes ausge- 
schlossen ist. | 

Vorläufig geben also unsere allgemeinen Regeln nur das Poisson- 
Jacobische Theorem, das übrigens als bekannt vorausgesetzt wurde. 
Seien Paris ++ Pr ++, 9, diejenigen unabhängigen Lösungen, die wir 
in dieser Weise erhalten, und seien: 


(Pa+19) = Ba+ı(P): -  » (9sP) = Bs(P) 


die entsprechenden infinitesimalen Transformationen. 
Jetzt müssen wir die Größen: 


fı ER, fo; Ya+1> re Y; 


zusammen mit 2n — s passend gewählten weiteren Größen: u, . . -, Ugn_s 
als unabhängige Variabeln anstatt: &,.. ., 2m» Pıs +», Pn einführen. 
Dies gibt: ’ 
Alp) = (hp) = Z (fru,) 7 k=1j:..,.), 
0 0 

B.)=(MN)= Ian; t mu), Werne 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 15 
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Wir wissen, daß das vollständige System der: A,(p) = 0 jede infini- 
tesimale Transformation von der allgemeinen Form: 


C(p) = BZUNE ass ge Basıı + De) DilV) 


gestattet; und wir müssen versuchen, die Größen x, derart zu wählen, 
daß der Ausdruck C(p) nur die Differentialquotienten von @ hinsichtlich 
der u,, dagegen keine Differentialquotienten hinsichtlich der , enthält. 
Es fragt sich, ob die s— q Gleichungen: 


(14) TarılParı9r) + + 7(9:9r) = 0 (k=9+1,...,) 


befriedigt werden können, ob also die Determinante: 


D = [(Pa+1Pa+1) - + (PsPs)] 
verschwindet, oder von Null verschieden ist. 

Setzen wir voraus, daß die Gruppe: fi, - - + fa» Pa+ıs ‚9 außer 
den f noch [gerade] m ausgezeichnete Funktionen: Q,,..., 2, enthält, 
so verschwindet sowohl D wie ihre Unterdeterminanten erster, zweiter, 

.., (m — 1)-ter Ordnung, während es jedenfalls eine nicht verschwin- 
dende Unterdeterminante m-ter Ordnung gibt. Und folglich können [524 
die Gleichungen (14) befriedigt werden; man kann sogar m Größen 
7, etWA Ng419 +, 7%grm, arbiträr wählen. Alsdann drücken sich die 
übrigen x linear durch diese aus: 


| a j 
T,£m+3 > Yyrı ları t Yin 


Die allgemeinste infinitesimale Transformation C(p) besitzt daher die 


Form: 
C(p) = Rgr1Cı(P) + + RarımCm(P): 


wo die (,(p) ganz bestimmte Größen, die x, dagegen arbiträre Funk- 
tionen der f und @ bezeichnen. Insbesondere sind CO, (9), - - -, Om (9) selbst 
unabhängige infinitesimale Transformationen von der verlangten Form, 
die unser vollständiges System invariant lassen. 

Fehlen nun mehr als m Lösungen der Gleichungen: A,(P) = 0, so 
müssen wir nach unseren allgemeinen Regeln das vollständige System: 


Alp) =0,...,4,(@) —=0, CG(e) =0,;..., C„(p) = 0 
aufstellen und eine Lösung desselben vermöge einer Operation: 
2n—s—qgq—m 


bestimmen. Aus der gefundenen Lösung, verbunden mit den früheren 
hat man dann eventuell neue Lösungen vermöge des Poisson-Jacobi- 
schen Theorems zu bestimmen, und so weiter. 
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Man wird, wie man sieht, genau zu der in $ 3 entwickelten Methode 
geführt. Wie damals bestimmt man daher sukzessive vermöge der Ope- 


rationen: 
2n —s—q—-m 2n —s—q—m—2,..,6,4,2 


eine so große Anzahl weiterer Lösungen: 


%s+1> he Y%> 


daß die Gruppe: fı> - - -» fa» Parıs > Pss + - - 9 n-gliedrige Involutions- 
systeme enthält. 

Hiermit hat unser Problem die folgende Gestalt gewonnen: Vor- 
gelegt ist das q-gliedrige vollständige System: 

(Ip) = Alp) = 9, 

und man kennt 22 —qg— m Lösungen: fı,. fe Pa+ı5 ++» Pan_a_m 
desselben, die eine Gruppe bilden, welche außer: fı, ...., f, noch [gerade] 
m ausgezeichnete Funktionen: Q,,...,Q,, enthält. Man kennt zugleich 
die infinitesimalen Transformationen: 


B,+1(®) 2 (Pa+1P); a Ban-a-m(P) = (Pan-a-mP)- 
Nun führt man wiederum statt: &,.. ., &> Pı> - - - P„n neue Varia- 
bein ein, nämlich: fi,..., fa» Pa+ı> - - » Pan-a-m Zusammen mit g+m 
weiteren Größen: 4, Ug, - - -, Uy+m, und findet so: 


4x(p) = >17 a 


B.(p) = (mo) ze rt (9 %;) nn [525 


Man bestimmt wie früher durch lineare Kombination der B,(g) die all- 
gemeinste infinitesimale Transformation: 


C(e) = 174+101(P) an u RA) N 


die nur Differentialquotienten hinsichtlich der u; enthält. Wir werden 
zeigen, daß die infinitesimalen Transformationen C/.(p) paarweise die Re- 
lation: 0,(0,(9)) — 0x.(0;(p)) = 0 erfüllen. 

Da die ausgezeichneten Funktionen Q Funktionen von den f und 
sind, so folgt, daß sich die (2,9) mr ausdrücken lassen: 


(2,9) = Ua, Pa+1: +» Pan-a- > +2 audı 
wo die @,; Funktionen der f und o sind; auf der anderen Seite ist: 


(29) = > (u) “ 


15* 
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Also bestehen m Relationen von der Form: 
(2.9) = Zach nr 3 las Parıı Para + > -)04(9) + au 4;(p) 


und, da keine lineare Relation zwischen den (2,9) und den A,(p) bestehen 
darf, so folgt einerseits, daß die m Ausdrücke: I rx,,C,;(p) von einander 
unabhängig sind, andererseits, daß sich die C,(p) linear durch die (2,9) 
und die A,(p) ausdrücken: 


A) = 2 yalh or 2 Pa+ılr + +» Pan-a- ) ) (2,9 )+ ZI ßadı 


Bildet man daher die: (,(C,(P))— Cx(C;(p)) und berücksichtigt dabei, 
daß die C,(p) nur Differentialquotienten hinsichtlich der u enthalten, daß 
ferner alle (2,2,.) verschwinden, so erkennt man, daß alle: 


C, (Or. (P)) Su 0.(0; (9)) ae, 
sind. 
Hiermit hat unser Problem die folgende Gestalt gewonnen: 


Vorgelegt ist ein g-gliedriges vollständiges System zwischen qg + m 
Varıiabeln: 


0 
Arlp) = I (fe) u, = 0 (k=1,...,9) 
und man kennt m Ausdrücke: C,(9), . . ., Cm (9), welche die Gleichungen: 


4;(Cı (9)) — 0,(A; (p)) = = AruAulp), CO; (C,. (P)) ne 0.(C; (9) = 0 


erfüllen. [Überdies besteht zwischen: A, (9) ,..-, A.(9), Cı(®) »- --, Om (P) 
keine lineare homogene Relation.] Man soll das vollständige System 
integrieren. 1526 


Nach $ 12, Nr. 29 geschieht dies, indem man das vollständige System: 
Alp) =09,...,4,(P) = 0, 
Go) =0,...,0,.,. #0...) Er, 0, =, 
oder auch die entsprechende totale Differentialgleichung: 
W,,.du: + + Ward Unrge = (0 


aufstellt und darnach die durch diegqg + m Ausdrücke: 


6 
4,(P) = 2 Uu ie - IV ou; 
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bestimmte Determinante: 
| Br Ur. U 


| U,, 1 U, Beh U, m+q 
| 
VYır Vs u V, m+q 


Vorlas REG En m+q 
bildet. Alsdann ist 1: A ein Integrabilitätsfaktor, also: 


au 
L, - / A (W,„ıdur un ie -F Winiodlinrs) 


ein Integral unserer totalen Gleichung und gleichzeitig eine Lösung der: 
A,(g) = 0. Gibt man r sukzessiv die Werte: 1,2,..., m, so erhält man 
m Lösungen: L,,...,L,„, die von einander, wie von den f und p un- 
abhängig und somit die fehlenden Lösungen des Systems: A,(p) = 0 sınd. 
Hiermit haben wir das angekündigte Resultat erreicht. 
36. Auch die Ergebnisse des $ 5 fließen als Korollar aus meiner all- 
gemeinen Theorie der infinitesimalen Transformationen. 


Sei: 
la # BR 
a EWR, PR 


ein Involutionssystem nullter Ordnung, und seien: N,,.., N, Ha+ıs---; 
Hsn-a-m [bekannte] homogene Lösungen des Systems: 

Ne. N, 
die eine [homogene] Gruppe bilden, welche außer N,,..., N, noch [gerade] 
m ausgezeichnete Funktionen, sämtlich von nullter Ordnung, enthält und 
daher die kanonische Form: X,,.. ., Xn> Parmz+ıs +, Pu besitzt. 


Alsdann sind die ausgezeichneten Funktionen dieser Gruppe die Lö- 
sungen des vollständigen Systems: 


NE... IN Den (Bed) = 05 [597 
außerdem befriedigen sie die Gleichung: 


Sp2®=0, 


die somit eine algebraische Konsequenz der vorhergehenden Gleichungen 
ist. Also besteht eine lineare Relation: 


0 
(15) &(N,®)+---+@(N,®) + Barı HasıP) +» +3,77 > 0, 
die wir aufstellen können. Setzen wir nun: 


Nd)- Al), Hard) = Band), IP = BO), 
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so gestattet, können wir sagen, das vollständige System: A,(®) = 0 die 
[2rn — 2q — m + 1] infinitesimalen Transformationen B,(®), B(®). In- 
folgedessen sind die £ (Theorem VII) Lösungen der: A,(®) = 0. 


Ich behaupte, daß man in dieser Weise sämtliche fehlende Lösungen 
der: A,(®) = 0 findet. 


Zum Beweis setze ich: 
N A in, Are, 

und denke mir die Gruppe der N und H auf ihre kanonische Form: 

EIER ED EEE EI LT ET ER A N 
gebracht. Hierdurch nimmt die Gleichung (15) die Form an: 

OH) 0) + 
EI AR ER ER EI Pınn, o, 

oder ausgeführt: 


OD 5 ‚ 0® ‚ o® ‚ 0® 
a op, u hriap ae 


09 | 50 0 
BL en bene Pin -em 3x, <Fr7r, ER 


woraus: 
EN N A Pu Br. 
Man sieht, daß ß, +1; - - -» ßg+m die fehlenden Lösungen des Systems: 
X, Med... NE 


sind, während die übrigen 8’ Funktionen der bereits bekannten Lösungen 
sind. Berücksichtigt man daher, daß die beiden Größenreihen: 


Bari: N. ER 
B. 31: er a, 


in solcher gegenseitiger Beziehung stehen, daß sich jede Größe der einen 
Reihe durch die Größen der andern Reihe und die bekannten Lösungen 
ausdrückt, so folgt, daß auch die Größen ß,+1>-- - Pen-a-m die [528 
fehlenden Lösungen liefern, wie behauptet wurde. 

Um den Zusammenhang zwischen dieser und meiner alten Be- 
gründung möglichst klar hervortreten zu lassen, füge ich noch das 
Folgende hinzu. 
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Die Gleichung (15) gilt identisch für jedes ®. Setzen wir ® sukzessive 
gleich: 21, . . », &ns» Pı> =: -» Pn, So finden wir die 2n Gleichungen: 


oN cH 
PIE techn =D 0, 


deren Inbegriff offenbar mit (15) a ist. Diese Gleichungen lassen 
sich in die eine Gleichung: 


DürdN; Ing D'ß.dH, = pda +: + PmndEn, 
k k 


die daher mit (15) äquivalent ist, zusammenfassen. In Nummer 1 (Satz 3) 
sahen wir aber eben, daß die 8 die fehlenden Lösungen der Gleichungen: 
(N,2) =0,...,(N,®) =0 sind: 
37. Die Theorie der Nummer 12 ergibt sich noch unmittelbarer aus 
der Theorie der infinitesimalen Transformationen. 


Sei wiederum: 


ein vorgelegtes Involutionssystem nullter Ordnung, und seien H,.1,- - -; 
H,„ homogene Lösungen [erster Ordnung] der Gleichungen: 


N E0... N‘, 


die zusammen mit N,,..., N, eine Gruppe bilden, welche außer N,,..., 
N. noch [gerade] m ausgezeichnete Funktionen, sämtlich von nullter 
Ordnung, enthalte. 

Setzen wir: 


(N,0) = 4,(0), (H,0)=B,(b), Np rn — B(b), 


so gestattet, können wir sagen, das vollständige System: A,(®) = 0 die 
infinitesimalen Transformationen B,(®), B(®). Und wenn wir, wie 
in Nr. 12, die Voraussetzung machen, daß die Polargruppe der Gruppe 
N],..,N9, Harı,- - -, H, nicht nur Funktionen nullter Ordnung ent- 
halte, so bilden die Gleichungen: 


40) en Bed. BR 0 
ein vollständiges System. Es besteht somit keine lineare Relation zwischen 
den A,(®), B,.(®) und B(b). 
. Nach den Regeln von $ 8 führen wir neue Variabeln N,,..., N,, [529 
Hu, 24 Wen, ein, und: finden 80: 
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5 o® 

4.(®) ee SS (Nu) 5 
ok) °» 

B.(®) = S (H,H,) DH, u > (H,u,) Du,’ 
EN 0» a, eu; ed 

B(®) = =>H, 3 + II ee . 


Nunmehr müssen wir durch lineare Kombination aus den B,(®) und 
aus B(®) die allgemeinste infinitesimale Transformation: 
C(®) = 74+101(®) ” Ng+202(®) rar 
suchen, die nur Differentialquotienten hinsichtlich der u, enthält; dar- 
nach das vollständige System: 
4, =09,..,4,410) =0, 0, MB 2 -N,... 


aufstellen und eine Lösung desselben bestimmen, und so weiter. Dies ist 
aber eben die in Nr. 12 auseinandergesetzte Methode. 


Absehnitt III. 


Gibt es noch bessere Integrationsmethoden 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung? 

In Eulers Integralrechnung werden mehrere spezielle partielle 
Differentialgleichungen 1. O. integriert. Lagrange zeigte in einer be- 
rühmten Arbeit, die in den Abhandlungen der Akademie zu Berlin für 
1772 gedruckt ist, daß die Integration der allgemeinen Gleichung: 


q = f(x, y, 2, p) 
auf die Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen zurückgeführt 
werden kann. Er stellt das simultane System: 


de .:dy da Be dp 
Dee ae 
Ep I7 79 PFEMErT 


auf und sucht ein Integral desselben. Gelingt es, ein solches zu finden, 
so verlangt die Erledigung der vorgelegten partiellen Differentialgleichung 
nur die Integration einer linearen totalen Differentialgleichung: 

| dz— Ad<— Bay=0, 


ın der 4 und B bekannte Funktionen von x, y und z sind. 
Die Mathematiker strebten lange ohne Erfolg, eine allgemeine [530 
Integrationsmethode der allgemeinen Gleichung: 


Fe, u si DEE Be) ed 
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zu finden. Merkwürdig ist dabei, daß Pfaff, dem dies zuerst gelang 
(Abhandl. der Akademie zu Berlin, 1814—1815), den Umweg machte, das 
vorliegende Problem als speziellen Fall eines scheinbar weit schwierige- 
ren Problems aufzufassen. 


Pfaff zeigte nämlich, daß jeder 2n-gliedrige Ausdruck: 
X,dz, +" + XondLen 
auf eine n-gliedrige Form: 
Faafı ++ Fudfn 
gebracht werden kann, und zwar in der Weise, daß man sukzessive eine 


Reihe simultaner Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen voll- 
ständig integriert. Und da das Problem, die Gleichung: 


N en 
zu integrieren, darauf hinauskommt, den Ausdruck: 
de — Hd — — m-1dm-ı - 10, 
auf eine n-gliedrige Form zu bringen, so gibt die Erledigung des soeben 


besprochenen allgemeinen Problems zugleich eine allgemeine Integrations- 
methode der partiellen Differentialgleichungen 1.0. Um die Gleichung: 


Re Ne 
nach dieser Methode zu integrieren, muß man sukzessive ein simultanes 
System, bestehend aus 2n —1 Gleichungen, ein System mit 9n — 3 
Gleichungen, eins mit 2% — 5 Gleichungen, und so weiter, zuletzt eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung 1. ©. zwischen zwei Variabeln integrieren. 
Bezeichne ich daher die Operation, ein Integral eines simultanen Systems 
von q gewöhnlichen Differentialgleichungen 1. O. zu bestimmen, durch 
die Zahl q, sodaß die vollständige Integration eines solchen Systems die 


Operationen: a bg ..301 
erfordert, so verlangt, kann ich sagen, die Integration der Gleichung: 


F = OÖ. nach der Pfaffschen Methode die in folgendem Schema angegebe- 
nen Operationen: 


Die Pfaffsche Methode. 


IE N en 
In A a, 5 E 
ER Or 
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Cauchy, der Pfaffs Theorie nicht kannte, gab im Jahre 1819 eine [531 
neue, äußerst einfache Methode, die darauf hinauskommt, daß es hin- 
reichend ist, das erste Pfaffsche System zu integrieren. Diese Cauchy- 
sche Methode, die man als eine Verallgemeinerung der von Monge her- 
rührenden Theorie der Charakteristiken der Gleichung: f(z, z, y, p, q) = 0 
aufzufassen hat, scheint mir, hinsichtlich der zuGrunde liegendenGedanken, 
die einfachste Methode zu sein, die gegeben worden ist, und zugleich die 
einfachste Methode, die überhaupt gegeben werden kann. Allerdings ver- 
langt sie schwierigere Integrationsoperationen als mehrere spätere Me- 
thoden. 

Jacobi, der für die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
1.O, so außerordentlich viel geleistet hat, veröffentlichte 1837 (Crelles 
Journal, Bd. 17) die Grundzüge einer neuen Methode, die ich die Jacobi- 
sche Methode nenne. Erst 1862 (Crelles Journal, Bd. 60), mehrere Jahre 
nach Jacobis Tode, veröffentlichte Clebsch eine ausgeführte Redaktion 
dieser. Methode, die unter Jacobis nachgelassenen Manuskripten ge- 
funden worden war. In dem langen Zeitraume 1837 — 1862 gingen die Be- 
strebungen der Mathematiker, die sich mit dieser Disziplin beschäftigten, 
zum größten Teile darauf hinaus, die Jacobische Methode nach Jacobis 
Andeutungen zu rekonstruieren. Dies gelang Bour (Journal de l’Ecole 
Polytechnique, 39, cahier), der sich überhaupt in mehreren Richtungen um 
die allgemeine Theorie verdient gemacht hat. 

Um die Cauchysche und die Jacobische Methode zu vergleichen, 
stelle ich die nach beiden Methoden notwendigen Operationen in dem fol- 
genden Schema zusammen: 


Die Cauchysche Methode. Die Jacobische Methode. 
2n—1 2n—12n—3 2n—5...31 
2n—2 2n —3 2n—5...31 
2n—3 2n—5...81 

3 31 
2 


Wie man sieht, verlangt Jacobis Methode, wenn n > 2 ist, eine größere 
Anzahl Integrationsoperationen, die jedoch eine geringere Ordnung 
haben als bei Cauchys Methode. Zu bemerken ist übrigens, daß bei der 
Jacobischen Methode häufig mehrere Integrationsoperationen weg- 
fallen können. Man hält jedenfalls die Jacobische Methode für einfacher 
als die Cauchysche. 
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Man betrachtet allgemein die Jacobische Methode als ein Meister- 
werk; und diese Auffassung ist ohne Zweifel wohl begründet. Doch glaube 
ich, daß die zur Begründung dieser Methode entwickelten großartigen [532 
Hilfstheorien in noch höherem Grade als die Methode selbst einen bleiben- 
den Wert behalten werden. Insbesondere möchte ich das Poisson- 
Jacobische Theorem neben der Lagrangeschen, der Pfaffschen und 
der Cauchyschen Integrationstheorie als die wichtigste Entdeckung be- 
zeichnen, die überhaupt in der Theorie der partiellen Differentialgleichun- 
gen 1. O. gemacht worden ist. 


Im Jahre 1863 veröffentlichte Weiler in Schlömilehs Journal eine 
wesentliche Vereinfachung der Jacobischen Methode. Da Weilers Dar- 
stellung seiner Methode, die mir leider unzugänglich gewesen ist, nicht 
hinlänglich klar schien, unternahm es Clebsch in einer bekannten Ab- 
handlung (Crelles Journal Bd. 65), eine neue Darstellung der Weiler- 
schen Methode zu geben. Nach späteren Untersuchungen von Mayer 
(Mathem. Annalen, Bd. IX) ist jedoch diese Clebschsche Methode von 
der Weilerschen, die Mayer selbst in der zitierten Abhandlung aufs 
neue entwickelt hat, verschieden. Doch stimmen diese beiden Methoden 
hinsichtlich der Zahl und der Ordnung der notwendigen Integrations- 
operationen, wie das folgende Schema zeigt, überein. 


Die Weilersche Methode. Die Clebschsche Methode. 


2n—1 | 2n—1 

2n—3 2n—3 | 2n—3 2n —3 

2n—5 2n—5 | 2n—5 2n—5 
3 3 3 3 
1 1 1 1 


Im Jahre 1872 endlich, genau ein Jahrhundert nach dem Erscheinen 
von Lagranges oben zitierter bahnbrechender Arbeit, veröffentlichten 
Mayer (Math. Ann. Bd. V) und ich (Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Christiania)!) gleichzeitig und unabhängig von einander zwei verschiedene 
Theorien, die dieselbe Reduktion in der Zahl und der Ordnung der not- 
wendigen Integrationsoperationen erzielten. 


Mayers Arbeit enthielt ein merkwürdiges Theorem, das sogenannte 
Mayersche Theorem, welches ihm erlaubte, nicht allein die Jaeobische 
Integrationsmethode, sondern auch die allgemeine Theorie des Pfaffschen 
Problems wesentlich zu vereinfachen. 


1) [Bd. III d. Ausg., Abh. II.] 


236 III. Allgemeine Theorie der part. Diffgl. 1.0. II. Abh. Ann. XI, 1877 


Meine Methode nimmt gewissermaßen eine Zwischenstelle zwischen 
der Cauchyschen und der Jacobischen ein; sie basiert auf einer Ver- 
allgemeinerung der Cauchyschen Methode. 


Die Mayersche Methode. Meine Methode. [533 
2n —1 2n—1 
2n —3 2n — 3 
2n—5 2n —5 
5 | 
1 | 1 


Bei der Jacobischen, der Weilerschen, der Clebschschen, der 
Mayerschen und meiner Methode stellt man sukzessive eine Reihe simul- 
taner Systeme auf und sucht jedesmal ein Integral. Hierbei kann es ge- 
legentlich eintreten, daß man gleichzeitig mehrere Integrale eines solchen 
Systems findet; man kennt überdies Operationen, die dazu dienen, aus 
einem bekannten Integrale neue herzuleiten. Es stellt sich daher das Pro- 
blem, den Umstand, daß man gleichzeitig mehrere Integrale gefunden hat, 
zur Vereinfachung des zurückstehenden Integrationsgeschäfts möglichst zu 
verwerten. Dieses Problem behandelte ich eingehend in meiner ‚„‚Invarian- 
tentheorie der Berührungstransformationen‘‘'); ich zeigte, daß sich aus 
dem besprochenen Umstande im allgemeinen ein sehr großer Vorteil 
ziehen läßt. Und im ersten Abschnitte meiner jetzigen Arbeit habe ich 
gelehrt, bekannte Integrale in noch viel höherem Grade zu verwerten. 


Es stellt sich nun die Frage, ob es denkbar ist, daß eine spätere Zeit 
noch bessere Integrationstheorien der partiellen Differentialgleichungen 
entdecken werde. Ich zweifle nicht, daß jeder Mathematiker, der die 
jetzige Lage dieser Disziplin kennt, dazu geneigt sein wird, eine solche 
Frage ohne weiteres mit Nein zu beantworten. 

Hierauf ist jedoch wenig Gewicht zu legen. Denn in der Entwickelungs- 
geschichte dieser Theorie hat es sich mehreremal wiederholt, daß die mathe- 
matische Welt die Theorie für fertig gehalten hat. Schon Jacobi fand 
sich veranlaßt?), gegen die Ansicht aufzutreten, daß mit Lagranges und 
Pfaffs Arbeiten diese Theorie abgeschlossen wäre. Dagegen meinte er, 
daß sie noch ein fruchtbares Gebiet für Forschung sei. Und die Arbeiten 
Jacobis haben die Richtigkeit seines Urteils gezeigt. Es ist mir auf der 
anderen Seite keineswegs bekannt, daß Jacobi irgendwo die Auffassung 


1) [Hier Abh. I. Vgl. auch Bd. III d. Ausg., Abh. VI, VII, VIII (1872, 73).] 
2) Vorlesungen über Dynamik, S. 304. 
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ausgesprochen hat, daß mit seinen Arbeiten diese Disziplin zum Abschluß 
gebracht worden sei. Nichtsdestoweniger verbreitete sich die Ansicht, 
daß nun in dieser Theorie nichts mehr zu machen wäre, und auch die Ent- 
deckungen von Weiler und von Clebsch vermochten nicht, diese Auf- 
fassung zu erschüttern. 

Um nun die Frage, ob noch einfachere Integrationsmethoden als die [534 
bis jetzt bekannten überhaupt möglich sind, rationell behandeln zu können, 
scheint es mir zunächst notwendig, diese Frage näher zu präzisieren. Ich 
stelle daher ausdrücklich fest, daß ich bei der Vergleichung zweier Inte- 
grationsmethoden nur auf die notwendigen Integrationsoperationen Rück- 
sicht nehmen werde, während ich von den sogenannten ausführbaren 
Operationen, das heißt, von Differentiationen und Elıminationen ganz ab- 
sehe. Ich betrachte dabei eine Operation q (das heißt, die Bestimmung 
eines Integrals eines simultanen Systems von q Gleichungen) als schwieriger, 
als eine Operation g—1. Ich finde es ferner notwendig, als Axiom fest- 
zustellen, daß die Integration der allgemeinen Gleichung: 


Ken 19-0 


nicht durch ausführbare Operationen geleistet werden kann, woraus als 
Korollar hervorgeht, daß auch die Integration der allgemeinen partiellen 
Ditferentialgleichung 1. O. keine ausführbare Operation sein kann. End- 
lich stelle ich als Axiom fest, daß es nicht zufällig ist, sondern aus der Natur 
‚der Sache hervorgeht, daß bei allen bekannten Methoden die erste Opera- 
tion, welche zur Integration der gegebenen Gleichung: 


De De 


erforderlich ist, darauf hinausläuft, eine Lösung eines solchen voll- 
ständigen Systems mit den unabhängigen Variabeln: &,,. . ., 2» Pı> -- » Pn 
zu finden, welches zu: f = ain einer durch Berührungstransformationen 
invarianten Beziehung steht. 


Indem ich diese Axiome und den aufgestellten Maßstab zu Grundelege, 
gelingt es mir, nachzuweisen, daß sich keine allgemeine Integrations- 
methode mit einfacheren Operationen als die Mayersche und die 
meinige begnügen kann; daß ferner die von mir gegebenen Theorien den 
größtmöglichen Nutzen aus mehreren bekannten Integralen zu ziehen 
lehren. 

Hiermit ist die Frage, ob noch einfachere Methoden existieren, wenn 
nicht erledigt, so doch jedenfalls darauf zurückgeführt, die Richtigkeit 
der aufgestellten Axiome zu untersuchen. 
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$ 15. Infinitesimale Berührungstransformationen und vollständige Systeme. 
38. Ich sage, daß eine Funktion: TT(&,,..., X.) die infinitesimale 
Transformation: 
a ee %)Ot I 
gestattet, wenn die transformierte Funktion: 


Ile, + E08 


identisch gleich TT ist, wenn also: 


at +0 [535 

ıst. 
Bezeichnen wir die infinitesimale Transformation: ö.x2, = &,öt wieder 
mit dem Symbole: | 


BN)=&3- +: +65, 


so können wir diese und die entsprechende, früher (Nr. 15) in bezug auf 
ein vollständiges System gegebene Definition so formulieren: 

Definition. Die Funktion TT(&,,.. ., 2„) gestattet die infinitesimale 
Transformation B (f), wenn B(TT) gleich Null ıst. 

Definition. Ein vollständiges System gestattet die infinitesimale Trans- 
formation B(f), wenn B(®) gleichzeitig mit ® eine Lösung des Systems ist. 

39. Im folgenden haben wir nur infinitesimale Berührungstrans- 
formationen zwischen: &,...,&n> Pı> ---;P„n Zu betrachten. Wir be- 
stimmen zuerst die allgemeine Form einer solchen Transformation: 


u =%+4,öt, Pr = Pr + Budt. 


Die Größen A und B befriedigen bekanntlich (Math. Ann. Bd. VIII, 
S. 236)!) die Gleichungen: 


(2; + A,öt, &. + Ardt) =0, (X, + Asöt, Pr + Bröt) = 0, 
(Pi + B,öt, Dh B,öt) =(, (P; + B,öt, 2, + A,öt) =1, 


oder ausgeführt: 


0A; 0A 7 0B ODE DAN or 
or 0m’ ou 3 u 0 op: ’ 
diese Gleichungen werden aber in allgemeinster Weise befriedigt, wenn 
man setzt: sF IF 
4; u ER B; Baer 
op: 07% 


wo F eine beliebige Funktion von &,, » - ., &ns Pı> -- -» Pn bezeichnet. Also: 


1) [Hier Abh. I, 8. 23.] 
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Satz 20. Eine: jede infinitesimale Berührungstransformation [zwischen 
Bas see, Ems Pıs +++ Pn) besitzt die Form; 


oF oF 
(1) =, 9: 6%, = — Pas een), 
wo F eine beliebige Funktion von &, . » -, Ins Pıs = +» Pn St. 


Halten wir an der eingeführten Bezeichnungsweise fest, so ist die ın- 
finitesimale Berührungstransformation (1) mit: 


Bn=S (ze) mp 


F op: 0% 08%, 0Pi 


zu bezeichnen. Wir nennen diese Transformation kurzweg die infini- [536 
tesimale Berührungstransformation F. 

Angewandt auf infinitesimale Berührungstransformationen ergeben 
die aufgestellten Definitionen die beiden folgenden Sätze: 

Satz 21. Eine Funktion ®(&ı,.. -, ns Pıs - - -» Pn) gestattet die wn- 
finitesimale Berührungstransformation F, wenn (F®) gleich Null vst. 

Satz 22. Ein vollständiges System mit den unabhängigen Variabeln 
Eisen Ems Pıs +» Pn gestattet die infinitesimale Berührungstransformation 
F, wenn (F®) immer gleichzeitig mit ® eine Lösung desselben vst. 

40. Wir werden das allgemeinste vollständige System bestimmen, 
das zu einer vorgelegten Funktion: X (X, . - ., &n> Pı> - - -, P?„) in solcher 
Beziehung steht, daß alle infinitesimalen Berührungstransformationen, die 
X ıinvarlant lassen, gleichzeitig das vollständige System in sich selbst 
überführen. Um dieses Problem zu erledigen, werden wir zunächst einige 
Hilfssätze entwickeln, wobei wır wie früher mit den Buchstaben: X,,..., 
Xa> Pı;-- ., P„ Immer kanonische Variabeln bezeichnen. 

Satz 23. Gestattet ein vollständiges System alle infinitesimalen Trans- 
formationen von der Form F(X,,..,Xn, Pa; - - ., P.), und ist dabev X, 
eine Lösung desselben, so sind auch die übrigen in F enthaltenen Größen 
Lösungen. 

Beweis. Nach Voraussetzung gestattet unser vollständiges System 
unter anderen auch die infinitesimalen Transformationen: 


dr. PR 
wo 3 >1, also sind (Satz (22)): 
(Ka...) und (Au. 2; Pu 


das heißt X,und P,, Lösungen, was eben zu beweisen war. 

Satz 24. Wenn ein vollständiges System eine Lösung von der Form 
uyp(v) zuläßt, wo p eine willkürliche Funktion ist, so sind u und v selbst 
Lösungen des Systems. 
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Denn im besondern sind dann auch u und uv Lösungen, also ist 
auch ihr Quotient v eine solche. 

Satz25. Besitzt ein vollständiges System, das alle infinitesimalen Trans- 
formationen von der Form Q(X,) gestattet, eine Lösung, deren analytischer 
Ausdruck in den kanonischen Variabeln: X,,..,Xn, Pı,---, P. die 
Größe P, enthält, so ist X, eine Lösung desselben. 


Beweis. Sei ® eine Lösung von der angegebenen Art. Wenden wir 
dann auf ® die infinitesimale Transformation Q(X,) an, so erhalten wir 


die neue Lösung: ne 
RI)= NA) FB 


Diese enthält aber eine willkürliche Funktion von X, als Faktor, also ist 
nach dem vorhergehenden Satze X, selbst eine Lösung. 


Theorem IX. Es gibt nur zwei vollständige Systeme, die |537 
zu einer vorgelegten Funktion X, in einer durch Berührungs- 
transformationen invarianten Beziehung stehen. Das eine vst: 


A,9)=0, 


das andere hat keine andere Lösung als X. 


Beweis. Nehmen wir zunächst an, daß das betreffende vollständige 
System jedenfalls eine Lösung besitzt, deren analytischer Ausdruck in den 
Vanabein: A,,2., 8, 21.4, P, elle’von den Größen? RR... u; 
P,,..., P„, etwa P,, enthält. Berücksichtigen wir sodann, daß unser 
vollständiges System alle infinitesimalen Transformationen von der Form 
F(X,,..,X,, Pa, - - ., P„), im besondern also auch von der Form Q2(X,) 
gestatten soll, weil diese die gegebene Funktion X, invarlant lassen, so 
sehen wir aus Satz 25, daß X, selbst eine Lösung sein muß. Hieraus aber 
folgt (Satz 23), daß sämtliche Größen: X,,..., X,, Pa; - - ., P„n Lösungen 
sein müssen, und daher kann das betreffende vollständige System nur 
die eine Gleichung: 

(X,®) =0 
enthalten. 

Gibt es daher noch andere vollständige Systeme, die zu X, in einer 
durch Berührungstransformationen invarianten Beziehung stehen, so 
müssen sämtliche Lösungen derselben Funktionen von X, und P, allein 
sein. Sei ® eine solche Lösung, die P, enthält. Auf ® wenden wir die in- 
finitesimale Transformation X,2(X,) an und erhalten dadurch die neue 


Lösung: Si 


zp- 2 &ı); 
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die eine arbiträre Funktion von X, als Faktor enthält. Also muß X, selbst 
eine Lösung sein. Dies steht aber im Widerspruche mit dem Voran- 
gehenden. Und also gibt es keine Lösung, die P, enthält; das heißt: X, 
ist die einzige Lösung. 


$ 16. Bestimmung der besten Integrationsmethode. 
41. Zunächst entwickle ich einige allgemeine Sätze: 


Satz 26. Stehen zwei Integrationsprobleme, die sich durch Integration 
gewöhnlicher Differentialgleichungen erledigen lassen, in solcher gegen- 
seitiger Beziehung, daß man, wenn ein Problem der einen Kategorie vorgelegt 
ist, immer vermöge ausführbarer Operationen ein Problem der andern Kate- 
gorie aufstellen kann, dessen Erledigung diejenige des vorgelegten Problems 
nach sich zieht, so ist das Minimum der notwendigen Integrationsoperationen 
für beide Kategorien dasselbe. 

Dieser Satz ist unmittelbar evident. 

In den folgenden Sätzen werden unter partiellen Differential- [538 
gleichungen und Involutionssystemen immer nur solche verstanden, 
welche die unbekannte Funktion selbst nicht enthalten. 

Satz 27. Die Integration eines zweigliedrigen Involutionssystems mit 
n unabhängigen V ariabeln: 


DR re RS RE IR A 
läßt sich auf die Integration einer einzigen partiellen Differentialgleichung 
1.0. mit nur noch n — 1 unabhängigen Varvabeln zurückführen. 


Dies ist ja der Fundamentalsatz der neuen Integrationsmethode, die 
‚ich 1872 veröffentlichte. 


Satz 28. Die Integration einer gegebenen partiellen Differentralgleichung 
1.0. mitn — 1 unabhängigen V arvabeln: 
(&ı, ..n In-1» Pı,--» N, =; b 


läßt sich zurückführen auf die Integration eines zweigliedrigen Involutions- 
systems mit n unabhängigen V ariabeln. 


Denn die Integration des Involutionssystems: 
I.=b, Du = Const. 
zieht diejenige der Gleichung: f = b nach sich. 


Theorem X. Die einfachste Integrationsmethode eines zwer- 
glvedrigen Involutionssystems mit n unabhängigen Varvabeln 


braucht genau so viele und so hohe Integrationsoperationen 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 16 
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wie die einfachste Integratvonsmethode der allgemeinen par- 
tiellen Differentialgleichung 1.0. mit n—1 unabhängigen Va- 
rvabeln. 

Dieses wichtige Theorem ist eine direkte Konsequenz aus den vorher- 
gehenden Sätzen dieser Nummer. 

42. Um jetzt die Frage nach der einfachsten Integrationsmethode be- 
antworten zu können, scheint es notwendig, zwei Forderungssätze auf- 
zustellen: 


Erster Forderungssatz. Die Integration der allgemeinen 
Differentialgleichung: 


läßt sich nicht durch ausführbare Operationen leisten. 
Aus diesem Satze folgt als Korollar, daß auch die Integration der par- 
tiellen Differentialgleichungen 1.0. nicht allgemein geleistet werden kann. 
Zweiter Forderungssatz. Die einfachste Integrations- 
methode der allgemeinen Gleichung: 


Fa un Bas Diss nn Dal 


beginnt mit der Bestimmung einer Lösung eines voll- [539 
ständigen Systems mit den unabhängigen Variabeln: 
++ Ins Pıs --sPm,welcheszuX ineiner durch Berührungs- 
transformationen invarianten Beziehung steht. 


43. Indem ich diese beiden Forderungssätze admittiere, bestimme 
ich leicht die einfachste Integrationsmethode der allgemeinen Gleichung: 
KA ya ee, 


Zuerst muß man nach unserem zweiten Forderungssatze ein vollständiges 
System aufstellen, das mit X! invariant verknüpft ist. Es gibt nur ein 
solches System, nämlich: 

(KP) = 0, 


dessen Integration sich nicht allgemein leisten läßt. Daher bestimmen | 
wir vermöge einer Operation 2n — 2 eine Lösung X, von (X}®) =0. 
Sodann stellen wir die dem Involutionssysteme: 


Kan, ge 
äquivalente Gleichung mit n — 1 unabhängigen Variabeln: 


X7 = Const. 
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auf und behandeln diese in entsprechender Weise. Man wird, wie man 
sieht, eben auf meine neue Methode geführt. 

Um jetzt das allgemeinste vorgelegte Gleichungssystem in einfachster 
Weise zu integrieren, bemerken wir, daß jedes Gleichungssystem durch 
ausführbare Operationen auf ein äquivalentes Involutionssystem redu- 
ziert werden kann. Sodann reduzieren wir das gefundene Involutions- 
system auf eine einzige äquivalente Gleichung!) zwischen einer ge- 
ringeren Anzahl von Variabeln und behandeln diese nach meiner 
Methode. 

Wir werden also auch in dem allgemeinen Falle auf meine neue Me- 
thode als die einfachste geführt. Erinnern wir uns daher, daß diese meine 
Methode hinsichtlich der Zahl und der Ordnung der notwendigen Integra- 
tionsoperationen mit der Mayerschen völlig übereinstimmt, so können 
wir das folgende merkwürdige Theorem aussprechen: 


Theorem XI. Stellt man als Axiome fest: erstens, daß sich 
die Integration der allgemeinen Gleichung: 


Kan i)-0 


nicht vermöge ausführbarer Operationen leisten läßt, [540 
zweitens, daß die einfachste Integrationsmethode der all- 
gemeinen Gleichung: 


TER EP 


mit der Bestimmung einer Lösung eines mit f invarıant ver- 
knüpften vollständigen Systems zwischen den unabhängigen 
Varrabeln: &,..., In» Pı> - - -Pm anfangen muß, so läßt sich be- 
weisen, daß sich keine Imtegrationsmethode der partvellen 
Differentralgleichungen 1.0. mit einfacheren Integrations- 
operationen begnügen kann, als die Mayersche oder die 
meinvge. 


1) Ein g-gliedriges Involutionssystem mit n unabhängigen Variabeln kann, 
wie ich gezeigt habe, auf eine einzige partielle Differentialgleichung 1. O. mit nur 
noch n —q + 1 unabhängigen Variabeln zurückgeführt werden. Umgekehrt läßt 
sich die Gleichung: 

(1 In -ga+b Pr ++" Pn-g+1) ER 


auf ein q-gliedriges Involutionssystem zurückführen. Denn die Integration des In- 
volutionssystems: 
f 4, Pn-a+2 7 In-a+2 **»Pn 7 An 
zieht diejenige der Gleichung: f = a nach sich. 
16* 
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$ 17. Beste Verwertung der zufälligen Umstände. 


44. Integriert man eine oder mehrere partielle Differentialgleichungen 
1. OÖ. nach der Mayerschen oder nach meiner Methode, so wird man be- 
kanntlich häufig in den Fall kommen, daß man gleichzeitig mehrere Inte- 
grale der zur Anwendung kommenden simultanen Systeme gewöhnlicher 
Differentialgleichungen findet. Es stellt sich daher naturgemäß die Frage, 
wie man das Eintreten eines solchen Umstandes am vorteilhaftesten zur 
Vereinfachung des zurückstehenden Integrationsgeschäftes verwerten 
kann. Ich werde zeigen, indem ich mich auf die Axiome und Entwicke- 
lungen des vorangehenden Paragraphen stütze, daß die von mir in dieser 
Abhandlung gegebenen Theorien das Größtmögliche leisten. 


Sei vorgelegt das Involutionssystem: 
(1) I Fl, ne 
und seien gefunden eine Anzahl Lösungen: f,.1; - - -, fr des Systems: 

(Kıf) =(0,..., (Xp) —(, 

die zusammen mit X,,..., X, eine Gruppe von der kanonischen Form: 
(2) X; ..0o X, DER ..o. Ay, Aufl, ... Xyr, 2433, nr Br 
bilden. Die Regeln des Paragraphen 3 erlauben, dieses Involutionssystem 
vermöge der Operationen: 
(3) 2(n — q’), 2n—q)—2..,6,4,2 


zu erledigen. Ich werde beweisen, daß sich keine Methode mit einfacheren 
Integrationseperationen begnügen kann. 

Gäbe es in der Tat eine solche bessere Methode, so könnte man 
diese auf das allgemeine q.gliedrige Involutionssystem: 


(4) h=em.h=% 

zwischen den Variabeln &,,.. ., &n_a’+a> Pıs - - + Pn-u” +. anwenden. Ob- 
gleich nämlich die f nur die eben genannten Größen enthalten, so könnte 
man sie doch als Funktionen von: &,.. ., Ins Pıs + - -, P„ auffassen. [541 
Dann aber wären die Größen: 


Th» fa; In-a"+q+1> + In-a"+a' 
In-a”+g'+1> ++ +, Ins Pn-a”+a’+1> ++ Pr» 
die offenbar eine Gruppe von der kanonischen Form (2) bilden, bekannte 
Lösungen des Systems: (ff) =0,..., (ff) = 0. Und also könnte das In- 


volutionssystem (4) vermöge der vorausgesetzten besseren Integrations- 
methode durch einfachere Operationen als (3) integriert werden. Nun 


$ 17, 18; Nr. 44, 45. Beste Verwertung zufälliger Umstände 945 


aber lehrt Theorem XI, daß die Integration des allgemeinen g-gliedrigen 
Involutionssystems zwischen n — q’’ + q Variabeln eben die Operationen 
(3) verlangt. Daher schließen wır: 


Theorem XH. Die in dieser Abhandlung ($3) entwickelten 
Theorien erlauben, aus bekannten Lösungen des Systems: 
KND=9...,&D=0 
den größtmöglichen Vorteil für die Integratvon des gegebenen 
Involutionssystems: 
DA ae 
zu ziehen. 


$ 18. Gleichungen, die die unbekannte Funktion explizite enthalten. 


Ich werde jetzt zeigen, daß auch meine Methode zur Integration von 
Gleichungen, die die unbekannte Funktion explizite enthalten, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, von Gleichungen von der Form: 


FO er RS Se RG, RER N 17 
so einfach wie möglich ist. 


45. Zunächst entwickeln wir einige Sätze über vollständige Systeme, 
die gewisse homogene infinitesimale Berührungstransformationen ge- 
statten. 


Satz 29. Eine jede homogene infinitesimale Berührungstransformation 
besitzt die Form: SH 


ÖH | Er 
er öt, u Fr | Her... 
wo H eine beliebige Funktion von X,» » +; Ins Pıs = = > Pr bezeichnet, die hin- 


sichtlich der p homogen von erster Ordnung ist. 


Den Beweis dieses Satzes habe ich bereits ın Math. Ann. Bd. VIII, 
5. 2391) gegeben. 

Satz 30. Gestattet ein vollständiges System alle infinitesimalen homo- 
genen Transformationen von der Form H (X1,.., Xns Pa, ., Pn), und 
ist dabei irgend eine nichtausgezeichnete Funktion nullter Ordnung der 
Gruppe: X, Xn> Pas -- -, Pn, etwa X,, eine Lösung, so sind sämt- |542 
liche Funktionen nullter Ordnung der Gruppe Lösungen des Systems. 

Beweis. Unser vollständiges System gestattet die infinitesimalen 
Transformationen: 


me nd: Fer, WENDT, 


1) [Hier Abh. I, $. 26f.] 
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also sind (Satz 22) die Ausdrücke: 
RE TER er 


oder ausgeführt: & 
Zune AR 4>HE 


Lösungen, womit unser Satz bewiesen ist. 


Satz31. Besitzt ein vollständiges System, das alle infinitesimalen Trans- 
formationen von der Form Q(X,) P, gestattet, eine Lösung, deren analytischer 
Ausdruck in den Variabeln: X,,.., X, Pıs - - :; P„ jedenfalls eine der 
beiden Größen: X, und P, enthält, so ıst X, eine Lösung des Systems. 

Beweis. Sei ® eine Lösung, die entweder X, oder P, enthält. Wir 
wenden auf ® die infinitesimale Transformation Q(X,) P, an und finden 
so die neue Lösung: 


(9, 2X) P)=—Zx- 2%) (X) P,. 


+ gBr 
Geben wir nun der willkürlichen Funktion Q(X,) sukzessive die Werte 
1, X, und X75, so erhalten wir die drei Gleichungen: 


8» 

2X, mer 
PKo) o® 

a ee 
oo» 9 oo» 


die unter allen Umständen X, als Funktion der Lösungen L, L, und L, 
bestimmen. Folglich ist X, selbst eine Lösung, wie behauptet wurde. 


Theorem XII. Steht ein vollständiges System zu einer Funk- 
tion nullter Ordnung X, in einer durch homogene Berührungs- 
transformationen invarianten Beziehung, so sind zwei Fälle 
möglich: Entweder sind sämtliche Funktionen nullter Ordnung 
die mit X, in Involution liegen, Lösungen des Systems, oder 
aber das betreffende vollständige System hat keine andere Lö- 
sung als X.. 

Beweis. Setzen wir zunächst voraus, daß das betreffende vollstän- 
dige System jedenfalls eine Lösung besitzt, deren analytischer Ausdruck 
in den Variabeln: X,,..., X, Pı; - - „, P„ eine der Größen: X,,..., X, 
P,,..., P„, etwa: X,oder P,enthält. Berücksichtigen wirsodann, daß |543 
unser vollständiges System alle infinitesimalen Transformationen von der 
Form Q(X,) P, gestattet, so können wir schließen (Satz 31), daß X, und 
also auch (Satz 30) alle Größen nullter Ordnung der Gruppe: X,,...,&,; 
P,,..., P„ Lösungen desselben sind. 
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Nehmen wir andererseits an, daß sämtliche Lösungen unseres voll- 
ständigen Systems Funktionen von X, und P, allein seien. Enthielte nun 
eine solche Lösung die Größe P,, so würden wir durch Anwendung der 
homogenen infinitesimalen Transformation X,2(X,) Ps finden, daß auch 
X, eine Lösung wäre. Da indes dies unserer Voraussetzung widerspricht, 
so kann das betreffende vollständige System keine andere Lösung als 
X, haben. 

46. Um jetzt gewisse vorgelegte Gleichungen nullter Ordnung in ein- 
fachst möglicher Weise zu integrieren, stellen wir zunächst das äquivalente 
Involutionssystem auf und reduzieren dieses sodann auf eine einzige 
Gleichung. Es kommt also alles darauf an, eine vorgelegte Gleichung von 
der allgemeinen Form: 


Aultz, ee Ins Pı : Pr» ers Pn-ı> : Pn) = dı 


durch die einfachst möglichen Operationen zu integrieren. Um dieses 
Problem behandeln zu können, ist esnotwendig, denfolgenden Forderungs- 
satz aufzustellen: 

Dritter Forderungssatz. Die einfachste Integrations- 
methode der allgemeinen Gleichung: 


DEREN 


beginnt mit der Bestimmung einer Lösung eines voll- 
ständigen Systems mit den unabhängigen Variabeln: 
Eye Das Pıs- + On, daS zu X, in einer durch homogene Be- 
rührungstransformationen invarianten Beziehung steht. 

Da nun die Integration desjenigen vollständigen Systems, dessen ein- 
zige Lösung X, ist, eine ausführbare Operation ist, so lehrt Theorem XIII, 
daß die einfachste Integrationsmethode der Gleichung: 


DEREN FE ann IE ARE 


mit der Bestimmung einer von X, verschiedenen Lösung des Systems: 


— Ü o® — 
AP) =0, 2 Pr u 0 


anfangen muß. Ist eine solche Lösung X, gefunden, so stellt man die dem 
Systeme: 

X,=a, =% 
äquivalente Gleichung mit n— 1 unabhängigen Variabeln auf, und [544 


behandelt diese in entsprechender Weise, und so weiter. | 
Man wird, wie man sieht, auf meine neue Methode geführt. Dies gibt: 
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Theorem XIV. Die einfachste Integrationsmethode eines 
q-gliedrigen Involutvonssystems nullter Ordnung zwischen n 
Variabeln verlangt die Operationen: ?n— )—1,2(n —q)—3, 
u 

47. Es stellt sich jetzt das Problem, ein vorgelegtes Involutions- 
system nullter Ordnung: 


(5) een 


in möglichst einfacher Weise zu integrieren, wenn man bereits gewisse 
Lösungen der Gleichungen: 


X. 9) 0:27,00 
kennt. 
Setzen wir zunächst voraus, daß die bekannten Lösungen eine homo- 
gene Gruppe von der kanonischen Form: 


r 
N; 0.0.9 A Krug ..n9 X, Kuss .12..68 Kr, Piss, ae | Bin 


bilden. Die Regeln des $5 erlauben in diesem Falle, das Integrations- 
geschäft vermöge der Operationen: 


(6) a On It 


zu absolvieren. Existierte nun eine bessere Integrationsmethode, so ließe 
sich beweisen, indem man wie in $ 17 räsonnierte, daß auch die Integra- 
tion des allgemeinen q-gliedrigen Involutionssystems nullter Ordnung 
zwischen: 
I, 000 In-a"+a> Pı> > Pn-a”+a | 

durch einfachere Operationen als (6) geleistet werden könnte. Nun haben 
wir aber gefunden, daß das letztbesprochene Problem im allgemeinen die 
Operationen (6) verlangt. Folglich kann auch das Involutionssystem (5) 
nıcht durch einfachere Operationen erledigt werden. 

' Setzen wir andererseits voraus, daß die bekannten Lösungen eine 
homogene Gruppe von der kanonischen Form: 


7 
Ar ..e9 2.0 RE oe: Ar, fr, .o 0.9, Kor, Pi Da Bu Bits Be 


bilden, und nehmen wir an, daß sich die Integration des Involutionssystems 


(5) in diesem Falle durch einfachere Operationen als die früher ($ 5) an- 
gegebenen: 


(7) In BE a I - al, 6.42 


leisten ließe. Ich werde zeigen, daß eine solche Annahme mit den Ergeb- 
nissen des vorangehenden Paragraphen im Widerspruche steht. 
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Sei in der Tat: 
DEREN RREREN LER, 


ein allgemeines Involutionssystem (also keines von nullter Ordnung) [545 
zwischen den Variabeln: 

Y1> + + +, YUn-1> 715 + + +, n-1> wo: IT. = er 

Yk 


b 


und seien: 
(8) RE Se ANREDE LET DIET RN 
bekannte kanonische Lösungen der Gleichungen: 
(YıP) ai Mt. 
Ich führe neue Variabeln ein durch die Gleichungen: 
Re OR 9 Bea 1 12 


und verwandle hierdurch das vorgelegte Involutionssystem in ein System 
nullter Ordnung: Med, 


Indem ich dieselbe Substitution in den Größen (8) ausführe, erhalte ich 
aus denselben 2q’’ — q’ Lösungen nullter Ordnung der Gleichungen: 


(9) 0) =0,...,X0) #0, 


die verbunden mit der evidenten Lösung p/, eine Gruppe von der kanoni- 
schen Form: 


2; ee >. Ar a RE | X; A Bu An, RE 09 Eu, ae 


bilden. Ließen sich nun die fehlenden Lösungen von (9) einfacher als 
durch die Operationen (7) bestimmen, so hätte man eo ipso eine einfachere 
Integrationsmethode des Systems: Y, = a,, als die in $3 auseinander- 
gesetzte. Da nun aber das System: Y, = «a, nach den Ergebnissen des 
$ 17 im allgemeinen die Operationen (7) verlangt, so erkennen wir, daß 
auch das allgemeine System nullter Ordnung: 


Ara... „A, G,, 
mit den bekannten Lösungen: 
Ar ... A Ar ... a; Aryss aeg Xat Pi ... a; RR 
des Systems: (X,®) = 0,..., (X,®) = 0 dieselben Operationen verlangt. 
Hiermit ist gezeigt, daß die in dieser Abhandlung entwickelten Theo- 


rien das Größtmögliche leisten, vorausgesetzt natürlich, daß die aufge- 
stellten Axiome richtig sind. 
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Will man daher versuchen, noch einfachere Integrationsmethoden der 
partiellen Differentialgleichungen 1. O. zu entdecken, so scheint es natur- 
gemäß, die Frage so zu stellen: Sind die aufgestellten Axiome 
richtig? 

Es ist übrigens möglich, die Axiome 2 und 3 durch noch einfachere 
zu ersetzen, wie in Note 4 angedeutet wird. 


Notel. [546 
Synthetische Betrachtungen über Theorem I. 


48. Nachdem ich die neuen Integrationstheorien des ersten Ab- 
schnittes durch meine Theorie der infinitesimalen Transformationen ge- 
funden hatte, wie im zweiten Abschnitte gezeigt worden ist, gelang es mir, 
durch synthetische Betrachtungen die im ersten Abschnitte entwickelte 
einfache Begründung dieser Theorien aufzufinden. In dieser Note werde 
ich die einfachen synthetischen Überlegungen, die mich zu Theorem I 
führten, auseinandersetzen. 

Sei vorgelegt eine beliebige Gleichung nullter Ordnung: 


N ee, 


und seien: N,,.. ., N, bekannte Lösungen nullter Ordnung der Gleichung: 
(N,®) = 0. Ich setze überdies voraus, daß die Gleichungen: 


Ne = Opnst.... 3 N. a, bone, 


eine Schar vereinigter Elemente bestimmen, die (Math. Ann. Bd. IX, 
S. 253)1) eine M,„_ı_,, oder, wenn ich: 


2n—1l—r=q 


setze, eine M, bilden. Gebe ich den «, benachbarte Werte: @, + Au;, 
so erhalte ich eine benachbarte Elementmannigfaltigkeit, die M‘, heißen 
mag. Und es ist einleuchtend, daß sowohl M, wie M, von charakteristi- 
schen Streifen der vorgelegten Gleichung erzeugt ist. 

Nehme ich nun ein beliebiges auf M,„ gelegenes Element, so liegt das- 
selbe im allgemeinen nicht vereinigt mit den benachbarten Elementen der 
Mannigfaltigkeit M,. Es gibt im allgemeinen 00°”! Elemente, welche 
diese Bedingung erfüllen. Dieselben bilden eine Mannigfaltigkeit M,_,, 
und nach meinen früheren Untersuchungen (Math. Ann. Bd. IX, 5. 261, 
Satz 11)?) ist auch diese M,_, von charakteristischen Streifen erzeugt. 
Lassen wir die Verhältnisse der Größen A, variieren, so erhalten wir im 


1) [Hier Abh. II, $. 105.] 
2) TA. 8. 0.,8:114} 
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allgemeinen mehrfach unendlich viele Elementmannigfaltigkeiten M,_,, 
die sämtlich von charakteristischen Streifen erzeugt sind. Zwei solche 
M,„-ı haben im allgemeinen 00°”? Elemente gemein; die entsprechende 
Ms ist wiederum von charakteristischen Streifen erzeugt, und so weiter. 

Es ließe sich leicht durch synthetische Betrachtungen nachweisen, 
daß eine fortgesetzte Anwendung der gegebenen Operationen zuletzt die 
charakteristischen Streifen gibt. Das Obenstehende genügt jedenfalls zum 
Nachweis des genauen Zusammenhangs zwischen Theorem I meiner 
jetzigen Arbeit und Satz 11 meiner Abhandlung in Bd. IX dieses Journals. 


Note 2. [547 
Zur Theorie der Berührungstransformationen. 


49. Ich benutze diese Gelegenheit zur Erledigung einer Lücke in der 
Theorie der Berührungstransformationen, die sich zugleich in der ver- 
wandten Theorie der vollständigen Lösungen, so wie auch in der allge- 
meinen Theorie des Pfaffschen Problems fühlbar gemacht hat. 

In allen diesen Theorien handelt es sich bekanntlich darum, eine 
Gleichung von der Form: 


in allgemeinster Weise zu befriedigen, dabei vorausgesetzt, daß x/, ..., x), 
Pi»--.,9„ als Funktionen von £,,..., 2%, Pıs -- Pr, die selbst unab- 


hängige Variabeln sind, aufgefaßt werden. 
In früheren Arbeiten (Math. Ann. Bd. VIII, S. 238)!) habe ich ge- 
zeigt, daß die ;, p; die folgenden Relationen erfüllen: 


(u) = (up) = pp) =0, (Bu)=]1, 
02; _ Pi _ gi 
rn, . SP =MPi, 


k 


daß ferner Größen x;,p;, die diese Gleichungen befriedigen, die Be- 
dingungsgleichung (1) erfüllen. 

Schon längst kannte man eine andere allgemeine Methode zur Auf- 
findung von Größensystemen z;, p;, welche die Gleiehung (1) befriedigen. 
Man nehme in der Tat q beliebige Relationen zwischen den x, und x} an: 


(2) ne EEE UTE. 4 A 
und setze sodann: 
(3) 1 se = hs 


1) [Hier Abh. I, 8. 26.] 
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Alsdann folgt durch Differentiation von 2: 
Shot dn, + Ih; = 0 
kyi 


und durch Benutzung von (3): 
> pda — Dpıda, = 0. 
k k 


Bestimmen daher die Gleichungen (2) und (3) die Größen &;, p; als Funk- 
tionen Von Ay... Ins Pıis+ => Pn, So befriedigen die hervorgehenden 
Werte z;, p; die Bedingungsgleichung (1). 

Es ist aber denkbar, daß die Gleichungen (2) und (3) die &;, p; nicht als 
Funktionen von 2, .. , &ns Pıs =: Pn bestimmen, sondern gewisse Rela- 
tionen von der Form: 


2 ONE A en: [548 


nach sich ziehen. Nach den obenstehenden Entwickelungen ist auch in 
diesem Falle die Gleichung (1) eine Konsequenz von (2) und (3). 

Dieser Ausnahmefall, der früher kaum berücksichtigt worden ist, soll 
in dieser Note eingehend untersucht werden. Wir beweisen zunächst, daß 
sich aus (2) und (3) immer ebensoviele Relationen zwischen den Größen 
x, p, wie zwischen den Größen &’, p’ herleiten lassen. 

50. Um zu entscheiden, wie viele Relationen zwischen z,,..., > 


P1s ++», ?„ Sich aus den Gleichungen: 
ir dr ee, 
0 Er Wr 
Pr >= 195% -+4- 47 4 da, VE n) 
durch Elimination der Größen A,,.. -, © %s +. &, herleiten lassen, hat 


man nach einer bekannten Regel die Determinante: 


Om 0m in e 
OR, 0% 0 

Du m ee P 

aW. :W.. RT AN. 

1 0m0% 020%, OInor 08% ER 

Ra a eh 

02,0%, 0808), 02,08, 0, VER 


zu bilden. Versehwindet dieselbe nebst allen.ihren Unterdeterminanten 
erster, zweiter, ..., (m — 1)-ter Ordnung, während es jedenfalls eine nicht 
verschwindende Unterdeterminante m-ter Ordnung gibt, so bestimmen 
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die obenstehenden Gleichungen m, und auch nicht mehr als m Relationen 
zwischen: 2,2: m. 0.0, 

Wünscht man andererseits zu wissen, wie viele Relationen zwischen 
den x;, p; sich aus den Gleichungen: 


el... =; 


'r . 
k.> SE RR 


ve 


herleiten lassen, so muß man ganz analoge rasen anstellen. Man 
bildet die mit der obenstehenden analoge Determinante und untersucht, 
ob sie und ihre Unterdeterminanten verschwinden. Nun aber ist die neue 
Determinante mit der alten identisch, nur mit dem formalen Unter- 
schiede, daß die Reihen und Kolonnen vertauscht sind. Folglich gibt es 
m und auch nicht mehr Relationen zwischen &;,.. ., &a, Pı: - - Pu. [549 
Dies ergibt den: 


Satz 32. Ist es möglich, aus den Gleichungen: 


u Sue =, 
Pr . a =- Ik; ei a EA 3 


[gerade ] m Relationen zwischen &,,.. ., In» Pı> - - -» Pn herzuleiten, so ziehen 
diese Gleichungen immer auch genau dieselbe Anzahl Relationen zwischen 
a; Dr Nach Sich. 


5l. Die Gleichungen (2) und (3) ziehen nach dem obenstehenden 
immer die Relation: 
Pd + +mdm = pda ++ Panda 


nach sich. Fassen wir daher für einen Augenblick &\, ... ., x), als Parameter 
auf, so wird durch diese Gleichungen: 


pıda, u ae 2 PnÄL, =. 


Dies können wir so aussprechen, daß die Gleichungen: 


2.29, 
En RR Pr = hy Ehe yes) 
durch Elimination der A, eine Anzahl Relationen zwischen &,,:. ., &n; 
Pı>:-», Pn und den Parametern z/,..., x, ergeben: 
EN EEE A ER wer ı RR PS FE} 


welche die Gleichung: 2 p.dx, = 0 identisch erfüllen. Eliminiert man 
sodann die x;, so lassen sich (Math. Ann. Bd. IX, $. 277)!) die hervor- 


1) [Hier Abh. IL, $. 131f.] 
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gehenden m Relationen zwischen z,,. . ., &, Pıs - - -» ?„ auf die Form eines 
m-gliedrigen Involutionssystems bringen. 


Ich werde der Kürze wegen voraussetzen, daß sich dieses Involutions- 
system nach m von den Größen p, etwa nach pı,..., P„ auflösen läßt, 
sodaß es die Form: 

(4) Ga FE PR E 
annımmt, wo: 

(P— Mi, Pr — Ar) = 0 
ist. 

In ganz entsprechender Weise erkennt man, daß sich die m zwischen 
sen Cu Pis =», Pn bestehenden Relationen auf die Form eines In- 
volutionssystems, etwa: 


pı —hı En: 0, a ., Pın — Nm = U, wo: (p: — hi, pr — hi) = (0 
bringen lassen. 
In die früher gefundene Relation: [550 


substituieren wir statt: 91,» -, Pms Pis + - -» Pm die Werte dieser Größen, 
Damlch. N, er ne 108 Dibb: 


77) m-+1. Mm m+i1. 


Sind + Iprda, — Shan + Ipidai, 


in welcher Gleichung sowohl die linke, wie die rechte Seite eine (n — m)- 
gliedrige Form annehmen kann. . 


Da nämlich (4) ein Involutionssystem ist, so gibt es solche Funk- 
LIOHEnE 5, De DD Em, ed, dab: 
m+1.. 


(5) Sn, da, + S’p,da, — a 


wird. Ebenso seien ®1,...,0, m Fi,--..,Fa-m Funktionen von 
r A r 4 4 er 
RE 


2 ER, m+1. 


(6) Ihde, + Ipida; = DdFL ++ Pd _-ndfr_m 


ergeben. Hierdurch kommt: 


Pdf, +--- +, _mdFnm = PıdFi +: +6, m 72 PR me 
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Läßt man hier die ®,, F, ein bestimmtes Größensystem, das (5) befriedigt, 
bedeuten, so kann man immer unter den Größensystemen ®;, F};, die (6) 
befriedigen, ein solches wählen, daß: 


1 (=1,...,n—m) 

wird. 
Aus den Gleichungen (2), (3) lassen sich daher jedenfalls 2n unab- 
hängige Relationen zwischen: 2,,.., > Pıs--+Pn und 2,..., 2; 


Pis +», ?„ herleiten, nämlich: 
r«-m=0, H—M=0, Demi, m. 


Es fragt sich, ob man noch mehr solche Relationen finden kann. 

Um diese Frage zu beantworten, berücksichtigen wir, daß Q,,...,Q, 
unabhängige Funktionen von &,..., In» is... %, Sind, und daß sich 
daher die Gleichungen: 


hinsichtlich A,,...,/, auflösen lassen. Hieraus schließen wir, daß 
diese Gleichungen verbunden mit: Q, =0,..., Q, = 0 nicht mehr als 
2n von den 4, freie Relationen ergeben können. 


52. Berücksichtigen wir endlich, daß die Größen ®, und F', wegen [551 
(5) die Relationen: 


P:—h,9)=0I, M—h,F)=0, 
(®,0,) = (®,F,)) = (FF) =0, (Fl) =1 


erfüllen und dabei hinsichtlich der p homogen, beziehungsweise von erster 
und nullter Ordnung sind, so können wir das folgende Theorem aus- 
sprechen: 


Theorem XV. Aus den Gleichungen: 


N N RE ER ey 
Bes: r=— > 4 (k=1,...,n) 
, 0%”  N.0r 

lassen sich immer In und niemals mehr Relationen zwischen 
den Größen: &,..., Pr» Lıs +», pn ableiten. Können diese Rela- 
tionen hinsichtlich &,...,p,, und demzufolge auch hinsicht- 
lich &,...,2n, aufgelöst werden, so bestimmen sie eine gewöhn- 
liche Berührungstransformation. Lassen sich dagegen aus 
ihnen m Relationen zwischen &,,...,p, herleiten, so sind auch 
%,...,p. durch m Relationen verbunden. Diese beiden m-glved- 
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rigen Gleichungssysteme sind, aufgefaßt als partielle Diffe- 
rentialgleichungen, m-glvedrige Involutionssysteme. Seien: 


RR RR a A ee 6 


diese Imvolutionssysteme. Die fehlenden An— 2m Relationen 
zwischen is: = Pns %is +», Pn können dann die Form erhalten: 


FF, —ayR od, ==. RD N a 


wo F, und ®, Funktionen, beziehungsweise nullter und erster 
Ordnung von %,...,Pn, welche die Gleichungen: 


(FF) = (F;0,) = (0,0,) =0, (O,P) =1 


erfüllen, wo ferner F; und ®,;, Funktionen von &,...,P. sind, 
welche die entsprechenden Relationen erfüllen. 

Dieses Theorem bleibt mit den notwendigen Änderungen noch be- 
stehen, wenn die beiden Involutionssysteme, welche die zwischen &,,.. ., Pı 
und die zwischen &,,...,p„ bestehenden Relationen ausdrücken, sich 
nicht auf die spezielle Form: p, = h, und: p; = h} bringen lassen. 


Note 3. 
Zur Theorie des Integrabilitätsfaktors. 


53. Ich werde zunächst Theorem V durch mehrere möglichst ein- 
fache Beispiele illustrieren. 
Sei: | [552 


die allgemeine homogene Differentialgleichung 1. OÖ. Ziehe ich eine Ge- 
rade durch den Anfangspunkt und konstruiere zu jeder Integralkurve die 
Tangente in ihrem Schnittpunkte mit dieser Geraden, so sind alle diese 
Tangenten parallel. Hieraus ließe sich mit voller Stringenz schließen, 
daß jede Integralkurve durch eine beliebige Ähnliehkeitstransformation, 
deren Mittelpunkt der Koordinatenanfang ist: 

er en; 
insbesondere also durch die infinitesimale Transformation: 


or eat ey 
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in eine neue Integralkurve übergeführt wird. Man verifiziert übrigens, 
daß unsere Differentialgleichung die betreffende infinitesimale Transfor- 
mation gestattet, indem man in: 


| te) 
die Substitution: 


X-1, Y=f(2), t=5 n=yY 


macht und sich überzeugt, daß der hervorgehende Ausdruck identisch 
verschwindet. Hiermit ist der folgende, übrigens längst bekannte Satz 
bewiesen: 

Satz. IstdieGleichung: Ydz— Xdy = O homogen, soistl : (X y— Yx) 
ein Integrabilitätsfaktor. 

Als zweites Beispiel betrachte ich die lineare Gleichung: 


(1) I 4HXy+K=0. 


Auch jetzt ist es leicht, eine Transformation, und zwar zunächst eine end- 
liche anzugeben, welche jede Integralkurve in eine solche transformiert. 
Es sei nämlich z eine Funktion, welche die reduzierte Gleichung: 
an +Xy=0 
befriedigt, das heißt, es sei: 
PR Fr Xaz 


Ist dann y = y, irgend eine Lösung von (1), so ist bekanntlich auch: 
Yy = yı + cz, wo c eine beliebige Konstante bezeichnet, eine Lösung. Dies 
kommt darauf hinaus, daß die Transformation: | 


Xdx 


yY=y+tcz2=y-+ce‘ a 
jede Integralkurve von (1) in eine solche überführt. Wählen wir insbe- [553 
sondere c infinitesimal, so erhalten wir eine infinitesimale Transformation: 


are dat, 


welche (1) invariant läßt. Folglich ist, wenn wir setzen: 


E MIA TA) 
0 oe /Xaz 


I 


je u 


die Größe 1: A, das heißt e/**”, ein Integrabilitätsfaktor. Also: 
Die lineare Gleichung: dy+ (Xy+X,)dz=0 wird durch Mult:- 


h y ie Pe &: L ; ; 
plikation mit el Fir cin vollständiges Differentral. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 17 


258 III. Allgemeine Theorie der part. Diffgl. 1.0. II. Abh. Ann. XI, 1877 


Sei endlich: Xdy— Ydz = eine vorgelegte Differentialgleichung, 
deren Integralkurven durch eine infinitesimale Rotation um den Anfangs- 
punkt: 

oz = ydt, dy—-- 20 


unter einander vertauscht werden. Alsdann ist die Determinante A gleich: 
Xx+ Yy. Dies gibt: 
Gestattet die Gleichung: XKdy— Ydx = 0 eine infinitesimale Rotation 
um den Anfangspunkt, soistl: (X x + Yy) ein Integrabilitätsfaktor. 
Dieser Satz erlaubt zum Beispiel, die Krümmunsslinien einer Schrau- 
benfläche zu bestimmen. Wählen wir nämlich die Schraubenachse zur 
2-Achse, und schreiben die Gleichung der Fläche in der Form: 


2 — fe, Y), 


so definiert die bekannte Differentialgleichung der Krümmungslinien: 


pet (+ 9172) ++ Pt + Mr] + [+ Ps — par] =0 


die Projektionen dieser Kurven auf einer zur Schraubenachse senkrechten 
Ebene. Wir führen die infinitesimale Schraubenbewegung aus, welche die 
Fläche in sich verschiebt. Hierbei werden die Krümmungslinien und 
also auch die Projektionen dieser Kurven unter einander vertauscht, 
und zwar werden die Projektionen durch eine infinitesimale Rotation 
transformiert. Bringen wir daher die obenstehende Differentialgleichung 
auf die Form: Xdy— Ydx =0, so ist 1:(X x + Yy) ein Integrabilitäts- 
faktor. 

In ganz entsprechender Weise findet man die Krümmungslinien, oder 
die Haupttangentenkurven auf einer jeden Fläche, die eine beliebige lineare 
Transformation, welche den imaginären Kugelkreis invariant läßt, ge- 
stattet. 

Hier mag auch die Bemerkung ihren Platz finden, daß unsere Be- [554 
trachtungen sich ohne weiteres auf infinitesimale Berührungstransforma- 
tionen ausdehnen lassen. Gestattet nämlich die Gleichung: 


N fay)=Y:X 


die infinitesimale Berührungstransformation: 


0=&(2,9,52)6, öy=nla,y, Z2)68, 0. = ts; y,42) 68, 
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so ist klar, daß sie auch die infinitesimale Punkttransformation: 


oa=s,y,pöt, öy-nla, y, Not 
gestattet; und folglich ist 1 : (Xn — Y) ein Integrabilitätsfaktor.!) 


Geometrische Interpretation des Integrabilitätsfaktors. 


54. Sei: dx = £öt, öy=nöt eine infinitesimale Transformation, 
welche: Ydxz — Xdy = 0 in sich selbst überführt. 

Ich wähle einen beliebigen Punkt x, y, ziehe die Tangente an die hin- 
durchgehende Integralkurve und trage vom Punkte x, y aus auf der- 


selben die Länge VYX®+ Y? ab. Die Projektionen dieser Linie längs der 
x- und y-Achse sind beziehungsweise X und Y. Ich ziehe ferner die Ge- 
rade, nach welcher unser Punkt sich vermöge der infinitesimalen Trans- 


formation bewegt, und trage auf derselben die Länge ve +? mit den 
Projektionen &und ab. Die beiden besprochenen Geraden bestimmen ein 
Parallelogramm, dessen Flächenraum bekanntlich gleich: X — YE, das 
heißt, gleich dem inversen Integrabilitätsfaktor ist. Zuweilen ist es noch 
bequemer, anstatt dieses Parallelogramms das äquivalente Rechteck zu 
betrachten, dessen Seiten beziehungsweise 12:€ + Y: und die Projektion 
AN der Geraden V& + nr auf die Normale sind. Also: 

Der Integrabilitätsfaktor der Gleichung: Xdy— Ydxz =0 ist gleich 
dem reziproken Inhalte eines Rechteckes, dessen eine Seite die Länge 
VX?+Y? auf der Tangente ist, während die andere der Distanz im be- 
treffenden Punkte x, y zwischen der hindurchgehenden Integralkurve und 
einer benachbarten proportional ist.?) 

Sind zum Beispiel die Integralkurven Parallelkurven, so ist die ge- 

nannte Distanz konstant, und der Integrabilitätsfaktor somit gleich: 


T-PpAaTY 


55. Die gefundene geometrische Interpretation des Integrabilitäts- [555 
faktors erlaubt, eine jede Gleichung: 


Xdy— Ydı=0, 
deren Integralkurven isotherme Kurven sind, zu integrieren. 


Nach unserer Voraussetzung ist es nämlich möglich, die Ebene x, y 
in der Weise mit konsekutiven Integralkurven und Trajektorien zu be- 


1) Es ist klar, daß sich diese Bemerkung auf beliebige totale Gleichungen: 
Xıdzı ++ X„dz, = 0 ausdehnen läßt. 

2) Der Jacobische Multiplikator einer linearen partiellen Differentialgleichung 
gestattet eine ähnliche Interpretation. 


Er 
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decken, daß für einen beliebig gewählten Punkt die Distanz zwischen zwei 
benachbarten Integralkurven gleich der Distanz zwischen den beiden be- 
nachbarten Trajektorien ist. Bringt man daher die Differentialgleiehung 
der Trajektorien auf die Form: 


Xde+Ydy=0, 
so haben unsere beiden Differentialgleichungen einen gemeinsamen In- 
tegrabilitätsfaktor M, den man folgendermaßen findet. M genügt den 
beiden Gleichungen: 
MX) _ aMY) _, MN mx) _ 


0x 0Y 0% 0y 0, 
oder ausgeführt: 
oM ceM ON: 9 
Kat Ya) 
oM oM Rn >. 8 
Yatrtt 
woraus: 
DR 7b ao 2 
Pa A: a er}, 3 
2x 8 274 X?2+ Y2 ’ 
ERICH E EIER. 
2 er ikruunk: un 
0y 8 Pr xXrı y2 Sa ’ 
und: 


Mi e/Adz + Bay) 


Hiermit ist ein Integrabilitätsfaktor durch eine Quadratur gefunden. Also: 
Weiß man, daß die Integralkurven einer vorgelegten 
Gleiehung: Xdy— Ydz =0 isotherme Kurven in der z,y- 
Ebene sind, so findet man einen Integrabilitätsfaktor ver- 
möge einer Quadratur; eine zweite Quadratur gibt die Inte- 
gralkurven selbst. 
Sind zwei Gleichungen: 


Xdy— Ydte=0, Xdy— Ydı=0 


vorgelegt, die zwei Integrabilitätsfaktoren M und M’ besitzen, deren Ver- 
hältnis eine bekannte Funktion von x und y ist: 


M':M = o(z,y), [556 


so verlangt die Bestimmung von M’ und M nur eine Quadratur. Es gelten 
nämlich die beiden Relationen: 


(MX) | &MY) _ Aue 


) , 2MpY)) 
dx °y 0, s 


ey 


0: 
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welche die Differentialquotienten von log M hinsichtlich x und y be- 
stimmen. Eine jede der vorgelegten Differentialgleichungen läßt sich da- 
her durch zwei Quadraturen erledigen. 


Diese Bemerkung erlaubt, wie ich nicht näher auszuführen brauche, 
eine Schar isothermer Kurven, die aufirgend einer Fläche liegen und durch 
eine Gleichung: 

Xdy— Ydx=0 
definiert sind, vermöge zweier konsekutiver Quadraturen zu bestimmen. 
Scehneidet man zum Beispiel eine beliebige Minimalfläche durch parallele 
Ebenen, so bilden die Schnittkurven, und also auch die Trajektorien der- 
selben, eine Schar isothermer Kurven. Daher können die letzten Kurven 
durch zwei Quadraturen bestimmt werden. 

Man kann ferner allein aus dem Umstande, daß die Krümmungs- 
linien oder Haupttangentenkurven einer Minimalfläche isotherme Kur- 
ven sind, eine Methode zu ihrer Bestimmung herleiten. Hierbei ist es 
nieht notwendig, wie man sonst pflegt, zuerst die auf der 
Fläche gelegenen Kurven, deren Länge gleich Null ist, zu 
bestimmen. 


Note 4. 


56. Ich werde andeuten, wie man die durch meinen zweiten Forde- 
‚rungssatz festgestellten Voraussetzungen durch noch allgemeinere er- 
setzen kann. Dabei beschränke ich mich der Kürze wegen auf Gleichungen 
von der Form: 


(1) fa %,yp,q ='. 

Ich setze wie gewöhnlich: 
(2) dz=pdz +gdy, dp=rds+sdy, dgq=sdxe-+tdy 
und bilde die Gleichungen: 


(8) rent art s=0, 
(4) Hondigrdl eu rag 


Ich suche das allgemeinste vollständige System zwischen den unab- 
hängigen Variabeln: 2, x, y,p,qg,r,s,t, welches jede Berührungstrans- 
formation gestattet, die (1) und infolgedessen (3) und (4) invariant läßt. 

Ich habe gefunden, wasich hier nicht näher ausführe, daß es nur ein [557 
solches System gibt, dessen Integration keine ausführbare Operation ist, 
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diejenige Gleichung nämlich, die die charakteristischen Streifen bestimmt.!) 
Hätte man die Differentialquotienten dritter, vierter, ... ., m-ter Ordnung 
von 2 mitgenommen, so würde man ebenso nur diejenige Gleichung, die 
die charakteristischen Streifen bestimmt, erhalten haben. 

Für Gleichungen mit n unabhängigen Variabeln gilt ein entsprechen- 
der Satz. 


Christiania, 15. Oktober 1876. 


Illa. 
Selbstanzeige von III. 


Repertorium Bd. II, S. 67 —69. Leipzig 1879. 


Die Selbstanzeige bezieht sich zugleich auf die drei schon früher erschienenen 
Abhandlungen XVIII, XIV und XVI von Bd. III dieser Ausgabe. 


Die letzte Abhandlung [hier Abh. III], deren Resultate sich [67 
größtenteils schon in den drei ersten Arbeiten finden, zerfällt in drei Ab- 
schnitte. 

Sei: fi =,--.„fa = a, ein vorgelegtes Involutionssystem in den 
Vanabeln ©... 2.3 91,- 95 und. seen f.,,,.., 7, bekannte L6- 
sungen von: | 


(1) ANDI... 


Es gibt einen sehr allgemeinen Fall, dessen Grenzfälle allein früher bekannt 
waren, in dem man die fehlenden Lösungen des Systems (1) durch aus- 
führbare Operationen bestimmen kann. 

Gibt es in der Tat Funktionen F,,...,f,, 2, welche die Gleichung: 


(2) Zpdzs=F,dfhi +. --+Fad + + Frafr +dQ 


befriedigen, so sind F,,1;- - .‚ f, die fehlenden Lösungen von (1), wäh- 
rend (2 die Gleichungen: 


2-2]... 2-2]=0 
erfüllt. Besteht überhaupt eine Relation von der Form (2), so verlangt die 
Bestimmung von Q und den F',. nur eine einzige Quadratur zusammen mit 


gewissen Differentiationen. Hiermit ist die Integration des vorgelegten 
Involutionssystems geleistet. 


1) Indem ich die schönen Untersuchungen von Bäcklund in diesem Journale 
(Bd. IX) berücksichtige, kann ich sagen, daß die Gleichung der charakteristischen 
Streifen das einzige vollständige System ist, das eine jede Transformation zwischen 
2, %, Y, P, 9, r, s, t gestattet, die (1) und (2) invariant läßt. 
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Setzt mang=1,r=2n—.2, so erhält man Jacobis Bestimmung [68 
der letzten Lösung der Gleichung: (ff) = 0 vermöge des letzten Multi- 
plikators, wobei jedoch zu bemerken ist, daß die neue Theorie in diesem 
Falle eine Quadratur erspart. 


Setzt man andererseitsr = n und setzt außerdem voraus, daß fi,...,fn 
hinsichtlich p,,... ., ?„ unabhängig sind, so erhält man einen zweiten be- 
kannten Jacobischen Satz. 


Ist fi,. . ., fs eine vorgelegte Gruppe mit m unbekannten ausgezeich- 
neten Funktionen Q,,..., Q,„, So ist es immer möglich, ein vollständiges 
System in den Variabeln x, p aufzustellen, dessen Lösungen zugleich die 
Lösungen des Systems: 


BIER, Ad 
sind. 
Durch Verbindung dieser beiden neuen Theorien erhält man das fol- 
gende fundamentale Theorem: 


Sei:fi = 4; fa = a, ein vorgelegtes Involutionssystem, und seien 
farıs-- fs bekannte Lösungen des Systems: (ff) =0,..., (ff =. 
Enthält nun die Gruppe: fi,-.- „fa... ‚fs außer fi, - . -,f, noch m aus- 
gezeichnete Funktionen, so verlangt die Integration des vorgelegten In- 
volutionssystems im ungünstigsten Falle nur noch die Operationen: 


2n —q—m—s, 22 —q—m—s—2..., 6,4,2. 


Hieraus folgt insbesondere, daß die Bestimmung von 21 +.1 fehlenden 
Lösungen des Systems: (ff) =0,..., (ff) = 0 nicht schwieriger als die- 
jenige von 21 fehlenden Lösungen ist. Setzt man in diesem Korollar I = 0, 
so erhält man wiederum den Jacobischen Satz, daß die Bestimmung der 
letzten Lösung eine ausführbare Operation ist. 


Diese Integrationstheorien dehnen sich mit gewissen Änderungen auf 
solche Gleichungen aus, welche die unbekannte Funktion explizite ent- 
halten. 


Der zweite Abschnitt behandelt die Integration von vollständigen 
Systemen. Dabei wird vorausgesetzt, daß gewisse infinitesimale Trans- 
formationen, welche das betreffende vollständige System invariant lassen, 
von vornherein bekannt sind. Es wird gezeigt, daß dieser Umstand immer 
eine wesentliche Vereinfachung in dem Integrationsgeschäft bewirkt. 
Unter den neuen Theorien, die zu diesem Zwecke entwickelt werden, möge 
hier nur die Ausdehnung des Jacobischen Multiplikatorbegriffs auf voll- 
ständige Systeme erwähnt werden. 
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Der dritte Abschnitt stellt die Frage, ob es denkbar ist, daß die [69 
jetzigen Integrationsmethoden der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung künftig einmal durch noch einfachere ersetzt werden. 

Um diese Frage zu präzisieren, wird zunächst festgestellt, daß man 
bei der Vergleichung zweier Integrationsoperationen nur auf die Integra- 
tionsoperationen, dagegen nicht auf die sogenannten ausführbaren Opera- 
tionen (das heißt: Differentiationen, Quadraturen und Eliminations- 
operationen) Rücksicht nehmen soll. Darnach werden die beiden folgenden 
Axiome aufgestellt: 


1. Die Integration der allgemeinen Gleichung: 
d 
r(2, Y, z) =0 


läßt sich nicht durch ausführbare Operationen leisten. 
2. Die einfachste Integrationsmethode der Gleichung: 


12, Drang 

beginnt, wie alle bisherigen Methoden, mit der Bestimmung einer Lösung 
eines vollständigen Systems, das in einer durch Berührungstransforma- 
tionen invarianten Beziehung zu: f = a steht. 

Indem diese beiden Axiome als richtig vorausgesetzt werden, wird 
bewiesen, daß die vom Verfasser gegebenen Integrationstheorien, die be- 
kanntlich teilweise mit gleichzeitigen Methoden Mayers äquivalent sind, 
das Größtmögliche leisten. 


Christiania. 


Sophus Lie. 


IV. 


Zur Theorie der Berührungstransformationen. 


Leipz. Abh.Bd.XIV, Nr. XII, S.537—562. Das Manuskript übergeben am 7.8.1888, 
der Abdruck vollendet am 30. 9. 1888. 

Die nachstehende Abhandlung behandelt die Theorie der par- [537 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und die Theorie der Be- 
rührungstransformationen. Ich versuche, die Grundbegriffe und die wich- 
tigsten Sätze dieser verwandten Theorien durch möglichst durchsichtige 
Betrachtungen abzuleiten. Darnach gebe ich eine kurzgefaßte Zusammen- 
stellung von einigen allgemeinen Resultaten, zu denen mich meine Unter- 
suchungen über Gruppen von Berührungstransformationen geführt haben. 


$1. 
1. Sind 2, &,,... ., x, Cartesische Punktkoordinaten in einem (n+1)- 
fach ausgedehnten Raume R,„,,, so kann die Gleichung einer durch den 
Punkt 2, £,,.. ., &„ gehenden n-fach ausgedehnten ebenen Mannigfaltig- 
keit E, die Form: 
A) 2 — 2 — Pla — &) = — Pr (in — 0) = 0 
erhalten; hier sind 2’, &/,..., 2, Koordinaten eines laufenden Punktes 
unserer ebenen Mannigfaltigkeit E„. Bezeichnen wir daher den Inbegriff 
eines Punktes 2, &,,..., &„ und einer hindurchgehenden ebenen Mannig- 


faltigkeit E, als ein Element des Raumes R,„.,,, so können wir, wie in 
früheren Untersuchungen), die2n + 1 Größen: 


2,X13 ... In P1> Pr 


als Koordinaten eines Elements des Raumes R,,, betrachten. 
Für den Begriff Element hat später Clebsch?) die Bezeichnung 
Element des identischen Konnexes, und Herr Lindemann?) die 


1) Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania, 1871 und 3. Mai 1872. Vgl. 
auch Göttinger Nachrichten Juni und Oktober 1872, sowie Math. Annalen Bd.V, 
Bd.IX [d. Ausg. Bd. I, Abh. XI, XII und Bd. III, Abh. I; Bd. III, Abh. IIIund IV; 
Bd. II, Abh. I; Bd. IV, Abh. II]. 

2) Clebsch, Göttinger Nachrichten, 18. September 1872. 

3) Clebsch, Vorlesungen über Geometrie, bearbeitet und herausgegeben von 
F. Lindemann. 


266 IV. Zur Theorie der Berührungstransformationen. Leipz. Abh. XIV, 1888 


Bezeichnung Hauptelement angewandt. In der Theorie der Kon- [538 
nexe sind möglicherweise diese schwerfälligeren Bezeichnungen berechtigt. 
Dagegen in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und der Be- 
rührungstransformationen ist meine ursprüngliche einfachere Termino- 
logie vorzuziehen; sie ist auch längst von mehreren Verfassern, insbe- 
sondere von den Herren Mansion, Darboux, Bäcklund und Jordan 
adoptiert worden. Jedenfalls hat die Lehre von den Differentialgleichun- 
gen durch explizite Einführung des Begriffes Element an Einfachheit 
gewonnen. 


3. Wählen wir eine ganz beliebige Relation zwischen 2, &,,. . ., %: 
A a 
und fügen zu derselben die n Gleichungen: 


cF 
Peree (Klaren 
k 


hinzu, so besitzt das Gleichungssystem: 


(2) m ee 


62% 


die Eigenschaft, die Pfaffsche Gleichung: 
(3) dz — Pd — **"— Pd = 0 


zu befriedigen. 

Wir verstehen dies so, daß die Gleichung: dz — p,d&, — *** — P„4&, 
— () für jedes Wertsystem 2, x, p, dz, dx, dp besteht, welches die Glei- 
chungen (2) und die aus diesen durch einmalige Differentiation entstehen- 
den Gleichungen erfüllt. 


Es gibt indes noch weitere Gleichungssysteme®): 
D0,.: Det 


in den Veränderlichen z, x, p, welche in dem erklärten Sinne die Pfaffsche 
Gleichung: d2— pda, —*: — P„d&, = 0 erfüllen. Dies ist in der Tat 
der Fall mit jedem Gleichungssysteme von der Form: 


1) Wenn wir im folgenden von einem Gleichungssysteme: ®, =(,..., 
D„ = 0 in gewissen Veränderlichen y,,. . ., Y„ reden, so setzen wir immer voraus, 
daß dasselbe in einer solchen Form vorliegt, daß nicht alle m-reihigen Determinanten 
der Matrix: 961 


E yrJ 


vermöge: ®, =(,..., ®,, = 0 gleich Null werden. 
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a 2 aa Capapshe — Pak = 2 Pr: +, Pa> Latı? +5 Dal: 
e2 02 
(4) at RT 
eQ 02 
Pı+1 > RE a 


welche unter den Zahlen 0,1,...,n die Zahl q auch sein mag. Man [539 
beweist leicht), daß jedesGleichungssystem: ©, =0,..., D„ = 0, welches 
die Pfaffsche Gleichung (3) erfüllt, n + 1 Gleichungen von der Form (4) 
umfaßt; zu diesen können aber weitere Gleichungen hinzutreten, welche 
gar keiner Beschränkung unterworfen sind. 


3. Das Problem, eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 


62 02 
Ma 
zu integrieren, kommt darauf hinaus, alle Gleichungssysteme: 
OF 
2 —F(&,,...; ut U a ee 


zu finden, welche mit der Gleichung: ® = 0 verträglich sind. Es ist vor- 
teilhaft, dieses Problem durch das allgemeinere?) zu ersetzen: 


Alle mit der Gleichung: ® =0 verträglichen Gleiehungs- 
systeme: d&, =0,...®,;ı=0 zu finden, welche die Pfaffsche 
Gleiehung: d2 — p,d&, — :"-— 9,4, = 0 erfüllen. 


Diese letzte Fragestellung gibt, wie auch bei dieser Gelegenheit her- 
vorgehoben werden mag, der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung eine Allgemeinheit und Einfachheit, welche der Jacobi- 
schen Theorie fehlt. 

Sagen wir, daß ein Gleichungssystem: 8, =0,..,D,,1ı =, 
welches die Pfaffsche Gleichung (3) erfüllt, eine Elementmannigfaltig- 
keit oder kurz eine Element-M,, bestimmt, so können wir das Integra- 
tionsproblem einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung: 
® = 0 auch so aussprechen: es sollen alle Element-M,, bestimmt werden, 
deren Gleichungen mit: ® = 0 verträglich sind, kurz, welche: ® =0 er- 
füllen. 


1) Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania, November 1874; Math. Ann. 
Bd. IX, S. 250 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XII; Bd. IV, Abh. II, S.102]. InGraß- 
manns Ausdehnungslehre (1861), S. 352 findet sich ein Satz, der scheinbar 
meinen soeben besprochenen Satz als speziellen Fall umfaßt. Dabei ist aber zu be- 
merken, daß Graßmanns Beweis unrichtig und sein Satz nicht allgemein gültig ist. 
2) Gött. Nachrichten Oktober 1872 [d. Ausg. Bd. III, Abh. IV]. 
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$ 2. [540 
4. Ist das Gleichungssystem: 


oF 


ER fk=1,...,n) 


(5) = Fl, el pr 
mit der Gleichung: P(z,,.. ., &%,%P1 - - -» Pn) = 0 verträglich, so geht 
die Gleichung: ® = 0 durch die Substitution: 2=F,p, =ödF: dx, in 
eine Identität über. Wenn aber eine Funktion von &,,.. ., &, identisch 
verschwindet, so verschwinden auch die Differentialquotienten derselben 
hinsichtlich &,,.. .,&,.. Es ist also SE: daß die Gleichungen: 


6F 


— kz=1,..., 
rer 0 % 


o®D 
Fe + 02 


E 


vermöge des Gleichungssystems oe bestehen. 


Bezeichnen wir den Ausdruck: 


5% (u +P P: Kreke Br (+ +25.) 


wie gewöhnlich, mit dem Symbole [®Y], so können wir somit sagen, daß 
die n Gleichungen: 


Kir 


—( (k=1,...,n) 


vermöge des Gleichungssystems (5) bestehen. Nun aber verschwindet der 
Ausdruck: 


Et. aF 
[(d,2—F] Ir n, 


ebenfalls vermöge des Gleichungssystems (5). Also erhalten wir den fol- 
genden Satz, der sich nur hinsichtlich der Form von einem längst be- 
kannten Satze unterscheidet: 


Satz 1. Ist das Gleichungssystem: 
»— Play, ...; ud; %— 5 —0 (k=1,...,n) 


mit der Gleichung: ®(z, &, . . ., Pn) = 0 verträglich, so bestehen die Glei- 
chungen: 


[1d,2—-F]=0, 9, I — 2 ]=0,... ‚[8, PR; | = 0 


vermöge des Gleschungssystems: 2 —F = 0, p. — OF: 0 =). 
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5. Benutzen wir den Begriff der infinitesimalen Transfor- [541 
mation und betrachten überdies: 


Lin 
oD 6 
nt 
PR", 0B\ 0 (08 od\ of 
a ee Ara kerr 


als Symbol einer solchen Transformation in den Veränderlichen: 2, x, ,...,&n5 
P1> ++ + Pn, So können wir den Satz 1 auch folgendermaßen formulieren: 


Satz 2. Ist das Gleichungssystem: 
EP) SV, A. ,m-;=0 
mit der Gleichung: D(2, %,.. - ,Pn) = 0 verträglich, so gestattet es die in- 
finitesimale Transformation |Df]. 

Diese nur hinsichtlich der Form neue Bemerkung, die wir später ver- 
allgemeinern, liefert eine einfache und durchsichtige Begründung der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, wie auch 
der Theorie der Berührungstransformationen. Dabei setzen wir als be- 
kannt voraus, daß die Invarianz eines Gleichungssystems bei 
einer infinitesimalen Transformation eine Eigenschaft des- 
selben ist, die sowohl von der Wahl der Veränderlichen, wie 
von der Form des Gleichungssystems unabhängig ist. 

Wir werden annehmen, daß ein vorgelestes, aus n +1 Gleichungen 
bestehendes Gleichungssystem: 


U REN DE 2 EEE N Gels...n+i) 
durch Auflösung auf die Form: 
F 
(5) BeEl...se), =; en 


gebracht werden kann. Alsdann ist es nach dem Vorangehenden sicher, 
daß unser Gleichungssystem jede infinitesimale Transformation [B,f] ge- 
stattet; das heißt, es verschwinden sämtliche Ausdrücke [®, |] vermöge: 
Ele. 

Es fragt sich nun, ob diese Eigenschaft für Gleichungssysteme, 
welche die Form (5) erhalten können, charakteristisch ist. 

Um diese Frage beantworten zu können, schicken wir eine all- [542 
gemeine Bemerkung voraus, die im folgenden mehrfache Anwendung 
finden wird. 

6. Gestattet ein Gleichungssystem, welches sowohl die Form: 
D,=0,..., Dd„ = 0 wiedieForm:%, =0,..., Y, = O annehmen kann, 
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jede infinitesimale Transformation [®,f], so ist leicht zu erkennen, daß 
es auch jede infinitesimale Transformation [Y,.f] gestattet. 


Nach unserer Voraussetzung verschwindet nämlich jedes [®,D,] ver- 
möge: d, =0,...,0„ = 0, und gleichzeitig jedes [®,7,] vermöge: 
Y—=(,...%„ = 0. Dann aber verschwindet jedes [7 ,D,] = — [9,7] 
vermöge: ®d, =(0,...,D, = 0, und folglich auch jedes |Y 7] vermöge: 
Yv—=(,...,Y,„ = 0, wie behauptet wurde. Hiermit haben wir nun zu- | 
nächst den folgenden von mir herrührenden allgemeinen Satz: 


Satz 3. Stehen m Gleichungen: ®, =0,..,0d,.=0 in den Ver- 
änderlichen x,» » -, Ins 2 Pıs + - »» Pn in sölcher Beziehung, daß jedes |D,D,.] 
vermöge des Gleichungssystems: ®D, = 0,..., D,„, — 0 verschwindet, so be- 
sitzt jede andere Form: P, =0,..., „m =0 unseres Glewchungssystems 
dieselbe Eigenschaft: es verschwindet jedes |P,;P | vermöge: PL =0,..., 
Kae 5 

Stehen n +1 unabhängige Gleichungen: ®, =0,...,®,;,ı =0 in 
solcher Beziehung, daß jedes [®,®,| vermöge: ®, =0,..., ©, =0 ver- 
schwindet, so folgt daraus nicht, daß sich unsere Gleichungen hinsicht- 
lich 2, P,, - - -, P„ auflösen lassen. Ist aber eine solche Auflösung: 


(5*) 2—-Fi2)=0, mn - Fo) =9::.,9%, —-Fıle) =0 
möglich, so verschwindet nach dem Satze 3 jeder Ausdruck: 


oF 
r -fu2—-F} zu ee er 


vermöge der Gleichungen (5*), und es ist daher F,=dF:0x,. Also 
haben wir den 


Satz 4. Ein nach 2,P1;--.,Pn auflösbares Gleichungssystem: 
8, =0,...,0,;,=0 in den Veränderlichen &,, . - +» In» 3 Pı> : - +» Pn be- 
stimmt dann und nur dann eine Element-M,, wenn jedes |D,D,| vermöge 
des Gleichungssystems verschwindet. 


Gleichzeitig können wir unter anderem den folgenden Satz auf- 
stellen: | 


Satz 5. Ein nach 2,91, ..,P„ auflösbares Gleichungssystem: |543 
DD, =M,::., Dası = %,1 mit den willkürlichen Konstanten a,» - -, n+ı 
stellt dann und nur dann für jedes Wertsystem der a, eine Element-M,, dar, 
wenn alle |®,®..| identisch null sind. 


Dieser letzte Satz bildet bekanntlich die Grundlage für Jacobis Inte- 
grationstheorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
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7. Enthält die Gleichung: 
He 0,0... etd 


n+1 Parameter a,,.. .,@,;1, So stellt das Gleichungssystem: 
oF 
(6) 2 —- Eli. sd) =, WR Fee EEE osukr Verne 
1 
für jedes Wertsystem der Parameter a, eine Element-M, dar. Ist die 
Determinante: RN or | 


| rs do ER N An+ı 


nicht identisch null, so sind die Gleichungen (6) nach den a, auflösbar, 
und dann bestimmen die hervorgehenden Gleichungen: 


Enten Bar Di) k=1,...,n+i) 
oo”+1 verschiedene Element-M,, deren Elemente z, x, p keine von den 
a freie Relation erfüllen. 

Es verschwindet somit der Pfaffsche Ausdruck: dz — p,d&, — 
.-— nd, für jedes Wertsystem 2, x, p und für jedes Wertsystem 
dz, dx, dp, welches dien + 1 Gleichungen: 


dm = I 728 au, +2 de + SM ap =0 


erfüllt. Daher ist es möglich, n +1 Funktionen 7,,...,7%,;ı von 
E15 +. 0 Ins & Pıs - - -, Pu anzugeben, welche die Gleichung: 


dz — 94% — — md = MmdA9ı 4:4 m+1dPn41 
identisch erfüllen. 


8. Sind auf der anderen Seite 2q Funktionen 9; VL ARTEN 
vorgelegt, welche die Gleichung: 


d2 — pıda, a SE Pndt, 2% 7,dp, 3 LALAP 
identisch erfüllen, so können wir ohne Beschränkung annehmen, daß 
91, ++, 9, unabhängige Funktionen sind; sonst ließe sich nämlich offen- 
bar eine analoge Gleichung aufstellen, in welcher die Zahl q einen [544 


kleineren Wert besäße. Sind aber 9,,..., 9, unabhängige Funktionen, 
so bestimmen die Gleichungen: 


9% = da = 


für jeden Wert der Parameter a eine Elementmannigfaltigkeit. Folglich 
ist die Zahl q mindestens gleich n +1; denn eine Elementmannigfaltig- 
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keit enthält höchstens 00” Elemente. Setzen wir insbesondere voraus, 
daßq =n+-list, so erhalten wir durch Verknüpfung der vorangehenden 
Entwickelungen den Satz: 

Satz 6. Sind 91;--.,Pn+ı hinsichtlich 2, Pı; - - -, Pn unabhängige 
Funktionen von &y5 » - +, Ems & Pıs = - +» Pn, So ıst zum Bestehen einer iden- 
tischen Gleichung von der Form: | 


(6°) d2 — Ppıd&ı — '*— Pd = mdp +: + mar 


erforderlich und hinreichend, daß alle [p;p,| Tdentisch gleich Null sind. Als- 
dann sind die rn, eindeutig bestimmt. 

Dieser Satz ist längst von meinen Vorgängern, wenn auch möglicher- 
weise nicht eben in dieser Form aufgestellt worden. Es ist aber wohl zu 
beachten, daß es zum Bestehen einer Identität von der Form (6’) keines- 
wegs notwendig ist, daß 9,,..., 9n+1 hinsichtlich 2, p,,.- ., p, unab- 
hängig sind. 


$ 4. 


9. Eine Transformation: 


m Be Al u Dee EN A 

IE ET RER N ) 
in den Veränderlichen z,,. . ., &n» 2 Pıs - - -» ?1n heißt nach mir eine Be- 
rührungstransformation, wenn eine Identität von der Form: 


(7%) 2 PiaR Dax, - ode n.dn  .. -n.de,) 


besteht. 
Es ist dabei klar, daß die Größe o von Null verschieden sein muß; 


denn sonst bestände zwischen Z, X,,..., X, mindestens eine Relation; 
da aber die Gleichungen (7) eine Transformation bestimmen sollen, so ist 
von vornherein vorausgesetzt, daß Z,X,,.., X, Pı,--„P„ unab- 
hängige Funktionen von 2, &,, . - -, 9, Sind. 

Das allgemeinste Gleichungssystem in den Z, X, P, 2, z, p, welches 


die Gleichung (7*) oder die äquivalente Gleichung: 


erfüllt, wird nach der Theorie des Pfaffschen Problems erhalten durch [545 
Elimination der Größen A,,..., A», o und o zwischen Qn + m + 2 Rela- 
tionen von der Form: 
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{ (2; Ur ERLREREN 2.2; EEE AH Kkalzss....,70)5 
908 Om _ em... _y Im 
(8) = A 37 4. taz a 22 FR A y 
ih 02, Am u 2? Om 
u du a Tr + Am a, ’ 


in denen: 2, =0,..., Qm =0 m beliebige, unabhängige Gleichungen 
zwischen 2, 21, &5 25, X15 - - „ X„ bezeichnen sollen. 

Hierbei ist aber wohl zu beachten, daß das hervorgehende Gleichungs- 
system keineswegs immer eine Transformation zwischen den beiden Va- 
riabelnsystemen 2, x, p und Z, X, P liefert. Wählt man m bestimmte 
Gleichungen: 2, =0,..., 2m = 0, so entscheidet man nach den ge- 
wöhnlichen Regeln durch Determinantenbildung, ob sich aus den Glei- 
chungen (8) Relationen zwischen den Größen z, x, p oder zwischen den 
Größen Z, X, P ableiten lassen. Hierbei gilt der bemerkenswerte Satz, 
daß sich immer gleich viele Relationen zwischen z, x, p, wie zwischen 
den Z, X, P herleiten lassen.!) Sind insbesondere die Größen des einen 
Systems von einander unabhängig, so ist dies auch mit den Größen des 
zweiten Systems der Fall. 

Hiermit erhalten wir den folgenden aus der Theorie des Pfaffschen 
Problems bekannten 


Satz 7. Sind Z, X»: Xn» Pıs - - -» Pn gegebene Funktionen von 
RyKyy een Ins Dis + + + Pn, Welche die Gleichung: 
dZ — P,dX)—:--— P,dX„ = o(d2— pıdtı — **"— Pnd%,) (+0 
identisch erfüllen, so sind die Größen Z, X, P unabhängige Funktionen von 
ERDE SL. PER DL 7 
Durch Verknüpfung dieses Satzes mit den früheren Betrachtungen er- 
halten wir ohne weiteres den Satz: 


Satz 8. Sind Z,X,,.-.,Xn> Pıs - - -, Pn gegebene Funktionen von 
2, Ks ee Ins Pıs = = > Pn, welche die Bedingungsgleichung: 
dZ — P,dX, — :--— P„dX, =o(d2— pıdtı —**"— Pndin) (FU) 
identisch erfüllen, so lvefern die Gleichungen: 
a RE [546 
immer eine Berührungstransformation. 


Deuten wir eine Berührungstransformation: !=Z, %,=X,, 
p: = P, in den Veränderlichen z, x, p als eine Operation, welche jedes 


1) Archiv for Math. Christiania 1876; Math. Ann. Bd. XI, S.551 [d. Ausg. 
Bd. III, Abh. XVII; Bd. IV, Abh. III, S. 255£.]. 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 18 
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Element z, x, p in das Element 2’, x’, p’ überführt, so können wir sagen, 
daß eine Berührungstransformation jede Elementmannigfaltigkeit von 
allgemeiner Lage in eine ebensolche überführt. Diese Eigenschaft der 
Berührungstransformationen ließe sich natürlich als Definition derselben 
benutzen. 

10. Eine besonders wichtige Berührungstransformation, die von 
Euler herrührt, wird dargestellt durch Gleichungen von der Form: 


!=2—- Hui —'"— Pl Pı = — 8: . En 
= Pı: >> 2 Be 12 Pı+k — Pa+k> E,+k — Work» 
Es besteht ja identisch die Gleichung: 
22.9 g+1...n 
d(2 — Pı%ı = — Pate) +2 adpı - DIpide, = 


= dz — 9,4%, — + — nd. 


(9) 


In diesem Falle ist o gleich 1. Die Eulersche Transformation um- 
faßt die Dualität im Raume 2, &,, .... ., &, als speziellen Fall. 

Eine andere einfache Berührungstransformation wird definiert durch 
die Gleichungen: 


'—2— = EIER Bench 
(10) yi+Pp+:- +2 va’ 
X = + D% = Pk (t=1,...,n. 
Es ist ja: 
1,0 
d( — 77) - Iped(m + 72) —= dz — Pd — ***— PnI%n: 


Ist insbesondere n = 2, so stellen die Gleichungen (10) eine sogenannte 
Dilatation (Paralleltransformation) des Raumes 2, z,, &, dar. 


85. 


ll. Wünschen wir die allgemeinste infinitesimale Berührungs- 
transformation: 
in den Veränderlichen z, x, p zu finden, so bilden wir die Gleichung: [547 
Ö 
öt 
oder, ausgeführt, die Gleichung: 


(dz — pıdaı — ***— Pnd&n) = o(d2z — Pıdkı — **"— Pnd&n) 


da — md — md — Ir — md, = 
— o(d2— p,d&, — ss .— 2,48,), 
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die sich in die folgenden Relationen zerlegt: 


Ma ne 

de #195 ae 

0% OE, C En A 
> „Pre 4.7, 7° TMO= N, 
oc Re 
on Pi op, De 


(k,i=1,2,...,n). 


Schreiben wir diese Relationen folgendermaßen: 


A ee I 
02 =. 
0% - Pıdi—'— Pu) EEE ee I), a 
6% + Pr 02 TR RER 

U -M&——PnEn) Res 

OPi a r 

und setzen: 

— Pıdı'*°— Pan ——W, 


so erhalten wir für £, &, und z, einfache Ausdrücke, welche nur die Größe 
W und deren Ableitungen enthalten. 

In dieser Weise finden wir den Satz: 

Satz 9. Jede infinitesimale Berührungstransformation in den Ver- 


änderlichen 2, 1; - - +, &n» Pı> - - -» Pn besitzt die Form: 
6; 0W 6 na  aW 
öt ne. öt ud ’ 
a Pe ET 


Hier bedeutet W eine ganz beliebige Funktion von den 2, &, p. 


Wir nennen W die charakteristische Funktion der infini- [548 
tesimalen Berührungstransformation (11). Das Symbol derselben ist 
offenbar: 


mn 3. 


12. Führen wir in diese infinitesimale Transformation neue Ver- 
änderliche 2’, x’, p’ ein, und zwar vermöge einer Eulerschen Transfor- 
mation: 

"he Zara d ee AR 
(9) RT a N a Pal I = 79 +2... 2,7 %o 
[4 12 ’ ‚ 
| Pı+tr = Porn; Iı = PP: 4%, = Pe Aytk = Igrks 
18* 
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so ist es von vornherein einleuchtend, daß wir wiederum eine infinitesi- 
male Berührungstransformation in 2’, x’, p’ erhalten müssen. Indem wir 
dies durch Rechnung bestätigen, erhalten wir die Formel: 

0 6 
(12) [Wfl — WE = [Wiley — w2l 


02’ 


welche uns den Satz liefert: 
Satz 10. Führt man in eine infinitesimale Berührungstransformation: 
ww 
neue Veränderliche 2’, x’, p’ vermöge einer Eulerschen Substitution ein, so 
wird die charakteristische Funktion der neuen infinitesimalen Transfor- 
mation ohne weiteres erhalten, wenn in die alte charakteristische Funktion dve 
neuen V eränderlichen eingeführt werden. 


Aus den soeben angestellten Betrachtungen läßt sich noch ein Schluß 

ziehen. Es ist ja: öf :d2z = df:: 02’, und also folgt: 
Wfl» = Wflrwr- 

Dies gibt uns den Satz: 

Satz11. Bei der Eulerschen Transformation (9) bleibt jeder Ausdruck 
[Wf] absolut invarıant. 

Am einfachsten beweist man übrigens diesen Satz, indem man veri- 
fiziert, daß derselbe richtig ist, wenn W und f zwei beliebige unter den 


Größen 2’, x’, p’ sind. Daraus folgt leicht die allgemeine Gültigkeit des- 
selben. | 


8 6. 
13. Stellen n +1 gegebene Gleichungen: ®, =(0,...,®,., =0 


in den Veränderlichen 2, &,, . - -, &n> Pı; - - - ?n eine Element-M,, dar, so 
können die aufgelösten Gleichungen: 


(13) rpa er are ae ee [549 
BB 5 ER ER ER 
=] at, hen tg = Pass 00 


durch eine Eulersche Transformation die Form: 
im Behr 


erhalten. Nun aber ist: 


Be a an 
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also (Satz 11) stehen die Gleichungen (13) in derselben Beziehung zu ein- 
ander; kurz (Satz 3), es verschwinden alle [B,®,] vermöge: ®, =, 
Di EA | 

Satz 12. Stellen n+1 Gleichungen: ©, =0,...,PD,;ı=0 eine 
Element-M, dar, so verschwinden alle |®,D,]| vermöge: D, —=0,..., 
Da +1 —(. 

Hieraus folgt nun ohne weiteres der Satz: 

Satz 13. Besteht eine Gleichung von der Form: 


dz — pda —— dm = YVdZ + YPıdX, +: + YdX,, 


so sind die Ausdrücke: [ZX,], [X,X „| sämtlich identisch null. 


14. Stehen andererseits n + 1 unabhängige Gleichungen: ®, = 0, 

., ®„., = 0 paarweise in solchen gegenseitigen Beziehungen, daß jedes 

[®,d,]| vermöge: 8, =(0,...,®,;ı = 0 verschwindet, so ist es immer 

möglich, die Gleichungen: ®&, =0,d,=(0,...,®,;ı 0 hinsichtlich z 

und n Größen x, oder p, mit lauter verschiedenen Indices auf- 
zulösen. 


Wäre in der Tat keine derartige Auflösung möglich, so würde der 
Satz 3 auf einen Widerspruch führen. Kann nun unser Gleichungssystem 
etwa nach 2, 2, . - -, &a> Pa+ı> + - - Pn aufgelöst werden, so kann es ofien- 
bar auch die Form: 


u ' U. Saas + Di FDı: 00 Pas Larıı ++ &n) ka 0, 
+ F,(9ı;- - + Pas La+15** 2) —( (=1,...,9) 
DE — DrlPis ©: 2 Pas Eazı = +, in) = 0 (k=g+1,...,n) 


erhalten. Dabei müssen (Satz 3) die Ausdrücke: 


ee sFr 
[2 — Pıtı —'*"— Pala —F: + f)= (2 + | dmi,.:..,d 
oF 
Bra Fi m-9)=- (Pı an 2) (k=q+1,...,n) 
vermöge des Gleichungssystems verschwinden; also ist: [550 
au RS (i=1,...,9; A=g+1,...,n) 
op; 77 


Wir erhalten somit zunächst den 


Satz 14. Ein System von n + 1 unabhängigen Gleichungen: ®, = 0, 

. Da+ı = 0 im den Veränderlichen 2, &; - - + Ins Pı> + - -, Pn stellt dann 

und nur dann eine Element-M,, dar, wenn alle |®,®,.| vermöge des Gleichungs- 
systems verschwinden. 
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Hieraus ergibt sich ferner der Satz: 


Satz 15. Ein System von n + 1 unabhängigen Gleichungen: D, = Q,, 
5 Daorsı = mr+n mi den n+ 1 willkürlichen Parametern a,,.. » An+ı 
stellt dann und nur dann für jedes Wertsystem der a eine Element-M,, dar, 
wenn alle [®,®,.| identisch gleich Null sind. 


Gleichzeitig erhalten wir den Satz: 


Satz 16. Sind Z, X,,.. ., X„ unabhängige Funktionen von 2, % 5» - » 
ns Pıs = = + Pr, 50 bestimmen die Gleichungen: 


!=Z, A 


dann und nur dann eine Berührungstransformation, wenn alle [ZX,], 
[X,X,.| identisch gleich Null sind. Die hinzutretenden Gleichungen: p; = P; 
werden aus der Bedingungsgleichung: 


dZ — P,dX,) — :*-— P,dX,„ = old2z — Pd, — ***— Pn An) 
bestimmt.*) 

Wenn zwei Funktionen ® und Yvon &,.. ., In» 2% Pıs - + -, Pn In der 
Beziehung: [®Y] = 0 stehen, so sagen wir, daß dieselben in Involution 
liegen. 

ST. 

15. Bestimmen die Gleichungen: 

ER ER mt, 
eine Berührungstransformation, ist also: 


dZz — P,dX,— :*-— P„dX, = o(dz — pıdtı — **"— nd.) +9), 


so liefern auch die Gleichungen: [551 
g' —Z —- P,\X,—:— PX u En ; =—X, Pa+r = Parrs 
= P,,..,%,= 2 2 Agrr 


eine derartige Transformation, und also zeigt Satz 16, daß die Funk- 
tionen: Z- PX, = -- = PX Ba Aa» 3 Au paarweise 
in Involution liegen. 


1) Gesellsch. d. Wissensch. zu Christiania, 1873, 8.245 [d. Ausg. Bd. III, 
Abh. IX, S. 103]. 
Soll die Gleichung: 


dz — pıda, yes — P,%Ln en D,dop, + ®,dpı, + ee + D„dypn 
bestehen, so können die Größen 99, 1; - - -, 9„ nicht alle von z frei sein. Es ist daher 


erlaubt, wie an der zitierten Stelle geschehen, unter p, eine Größe zu verstehen, 
welche z wirklich enthält. 


$ 6, 7; Nr. 14-16. Die B.T.:?=Z,=X,p:=P, 979 
In dieser Weise erhalten wir die Relationen: 
Bel, Fr, PT 0 (+), 
[Z P}])— Pıl&rPı] = 0 = [Z— PıX;; Pi]. 


Es bestimmen aber auch die Gleichungen: 


at u a Se a 
yi+Pi+-.-+P, yä’ 
’ aP ’ 
ae N, IE — P 
k k VA Pk k 


eine Berührungstransformation; folglich ist: 


Zt ,y = 
etz ey 0, 


X, P]l=&XP]=-- > An Pa]. 


woraus folgt: 


Betrachten wir endlich die Berührungstransformation: 
R ‚ 4 [4 
2!=2, Derbrrn n=X, In +1 In+1> 


A Pe 
in den Veränderlichen 2, &,,.. ., Zn+ı> Pıs - - + Pn+ı, So finden wir die 
Gleichungen: i 
E &KP]=--=-[X,P]=-e. 


Hiermit haben wir den 


Satz 17. Bilden die Gleichungen: 
!=Z, 7 PTR I 
eine Berührungstransformation, so bestehen die Relationen: 
(14) [2X] = [X X] = IX; Pıl= [Pi Pıl= 0, 
[P,X,]=e, [PiZ2] =eP: (0-0). 


16. Es läßt sich nun umgekehrt zeigen, daß jedes Größensystem: 
2, X: An» Pi: Pn, welches die Bedingungsgleichungen (14) [552 
erfüllt, eine Berührungstransformation liefert. 

Es ist zunächst leicht, zu sehen, daß die Größen Z, X, P unabhängig 
sein müssen. Bestände in der Tat etwa die Gleichung: 


Pr. ED REN TR AD 
so käme: 


PA] = [PR A; 
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diese Gleichung ist indes unmöglich, da die rechte Seite gleich Null, die 
linke von Null verschieden ist. Bestände andererseits eine Relation von 


der Form: 
VAR 20 BREED. 07 


so ergäbe die Gleichung: 


[PıZ2] = [PıP] 
die Relation: 


_ 09 
Ara 


welche nach dem eben Gesagten unmöglich ist. In ganz analoger Weise 
ergibt sich, daß auch keine Relation zwischen X,,...,X, allein be- 
stehen kann. | 

Da nunZ,X,,..., X, sicher von einander unabhängig sind und über- 
dies paarweise in Involution liegen, so gibt es immer (Satz 16) n Größen 
IT,,...,//,„, welche eine Relation: 


o(d4— II, dX,— ---— Il„dX,) = dz — pıda, — -*-— 9,44, 
identisch erfüllen. Es bestehen daher unter anderm die Gleichungen: 
X,72)=9 12) —-I.[I:X;) =. 
Bilden wir jetzt die n — 1 linearen partiellen Differentialgleichungen: 
&f=09..,.Kf]=0, 


so erkennen wir zunächst, indem wir f der Reihe nach die Werte 
P,, P;,..., P„ erteilen, daß unsere n— 1 Gleichungen unabhängig sind 
und somit höchstens n + 2 unabhängige Lösungen besitzen. Wir kennen 
aber schon so viele unabhängige Lösungen, nämlich: 


DE ORT ONE a 
Folglich besitzt jede Lösung, zum Beispiel //,, die Form: 
IK WER A And 
Tragen wir diesen Wert in die Gleichung: [553 
[ZIZ)— II[Xı2,] = 0 


ein, so kommt: 


ip, ZPJ-WIR;P1]] =0, 


oder, da W wegen der Gleichung: o[//,X,] =1 nicht von P, frei sein 


kann: 
[ZP,] -WIX, Pl = 0. 
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Andererseits aber ist: 
[ZP,]— PılX, Pi] =, 
also folst: W = P,, und überhaupt: //, = P,. 
17. Also: 
Satz 18. Zum Bestehen einer identischen Relation von der Form: 


de — pda, —---— pda, = z (EP isn PjgX,) 
ist erforderlich und hinreichend, daß die an + 1 Größen Z, X, und P, die 
Bedingungsgleichungen: 


erfüllen. 
Diesen fundamentalen Satz veröffentlichte ıch in dieser Form in den 


Verhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania, 1872 
und 1873, 5.258.t) Derselbe ist übrigens nur eine andere Form des fol- 
genden von mir an der angegebenen Stelle bewiesenen schönen Satzes: 


Satz 19. Zum Bestehen einer identischen Relation von der Form: 
Dod&o + Pıdkı ++ mdm = PodX, + PıdXı ++ P.dX, 
ist erforderlich und hinreichend, daß die An + 2 Funktionen X und P von 


den x, p die Relationen: 


XX,) = (XP) =(PRP)=0, (PX) =-1, 


dx, op, 
SI Pr 5n, =, Pr zp, u. 
erfüllen. 
8 8. 
18. Eine infinitesimale Berührungstransformation in den Ver- [554 
änderlichen: 2, 2, . . -, Ins Pıs - - - Pn erteilt den x, und p, Inkremente, 


die nur von den x und p abhängen, wenn die charakteristische Funktion 
derselben die Form: 
3:4 MU, ii) 


besitzt, und dabei A eine Konstante bedeutet. 
Besonders wichtig ist der Fall A = 0; alsdann ist: 


un+ (Sms — u); 


1) [D. Ausg. Bd. III, Abh. I, 8.1; Abh. IX, 8. 116.] 
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das Symbol der infinitesimalen Transformation. Zwei derartige Trans- 
formationen u, und u, sind vertauschbar, wenn (u,u,) = 0 ist; sieht man 
von z ab, so genügt schon, daß (u,u,) gleich einer Konstanten ist. 


Sind u und v Funktionen von den &, p, so bleibt der Klammeraus- 
druck (wv) bei jeder Berührungstransformation in den &, pinvariant. Dies 
gilt im besonderen auch, wenn die besprochene Transformation infinitesi- 
mal ist. Indem man dies analytisch ausdrückt, erhält man die allgemeine 
Jacobische Identität. 


Eine andere Deutung!) der Jacobischen Identität erhält man, in- 
dem man zwei infinitesimale Berührungstransformationen in den #,p, 
etwa u, und u,, betrachtet. Dieselben lassen den Pfaffschen Ausdruck: 
dz — pda] —***— „dx, invarlant. Setzt man daher: 


(uf) + P72 ge a u) = bıf; 


so ist einleuchtend, daß auch die [infinitesimale] Transformation: 
B,(B,(f})— B;(B,(f)) jenen Pfaffschen Ausdruck invariant läßt und so- 


mit die Form: ER a 


(N + Ip; —o) 2 


"op: 
besitzt. Hierdurch wird man wiederum auf die Jacobische Identität 
geführt. 
Die Mayersche Identität gestattet eine ganz ähnliche Deutung. 
19. Sind W, und W, die charakteristischen Funktionen zweier in- 


finitesimaler Berührungstransformationen X,f und X,f in den Veränder- 


lichen z, x, p, so ist: 


[WW] — (W, un \) [555 


die charakteristische Funktion der infinitesimalen Transformation: 
X (X, N) — Xr(Xı N). 


Wird auf die infinitesimale Berührungstransformation W die endliche 
Berührungstransformation: 


2 eh, EDER v»=FP, 
ausgeführt, und ist dabei: 


1) Math. Ann. Bd. XVI, 8.528 [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, 8. 93]. 
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so ist oW die charakteristische Funktion der neuen infinitesimalen Be- 
rührungstransformation (Arch. for Math., Christiania 1876).!) 


Sind u,, . . ., u, Funktionen von 2, - - ., &n> Pıs - - -, Pn, welche paar- 
weise Relationen von der Form: 


(uU) = @;r(Ur; - » -, U,) 


erfüllen, so bilden die u, und alle Funktionen u derselben nach meiner 
alten Terminologie eine Funktionengruppe oder noch kürzer eine 
Gruppe. 


Ich wählte diese Bezeichnung, weil alle infinitesimalen Berührungs- 
transformationen: (uf) eine unendliche Gruppe von Berührungstrans- 
formationen erzeugen. 


89. 


20. Eine Berührungstransformationsgruppe in den Veränderlichen 
1: %m>% Pıs ---» Pn heißt reduzibel, wenn sie durch eine Berüh- 
rungstransformation in diesen Veränderlichen in eine Gruppe von Punkt- 
transformationen des Raumes 2, 2%, .. ., &„ übergeführt werden kann. 
Sonst heißt sieirreduzibel. 


In den Veränderlichen 2, x, p ıst somit eine reduzible Gruppe im- 
primitiv. Eine irreduzible Gruppe kann natürlich auch imprimitiv sein. 
Eine Berührungstransformationsgruppe ist reduzibel dann und nur dann, 
wenn sie ein n-gliedriges vollständiges System invariant läßt, dessen Lö- 
sungen paarweise in Involution liegen. 


21. Es ist mir gelungen, alle endlichen Berührungstransformations- 
gruppen des dreifach ausgedehnten Raumes zu bestimmen, welche im 
fünffach ausgedehnten Raume: 2, &,, X, Pı; Pa primitive Gruppen liefern. 


Auch das allgemeine, sehr schwierige Problem, überhaupt alle end- 
lichen Berührungstransformationsgruppen des dreifachen Raumes zu [556 
bestimmen, habe ich im Prinzip gelöst; nur einige Detailrechnungen 
bleiben noch übrig. 


22. Aus meiner alten Bestimmung aller Berührungstransformations- 
gruppen einer Ebene ergibt sich ohne Schwierigkeit (Archiv for Math. 
Bd. X, 1884,85)?) die Bestimmung aller Gruppen von Punkttransforma- 
tionen des dreifachen Raumes, bei denen eine nicht lineare partielle Diffe- 


1) [D. Ausg. Bd. V, Abh. III, $. 66#f.] 
2) [D. Ausg. Bd. V, Abh. XIX, $. 493-—497.] 
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rentialgleichung erster Ordnung invariant bleibt. Eine derartige Gruppe 
ist immer endlich. Ist sie intransitiv, so enthält sie weniger als drei 
Parameter. 

In dieser Weise erhält man unter anderm den Ausgangspunkt für die 
Bestimmung aller Mannigfaltigkeiten im R,, die eine projektive Gruppe 
gestatten, und zugleich einen Ansatz zur Bestimmung aller Mannigfaltig- 
keiten im R,, die eine Gruppe von konformen Punkttransformationen 
gestatten. 

23. Wünscht man, alle irreduzibeln Berührungsstransformations- 
gruppen des dreifachen Raumes zu bestimmen, die eine Schar von Glei- 
nn Pilz, , 25% 9, Pr) = Const: 
invariant lassen, so kann man zunächst F = x, setzen. Jede derartige 
Gruppe enthält eine invariante irreduzible Untergruppe, welche alle 
Ebenen: xz, = Const. stehen läßt. Diese Untergruppe /' transformiert 
die Linienelemente jeder Ebene: x, = Const. durch eine irreduzible Be- 
rührungstransformationsgruppe g dieser Ebene. Es sind daher drei ver- 
schiedene Fälle zu untersuchen. Ist insbesondere die Parameterzahl der 
Gruppe g gleich zehn , so ist die Gruppe I’ ebenfalls zehngliedrig. 


24. Bei einer irreduzibeln Berührungstransformationsgruppe einer 
Ebene bleibt immer eine (Gött. Nachr. 1874)!) und nur eine Differential- 


gleichung dritter Ordnung invariant. Dieselbe kann auf die Form: 
yt—ly"? ed 


RA; 


y"'=0 oder, wenn man es vorzieht, auf die Form: y 
gebracht werden. 


$ 10. 
25. Bestimmen die Gleichungen: 
(1) 2 = Zi, Dur ie Dir a Dal DA Br, brlınan 


eine Berührungstransformation, so sind, wie schon früher bemerkt, [557 
die linearen partiellen Differentialgleichungen: 


Xfl=9..,.[%7) =0 
sicher unabhängig. Es sind daher nicht alle n-reihigen Determinanten der 
Matrix: 


0X: 0X 0X, 
Pe Da Pre Dam Pa de 


1) [D. Ausg. Bd. V, Abh. I, 8. 6.] 
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identisch gleich Null, und offenbar auch nicht alle n-reihigen Determi- 
nanten der einfacheren Matrix: 


AX; DR, IX, 


u 0Xy i 0X% 0Xy \ 
oPı OPn 08 


Fr a ee 


Unsere Transformation hat, wie wir wissen, die Eigenschaft, die 
Pfaffsche Gleichung: d2z— pıdt, —:'— Pnd&%,n = 0 Invariant zu 
lassen. Es ist nun möglich, eine erweiterte Transformation in den Ver- 
änderlichen: 


DD DD Tan a Na a File 
von der Form: 

!=Z, u=X, M=Pu Ta Rule, 2,9,Tu) 
zu bilden, welche das System der Pfaffschen Gleichungen: 


dz— 9p,d1 —— mIm =0, Apr —Trıdtı —*"— TE, = 0 


TB SEFRRL, 


a | 
= ren Prag 4er 


ausgedrückt. 
Es fragt sich, ob die n-reihige Determinante: 


vermöge: r,; = r;, verschwindet. Nach der an die Spitze dieser Nummer 
gestellten Bemerkung ist dies offenbar nicht der Fall. Man erhält also 
eine Bestimmung aller r;; durch die Größen x, 2, P, ra FR 


4 
ENTE Rn Ar RR 


und dabei ergibt sich, daß jedes R,, vermöge: r„s—=rz« gleich R,, ist. [558 
Unsere Berührungstransformation transformiert daher nicht allein 
2, &ıy +, % und die ersten Differentialquotienten von 2 nach den r,, 
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sondern auch die zweiten Differentialguotienten von 2. Ähnliche Über- 
legungen zeigen, daß auch die höheren Differentialquotienten unter sich 
transformiert werden. 


Ist nun eine Gruppe von Berührungstransformationen vorgelegt, so 
findet man durch Mitberücksichtigung von allen Differentialquotienten 
erster, zweiter bis m-ter Ordnung eine erweiterte Gruppe. Deren In- 
varianten sind Differentialinvarianten der ursprünglichen 
Gruppe. 


$1l. 


26. Wir werden annehmen, daß einerseits eine Element-M,,, anderer- 
seits eine infinitesimale Berührungstransformation mit der charakteristi- 
schen Funktion W (x, z, p) vorgelegt ist. 


Wünschen wir nun, zu entscheiden, ob das Gleichungssystem: 
D,=0,...,®,;ı =0 unserer Element-M, die infinitesimale Transfor- 


mation W gestattet, so bilden wir, wenn unser Gleichungssystem die Form: 
2 —F(z,..,)=0,;, MmM-- 0 (k=1,...,n) 


erhalten kann, die Ausdrücke: 


Zr 
cF cW 0W oW ©F 
Wr Eh ara 


i 


führen sodann in diesen die Substitution: 2=F,p, =dF : dx, aus und 
verlangen schließlich, daß die hervorgehenden Ausdrücke identisch ver- 
schwinden sollen. 


Hierdurch erhalten wir die Bedingungsgleichungen: 


Win er ) 


’ da,’ “e dan 


welche sich auf die erste reduzieren. Das Gleichungssystem: 2—- F =0, 
Pr —0F:0x, = 0 gestattet daher die infinitesimale Berührungstrans- 
formation W dann und nur dann, wenn es mit der Gleichung: W = 0 ver- 
träglıch ist. 


27. Kann das Gleichungssystem der vorgelegten Element-M, nicht [559 
die Form: z— F(x) = 0,p.--OF : 0x, = erhalten, so ist es, wie wir 
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wissen, immer möglich, dasselbe durch eine Eulersche Transformation 
auf diese Form zu bringen. Gleichzeitig verwandelt sich die infinitesimale 
Berührungstransformation W in eine Berührungstransformation in den 
neuen Veränderlichen, deren charakteristische Funktion wiederum W ist. 
Das eben abgeleitete Resultat gilt daher immer, kurz es besteht der Satz: 


Satz 20. Das Gleichungssystem!) einer Element-M,, gestattet eine wn- 
finitesimale Berührungstransformation W dann und nur dann, wenn es mit 
der Gleichung: W (x, 2, p) = 0 verträglich tst.?) 


Dieser schöne, wenn auch im Grunde selbstverständliche Satz, den 
ich im Jahre 1871 oder 1872 entdeckte, war der Ausgangspunkt für meine 
Untersuchungen über infinitesimale Berührungstransformationen. 


28. Wir wollen jetzt annehmen, daß q>n + 1 unabhängige Glei- 


chungen: 
FEN A RN el 


eine Elementmannigfaltigkeit bestimmen, welche natürlich 00?" +1-@ Ele- 
mente enthält. Man übersieht leicht, daß dieseElementmannigfaltig- 
keit dann und nur dann die infinitesimale Berührungstrans- 
formation W gestattet, wenn sie von charakteristischen 
Streifen der Gleichung: W = erzeugt ist. 


29. Wir wollen nun annehmen, daß eine Element-M,_, vorgelegt ist, 
welche die infinitesimale Berührungstransformation W nicht gestattet. 
Bilden wir dann alle endlichen Transformationen derjenigen eingliedrigen 
Gruppe, deren infinitesimale Transformation W ist, und führen alle diese 
Transformationen auf die Elemente unserer M,„_, aus, so erhalten wir [560 
oo” Elemente, deren Inbegriff eine Element-M, bildet, welche die infini- 
tesimale Transformation W gestattet, welche also die Gleichung: W = 0 
erfüllt. 


In dieser Weise findet man offenbar alle Element-M,, welche die 
Gleichung: W = erfüllen. 


1) Der Satz 20 gilt ohne Ausnahme, also insbesondere auch, wenn die be- 
treffende Element-M,, eine singuläre Integral-M,, [von: W = 0] liefert. 

2) Man kann di Satz des Textes auch so BPEENNE KAG 

Eine Elementmannigfaltigkeit gestattet die infinitesimale Bartkbandstenns- 
formation W dann und nur dann, wenn sie von charakteristischen Streifen der Glei- 
chung: W = 0 erzeugt ist. 

Diese Formulierung ist aber insofern spezieller als diejenige des Textes, als sie 
singuläre Integralmannigfaltigkeiten nicht berücksichtigt. Was die Theorie der 
singulären Integralmannigfaltigkeiten einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung betrifft, verweise ich auf Darbouxs gekrönte Preisschrift. 
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Diese von mir herrührende Methode umfaßt die Cauchysche Inte- 
grationstheorie einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung als 
speziellen Fall. 


30. Hieran schließen wir einige Betrachtungen über partielle Difte- 
rentialgleichungen höherer Ordnung, die eine vorgelegte infinitesimale 
Berührungstransformation W gestatten. 


Ist: ® = 0 eine derartige Gleichung m-ter Ordnung, so bestimmt jedes 


Wertsystem: 

EEE a a 
/ g en 0%’ ’ oz" 
ein Element der Gleichung. Es ist nun immer möglich, jedes 
Element der Gleichung: ® = 0 zu finden, welches von der infinitesi- 
malen Transformation in ein benachbartes Element übergeführt wird, das 
mit dem vorgelegten vereinigt liegt. Der Inbegriff aller der- 
artigen Elemente gestattet die infinitesimale Trans- 
formation, und es ist leicht zu erkennen, daß sich alle diese 
Elemente zu Elementmannigfaltigkeiten zusammen- 
ordnen lassen. 


In dieser Weise gelingt es, eine ausgezeichnete Klasse Integrale!) der 
Gleichung: ® = 0 zu finden, und zwar durch Integration einer partiellen 
Differentialgleichung m-ter Ordnung in n Veränderlichen: Z, &,.. ., &n_ı- 
Die betreffenden Integralmannigfaltigkeiten genügen alle der Gleichung: 
W=\. 


31. Die vorangehenden Betrachtungen dehnen sich ohne weiteres 
auf den Fall aus, daß eine vorgelegte Gleichung m-ter Ordnung: ® = 0 
mehrere vertauschbare infinitesimale Transformationen gestattet, 
deren charakteristische Funktionen: W,,..., W, keine Funktionalrela- 
tion von der Form: 


erfüllen. 


Gestattet überhaupt irgend ein integrables System partieller Diffe- 
rentialgleichungen irgend eine endliche oder unendliche Gruppe von Be- 
rührungstransformationen, so läßt sich hieraus immer Vorteil für die [561 
Integration desselben ziehen. Freilich findet man im allgemeinen nur 
spezielle Klassen von Integralen. 


1) Math. Annalen, Bd. XI, S. 490, Anmerkung [Hier Abh. III, S. 190, Anm. 2]. 
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8 12. 


32. Kennt man die Definitionsgleichungen einer endlichen Trans- 
formationsgruppe, so ist es natürlich immer möglich, beliebig viele Glieder 
in den Reihenentwickelungen der betreffenden infinitesimalen Transfor- 
mationen zu berechnen. Sodann findet man die Zusammensetzung 
der Gruppe durch ausführbare Rechnungen. 

33. Enthält eine r-gliedrige Gruppe: X,,..., X,_], Y eine (r— 1)- 
gliedrige Untergruppe: X,,...,X,_,, welche nicht invariant ist, so gibt 
es r— 2 [unabhängige] infinitesimale Transformationen: 


2% SEE; exıXı in er au Ber, 
welche Relationen von der Form: 
(Z.Y) En dx 1X = Haan dı, 0. (k=1,...,r—2) 


erfüllen. Diese r — 2 infinitesimalen Transformationen bilden eine (r — 2)- 
gliedrige Gruppe, die in der (r — 1)-gliedrigen Gruppe invarlant ist. 
Dieser Satz läßt sich nach mehreren Richtungen verallgemeinern. 


34. Enthält eine einfache r-gliedrige Gruppe weniger als neun Para- 
meter, so ist sie dreigliedrig oder achtgliedrig. Im ersten Falle ist sie 
holoedrisch isomorph mit der allgemeinen projektiven Gruppe einer ein- 
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Im zweiten Falle ist sie holoedrisch 
isomorph mit der allgemeinen projektiven Gruppe einer Ebene. 


Die zur Bestimmung aller einfachen Gruppen mit neun Parametern 
erforderlichen Rechnungen habe ich größtenteils durchgeführt; nach den 
Ergebnissen derselben ist es wahrscheinlich, daß es keine einfache 
Gruppe mit neun Parametern gibt. 


35. Enthält eine einfache r-gliedrige Gruppe Untergruppen mit r —o 
Parametern und keine Untergruppe mit mehr Parametern, so gibt es 
gleichzusammengesetzte Gruppen J’in einem o-fach ausgedehnten Raume. 
Für kleine Werte der Zahl o (jedenfalls für o = 1, 2,3 oder 4) kann nun 
die Gruppe /'so gewählt werden, daß sie mit einer projektiven Gruppe 
des o-fachen Raumes ähnlich ist. Dieser Satz gilt aber nicht allgemein für 
jeden Wert der Zahl o. Diese Bemerkung ist von Wichtigkeit für die Inte- 
gralrechnung. | 


8 18. 


36. In früheren Arbeiten entwickelte ich eine allgemeine Inte- [562 
grationstheorie eines vollständigen Systems mit bekannten infinitesimalen 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 19 
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Transformationen. Die Erledigung eines solchen Problems verlangte 
jedesmal die Integration gewisser Hilfsgleichungen, die aber unter Um- 
ständen in mehreren Weisen gewählt werden konnten. 

Ich will jetzt ausdrücklich hervorheben, daß die Ordnungszahlen 
dieser Hilfsgleichungen immer dieselben bleiben. 

Auch in diesem Punkte besteht eine vollständige Analogie zwischen 
der Galoisschen Theorie der algebraischen Gleichungen und meiner Inte- 
grationstheorie (vgl. C. Jordans Trait& des substitutions). 


5 


Die linearen homogenen [253 
sewöhnlichen Differentialgleichungen. 


Leipz. Ber. 1891, Heft II, abgeliefert 30. 6. 1891, S. 253 —270. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 11. 5.1891. 


1. Wir denken uns eine lineare homogene gewöhnliche Differential- 
gleichung n-ter Ordnung vorgelegt: 


(1) y — a1) yr rd. — a,la)y’ — ao(a)y = 0 
und verstehen unter: 


(2) Yo = Jo(2), Yı = h(8),..»; Yn-ı = n-ı(%) 


irgend n solche partikuläre Lösungen von (1), die keine lineare homogene 
Relation: 


(8) cofo(e) + ahl@) ++ m-ı-ıl®) = 0 


mit konstanten Koeffizienten erfüllen. 


Wir nehmen ferner an, daß wir zufällig ! von einander unabhängige 
Relationen: 


(4) ET RL RER RER, ech 


kennen, die identisch erfüllt werden, wenn man für Yg, Yıs + - »; Yn_, die, 
uns übrigens unbekannten, partikulären Lösungen (2) der Differential- 
gleichung (1) einsetzt. 


Unsere Aufgabe soll sein, die Kenntnis der Relationen (4) so viel wie 
möglich für die Integration von (1) zu verwerten. 


wr 


2. Da die partikulären Lösungen (2) die Gleichungen (4) identisch 
erfüllen, so müssen sie auch die aus (4) durch Differentiation nach x ent- 
stehenden Gleichungen identisch befriedigen. Wir wollen diesen Um- [254 
stand benutzen, um aus den gegebenen Gleichungen (4) neue Gleichungen 
für Yo; » » », Yn , abzuleiten. 

19* 
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Durch einmalige Differentiation von (4) ergeben sich ! Gleichungen 


von der Form: 
.n—1 oF 


+3 2% =1F..,D, 


für die wir kürzer schreiben wollen: 


(4°) Fuel. en. 
Durch Differentiation der Gleichungen (4°) ergibt sich weiter: 
0...n—1 
- un >17 A fe > yr = 0 (A=1,...,2), 


wofür wir schreiben a 
(4) Ned... ne 


In dieser Weise fahren wir fort und bekommen der Reihe nach die Glei- 
chungen: 


(4”) ey 


Cl) FOOD -0,..,Fed=0. 


3. Bei der Differentiation der Gleichungen (4-2) müssen wir be- 
rücksichtigen, daß Yo; - - -, Yn_ı partikuläre Lösungen von (1) sind; wir 
finden daher: 


Zr 1) N en 1) .n—1 2 ar" 1) 
Br + 
Y; 
V...n—1 a 
+ > )yr +. +) + ala)y) ya FU: 
Pi . 
KMelsa,D: 


Sind diese Gleichungen keine Folge von: (4), (4°), .. ., (4”-»), so bezeich- 
nen wir sie mit: 


(4) IR u | [255 


und bilden nunmehr die Gleichungen: 


ın) 


or, 


(n) dr m) 
+ Du Bun URHEBER, 177 on) OF, BR 


0...n—1 aF 
7 PATER u hr ao(2) Y;) dYy EN Be 0 
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Sind auch diese keine Folge der vorhergehenden Gleichungen: (4),..., 
(4)), so behandeln wir sie genau so, wie eben die Gleichungen (4), und 
so weiter. 

4. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens können wir niemals auf 
Gleichungen stoßen, die mit den vorher gefundenen unverträglich sind; 
denn es gibt ja nach unserer Voraussetzung ein System (2) von partiku- 
lären Lösungen der Differentialgleichung (1), das die Gleichungen (4) und 
mithin auch alle die daraus abgeleiteten Gleichungen: (4’), (4’’),.... iden- 
tisch befriedigt. 

Hieraus folgt, daß wir bei Fortsetzung unseres Verfahrens schließlich 
zu einem Gleichungensysteme: 


(4 +) rede d 20) 


1 
gelangen müssen, das eine Folge der Gleichungen: (4), (4’), ..., (4” +?) ist. 
5. Fassen wir alle die gefundenen Gleichungen zusammen, so er- 
halten wir ein Gleichungssystem von der Form: 


t 2 RE EEE 


(5) Ke aet, 


Fern _0,..,PRrnoo, 


das folgende Eigenschaften besitzt: 

Erstens wird es identisch befriedigt, wenn man für Yo,» Yn_1; 
Yys ++» Ya 1, und so weiter die Funktionen: fo(X), . - ., f„_,(X) und deren 
Ableitungen einsetzt; zweitens aber ergibt es bei einmaliger Differentiation 
nach x lauter Gleichungen, die bereits eine Folge von (5) sind, dabei vor- 
ausgesetzt, daß man nach geschehener Differentiation die n-ten Ableitun- 
gen von Yo; +» +, Yn_ı vermöge der Gleichungen: 


) Wendy + + ala)yi+ aola)yı 8=01...,n-1) [256 


durch die Ableitungen niedrigerer Ordnung ausgedrückt hat. 

Die zweite dieser beiden Eigenschaften kann übrigens kürzer auch so 
gefaßt werden: Das Gleichungensystem (5) indennn +1 Veränderlichen: 
%, Yos + + + Yn-ı> Yos +» Yo) gestattet die infinitesimale Transformation: 


RL A 
xi=- 24 Say 24 Sur a, 
Mm 


5 Sfen..(a) y +. +0(2)%) öye-D 


in diesen Veränderlichen. 
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6. Der Sinn der Gleichungen (5) ist klar: sie bilden mit (6) zusammen 
ein System von gewöhnlichen Differentialgleichungen für die n Unbe- 
kannten: Yo, Yıs- ++ Yn-ı; kennt man die allgemeinsten Lösungen: 
Yos Yıs - -  Yn_ı dieses Systems von Differentialgleichungen, so kennt man 
damit zugleich das allgemeinste System von partikulären Lösungen der 
Differentialgleichung (1), das die vorgelegten Relationen (4) befriedigt. 

Wir schließen hieraus, daß unsere Aufgabe, die vorgelegten Rela- 
tionen (4) so viel wie möglich für die Integration von (1) zu verwerten, 
folgende schärfere Fassung erhalten kann: 

Es soll das System der gewöhnlichen Differentialgleichungen (5), (6) 
auf möglichst einfache Hilfsgleichungen zurückgeführt werden. 

7. Unter Umständen kann es vorkommen, daß das System (5), (6) 
gar kein wirkliches System von Differentialgleichungen ist. Aus den 
Gleichungen (5) ergeben sich nämlich eine gewisse Anzahl, m >! von 
einander unabhängige Relationen zwischen &, %Yg - - -; Yn-ı allein: 


(8) HAT, Yo» Yı>--*- RER ==» (nel,..:,;m). 


Diese Gleichungen (8) können selbstverständlich keine von Yy, Yı,---, 
Yn_ı freie Relation nach sich ziehen, sie sind daher nach m von den y auf- 
lösbar. Ist nun insbesondere m = n, so bekommen wir ohne weiteres 
Yo» Yıs +» Yn-ı als Funktionen von x ausgedrückt und haben damit [257 
ohne Integration ein System von n partikulären Lösungen der Differen- 
tialgleichung (1). 

Tritt der ebene besprochene Fall nicht ein, so ist (5), (6) ein wirk- 
liches System von Differentialgleichungen und kann natürlich im all- 
gemeinen nicht ohne Integration gelöst werden. Mit diesem Integrations- 
probleme haben wir uns nunmehr zu beschäftigen. 


82. 


8. Wir beginnen damit, daß wir gewisse geometrische Vorstellungen 
einführen. 
Dienn + 1 Veränderlichen: 
T, Yı> er we (=0,1,...,n—1) 


deuten wir als Punktkoordinaten in einem (nn -- 1)-fach ausgedehnten 
Raume R,„+1- Sind nun wie auf 5.253 [hier 5.291] die Funktionen 
fo(®), fı(®),---, n-ı(2) solche partikuläre Lösungen der Differential- 
gleichung (1), die keine Relation von der Form (3) befriedigen, so 
stellen dienn Gleichungen: | 


(9) ver), VE), WERTE.) 
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eine Kurve des Raumes R,„. dar, die wir kurz als eine Integralkurve 
bezeichnen wollen. 

9. Die allgemeinste Lösung der Differentialgleichung (1) hat unter 
den gemachten Voraussetzungen die Form: 


Cohola) + Cıhl@) ++ n-ın-ı®), 


wo die © willkürliche Konstanten sind. Wir sehen hieraus, daß die Diffe- 
rentialgleichung (1) vollständig integriert ist, sobald man eine Integral- 
kurve von der angegebenen Beschaffenheit kennt. Ferner sehen wir, daß 
es im Raume R,„„.ı gerade o0*” solche Integralkurven gibt, und daß man 
aus einer von diesen sofort alle anderen herleiten kann; man erhält näm- 
lich alle o0*" Integralkurven, wenn man auf die Integralkurve (9) die all- 
gemeinste Transformation von der Gestalt: 


eg, [258 
0...n—1 ; 
ar Dear y;: 
0...n— 


n—] 
(10) I y=DeYy, 


ur 5 BR le 1) 


@=0,1,...,n—1) 


ausführt, unter den c, Parameter verstanden, deren Determinante natür- 
lich nicht verschwinden darf. 

Es liegt auf der Hand, daß die oo”* Transformationen (10) eine 
nn-gliedrige Gruppe bilden. Bei dieser Gruppe werden unsere 00” Inte- 
gralkurven unter einander vertauscht, und zwar, wie man leicht sieht, ein- 
fach transıtiv. Es gibt nämlich in der Gruppe (10) stets eine aber auch nur 
eine Transformation, die eine beliebig gewählte unserer o0** Integralkurven 
in eine andere beliebig gewählte Integralkurve überführt. Insbesondere 
ist die identische Transformation die einzige in der Gruppe (10) enthaltene 
Transformation, beider eine beliebiggewählte Integralkurveinsich übergeht. 

10. Wir bemerken weiter, daß das Gleichungensystem (9) die infini- 
tesimale Transformation: 


(7) 


n- 6 
+ 3,9% EL NLA mon 
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gestattet, und schließen hieraus, daß unsere 00*” Integralkurven sämtlich 
Bahnkurven der infinitesimalen Transformation X f sind. 

Das Umgekehrte gilt allerdings nicht; es sind nicht alle Bahnkurven 
von X’ zugleich auch Integralkurven. Aber eshat keine Schwierigkeit, an- 
zugeben, wann eine Bahnkurve von X zugleich eine Integralkurve ist. 

Augenscheinlich wird jede Bahnkurve von Xf durch nn Glei- [259 
chungen von der Form: 


NL) in-1) 


(11) y,= 9,8); Y=9(lR), :- +Y; —Pp; (2) @W=0,1....,n-1) 


dargestellt. Soll nun die Bahnkurve (11) keine Integralkurve sein, so ist 
notwendig und hinreichend, daß die Funktionen g9(X), . - ., @n_1(X) eine 
Relation: 


(12) opt) + 1 Pılz) ++ m-19n-1(8) = 0 


identisch erfüllen. Durch Differentiation nach x ergibt sich, daß dann mit 
(12) zugleich auch dien — 1 Gleichungen: 


EL ee ern 
identisch bestehen, daß also die Gleichungen (11) die Gleichung: 
| %  Yı - Yn-ı 
(18) % yı Ya-ı 2 
P yo” yir- e yon) En 


nach sich ziehen. Mit andern Worten: jede Bahnkurve von X, die keine 
Integralkurve ist, liegt auf der durch die Gleichung (13) dargestellten 
Mannigfaltigkeit. 

Eine Integralkurve kann sölbstverständlich niemals auf der Mannig- 
faltigkeit (13) liegen. Berücksichtigen wir daher noch, daß diese Mannig- 
faltigkeit die infinitesimale Transformation Xf gestattet und demnach 
von Bahnkurven von X erzeugt ist, so erkennen wir folgendes: 

Jede Bahnkürve von X f, die durch einen nicht auf der Mannigfaltig- 
keit (13) gelegenen Punkt geht, ist eine Integralkurve. Denkt man sich 
alle derartigen Bahnkurven konstruiert, so erhält man alle o0*” Integral- 
kurven. Diese oo** Integralkurven erfüllen den ganzen R,„., mit Aus- 
nahme der Mannigfaltigkeit (13), und zwar geht durch jeden Punkt des 
R„n.+1, der nicht auf dieser Mannigfaltigkeit liegt, stets eine aber auch nur 
eine Integralkurve. 

Wir gehen jetzt dazu über, die gewonnenen Vorstellungen zur Inte- 
gration der Gleichungen (5), (6) zu verwerten. 
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$ 3. | | 

11. Die Integration der Differentialgleichungen (5), (6) kommt [260 
darauf hinaus, alle Integralkurven des R,„.ı zu finden, dieauf der Mannig- 
faltigkeit liegen, welche durch die Gleichungen (5) dargestellt wird. Von 
dieser Mannigfaltigkeit wissen wir aber nach S. 256 [hier S. 293], daß sie 
die infinitesimale Transformation X f gestattet. Wir können also schließen, 
daß sie von lauter Bahnkurven von Xf erzeugt ist, und da sie unter den 
von uns gemachten Voraussetzungen jedenfalls eine Integralkurve ent- 
hält, so sind die auf ihr liegenden Bahnkurven offenbar im allgemeinen 
zugleich auch Integralkurven. Wir können demnach unser Integrations- 
problem auch so aussprechen: 

Es sollen die Integralkurven aufgestellt werden, von denen die Mannig- 
faltigkeit (5) erzeugt ist. 

12. Wir wollen annehmen, daß die Gleichungen (5) nach gerade 
nn — s von dennn Veränderlichen: y,,%,...,y;  auflösbar sind, daß 
sie also eine (s + 1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit des R,„., dar- 
stellen. Diese Mannigfaltigkeit, die wir kurz M,,, nennen, ist dann 
natürlich von 00° Integralkurven erzeugt, und zwar geht durch jeden 
Punkt der M,., eine und nur eine Integralkurve. 


Führen wir auf die M,., alle o0** Transformationen der Gruppe: 


[ I=tT, 
he 
et 
ve Y.; 
” 
0..n—1 
‚ DE SER: 
(10) ! y=DcY 


0...n—1 
(R—]1) (9) (Arm) 
y; = No, Y, 
v 


Se G=0,1,:.,2-D 


aus, so erhalten wir unendlich viele neue (s + 1)-fach ausgedehnte Mannig- 
faltigkeiten, die alle ebenfalls von je 00° Integralkurven erzeugt sind ; denn 
nach $.257 [hier S.295] verwandelt sich jede Integralkurve bei jeder 
Transformation von der Form (10) wieder in eine Integralkurve. [261 


Haben nun irgend zwei dieser (s + 1)-fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeiten einen Punkt gemein, so haben sie notwendig auch die durch 
diesen Punkt gehende Integralkurve gemein ; wenn sie daher einander über- 
haupt schneiden, schneiden sie einander sicher in einer Mannigfaltigkeit, 
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die wiederum von Integralkurven erzeugt ist. Wir haben somit hier ein 
Mittel, um aus der uns bekannten Mannigfaltigkeit M,., Mannigfaltig- 
keiten von geringerer Dimensionenzahl herzuleiten, die ebenfalls von 
Integralkurven erzeugt sind; es fragt sich nur: welches sind die kleinsten 
von Integralkurven erzeugten Mannigfaltigkeiten, die wir auf diese Weise 
finden können ? 

Um diese Frage zu beantworten, müssen wir die Schar von Mannig- 
faltigkeiten, die sich aus M,,, bei Ausführung der 00” Transformationen 
(10) ergibt, etwas näher untersuchen. 


13. Unsere M,., wird eine gewisse Anzahl infinitesimale Transfor- 
mationen der Gruppe (10) gestatten. Wir wollen annehmen, daß sie deren 
gerade q > 0 unabhängige gestattet, die natürlich eine g-gliedrige Unter- 
gruppe der Gruppe (10) erzeugen. Da jede Integralkurve von M,,, bei 
den o0* Transformationen dieser Untergruppe 00° verschiedene Lagen 
annımmt, deren Inbegriff eine (qg + 1)-fach ausgedehnte Mannisfaltigkeit 
bildet, so muß die ganze Zahl q jedenfalls < s sein. Unter der gemachten 
Voraussetzung wird dann unsere M,., bei den oo*”* Transformationen 
(10) in gerade o0*” = verschiedene (s+1)-fach ausgedehnte Manniofaltig- 
keiten übergehen, deren Inbegriff selbstverständlich bei der Gruppe (10) 
invariant bleibt. 


Da bei der Gruppe (10) jede Integralkurve in jede andere übergeführt 
wird, und da außerdem durch jeden Punkt des R,„;] eine und nur eine 
Integralkurve geht, so können wir schließen, daß von den o0*”=@ eben 
definierten Mannigfaltigkeiten durch jeden Punkt des R,„.ı gerade: 


In o0o°4 


verschiedene gehen. Ist insbesondere q = s, so geht durch jeden Punkt 
des R,„., eine und nur eine solche Mannigfaltiskeit, und der Inbegriff 
dieser o0””-s Mannigfaltigkeiten bestimmt eine bei der Gruppe (10) in- 
variante Zerlegung des Ryn+1- 


14. Wir betrachten jetzt irgend einen Punkt Pdes R,„.1- Durch P 
gehen, wie soeben gezeigt wurde, 00°” von unseren oo" 4 (s+1)-fach [262 
ausgedehnten Mannigfaltigkeiten. Diese 00°“ Mannigfaltigkeiten haben 
jedenfalls die durch P gehende Integralkurve gemein, jedoch werden sie 
einander im allgemeinen in einer größeren, etwa gerade in einer (p-+ 1)-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit M,,ı schneiden, die natürlich von oo? 
Integralkurven erzeugt ist. Für jeden andern Punkt P’ dieser W,;ı 
werden dann die o0°-* durch P’ gehenden (s + 1)-fach ausgedehnten 
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Mannigfaltigkeiten mit den 00°”? durch P gehenden zusammenfallen und 
einander demnach ebenfalls gerade in der M,.., schneiden. 

Wir sehen also, daß unsere 00"” 2 (s + 1)-fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeiten jedem Punkte des R,„„..ı eine hindurchgehende (p + 1)-fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit N, , zuordnen, die von oo? Integralkurven 
erzeugt ist, und zwar derart, daß jeder Punkt des R,,..ı bloß einer solchen 
M,.ı angehört. Es gıbt folglich im ganzen 00"”-? verschiedene derartige 
M,..., und der Inbegriff dieser W,,, bestimmt eine Zerlegung des Raumes 
Run+ı- Da überdies der Inbegriff unserer o0*?-2 (s+1)-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten die Gruppe (10) gestattet, so ist zugleich klar, daß 
auch die eben definierte Zerlegung des R,„„., in oo®?=? MM, bei dieser 
Gruppe invarlant bleibt. 

Endlich ist noch zu bemerken, daß unsere oo"*-? WW, , , augenschein- 
lich die kleinsten Mannigfaltigkeiten des R,„., sind, die wir aus unseren 
oo”r=2(s + 1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten durch Schneidung 
erhalten können. 


15. Die im Vorstehenden besprochene Zerlegung des Ryn., ın 
oo”Rr PS ,„;, blieb bei der Gruppe (10) invarıiant; da nun diese Gruppe 
oo"” Transformationen enthält und außerdem jede unserer oo"" "PM, xı 
in jede andere überführen kann, so muß jede dieser W,., bei gerade oo? 
Transformationen der Gruppe (10) invariant bleiben, und die betreffenden 
oo? Transformationen müssen eine p-gliedrige Untergruppe ©, der 
Gruppe (10) bilden. Zu zwei verschiedenen unserer M,., gehören dabei 
im allgemeinen zwei verschiedene Untergruppen ©, der Gruppe (10), 
aber diese beiden Untergruppen sind stets innerhalb der Gruppe (10) mit 
einander gleichberechtigt. | 


16. Wir denken uns jetzt die Gleichungen einer beliebigen unserer 
oor"-P Sy ,,, aufgestellt, was immer ausführbar ist. Diese Gleichungen 
haben die Form: 


(n—1) 


(14) D,(%, Yosın +3 Yn-ı Yo; 1 )=0 GENE EN [263 


und sind nach nn—p von den Veränderlichen y,,Y‘,...%, _ auf- 


lösbar. Da die W,.., von oo? Integralkurven erzeugt ist, so gestattet über- 
dies das Gleichungensystem (14) die infinitesimale Transformation Xf. 

Ist nun p = 0, so stellen die Gleichungen (14) schon eine Integral- 
kurve dar; es ist infolgedessen gar keine Integration erforderlich, und die 
allgemeinste Lösung der Differentialgleichung (1) läßt sich unmittelbar 
angeben. 

Ist dagegen p > 0, so denken wir uns die p-gliedrige Untergruppe ©, 
der Gruppe (10) bestimmt, hei der das Gleichungensystem (14) invariant 
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bleibt. Auch diese Untergruppe kann stets aufgestellt werden, und es können 
nicht bloß ihre infinitesimalen Transformationen, sondern auch ihre end- 
lichen Gleichungen angegeben werden. Wir wollen uns aber nur ihre in- 
finitesimalen Transformationen aufgestellt denken, und zwar werden diese 
die Form haben: 


ERTER i Er, 
(15) 24 Ben Se di 7 (k=1,...,p)- 


ur, 


Es bleibt nunmehr noch, zu zeigen, wie die Gruppe (15) verwertet 
werden kann, wenn man die auf der Mannigfaltigkeit (14) liegenden Inte- 
gralkurven bestimmen will. 


s4. 
17. Die Aufgabe, um deren Erledigung es sich jetzt handelt, ist fol- 
gende: 
Gegeben ist in dem Raume R,„.ı eine (p + 1)-fach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit (14), die von oo? Integralkurven erzeugt ist und die in- 
finitesimale Transformation: 


3 f . 0...n—1 öf 


(n-2) 
Xf 15 Sur FERE ET >77 er? + 
(n—-1) of 
re -1() %; Es + (2)Y;) — 


gestattet. Diese Mannigfaltigkeit gestattet außerdem eine bekannte [264 
p-gliedrige Gruppe (15), bei der die oo? Integralkurven der Mannigfaltig- 
keit unter einander vertauscht werden. Es sollen alle auf der Mannig- 
faltigkeit (14) liegenden Integralkurven oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, alle auf ihr liegenden Bahnkurven von X f bestimmt werden. 

18. Um dieses Integrationsproblem auf eine möglichst einfache Form 
zu bringen, denken wir uns zunächst die Gleichungen (14) nach nn — p 
von den nn Veränderlichen y,,y‘,...,y,; aufgelöst. Dienn —p Ver- 
änderlichen, nach denen diese Auflösung ausgeführt wird, nennen wir 


. K . ’ NP - 

Zyr1r*2nn; die übrigen p von den y,, Y,-.-..% nennen wir 
£1s +29. Dann wird das Gleichungensystem (14) in der Form erscheinen: 
(16) Zp+r = (8, 21» .. 0.9 2,) v=1,...,nn—Pp). 


Nunmehr denken wir uns aus der infinitesimalen Transformation X 
die nn — p Differentialquotienten: 
(17) of of 2 


’ a a er 
O2p+ı' O2prr Ofnn 
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weggelassen und in den Koeffizienten der übrigen Differentialquotienten 


die Veränderlichen 2, +1 - - -; 2nn vermöge (16) durch 2,,.. .,2, und x aus- 
gedrückt. Auf diese Weise erhalten wir in den p+1 Veränderlichen 
%, 213: », 2, eine verkürzte infinitesimale Transformation: 


EL A Ö 
ale a “r > ER a nn 
Die Bestimmung aller auf der Mannigfaltigkeit (14) liegenden Inte- 
gralkurven kommt dann darauf hinaus, irgend p unabhängige Lösungen 


der Differentialgleichung: 
(18) xt=0 
zu bestimmen; denn ahd: w(&, 2,.:.,2ph - Ol, 215: - „2,) irgend 
p unabhängige Lösungen von (18), so stellen die Gleichungen: 

lt, Burke) CE De, > gone. 
"zusammen mit den Gleichungen (16) augenscheinlich die oo? Integral- [265 
kurven dar, von denen die Mannigfaltigkeit (14) erzeugt ist. 


19. Die infinitesimalen Transformationen (15) behandeln wir jetzt 
gerade so, wie vorhin Xf. Wir lassen aus ihnen die nn — p Differential- 
quotienten (17) fort und drücken in den übrigen Gliedern 2,,1> - - -» &nn 
vermöge (16) durch &,2,...,2, aus. In dieser Weise erhalten wir in 


%, 213,2, die p verkürzten infinitesimalen Transformationen: 
LE OR of 
(19) fs File, 2 a Barg 2,) 22. 3 RN DE 
u u 


Da nun die infinitesimalen Transformationen (15) eine Gruppe er- 
zeugen, bei der das Gleichungensystem (14) und also auch das äquivalente 
Gleichungensystem (16) invariant bleibt, so müssen auch die verkürzten 
infinitesimalen Transformationen (19) in den Veränderlichen x, 2,,.. ., 2» 
eine Gruppe erzeugen. Da außerdem die Gruppe (15) die oo? Integral- 
kurven der Mannigfaltigkeit (14) unter einander vertauscht, so ist klar, 
daß die verkürzte Gruppe (19) jede Lösung der linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichung (18) wieder in eine Lösung von (18) überführt, daß also 
die Differentialgleichung (18) die Gruppe (19) gestattet. 

Bedenken wir endlich noch, daß die p-gliedrige Gruppe (15) jede der 
oo? Integralkurven auf der Manniefaltigkeit (14) in jede andere überführt, 
so erkennen wir, daß auch die verkürzte Gruppe (19) p-gliedrig ist, und daß 
zwischen den p + 1 infinitesimalen Transformationen: 


DEE EN ER 
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keine Relation von der Form: 


33 12.07 BE 
(20) DT Kran AL Da 2 a0 
k 


besteht. Ä 
20. Unser Integrationsproblem kann nunmehr folgendermaßen ge- 
faßt werden: 

In den p+1 Veränderlichen z,2,,...,2, ist eine lineare 
partielle Differentialgleichung (18) gegeben, die eine be- 
kannte p-gliedrige Gruppe (19) gestattet, und zwar besteht 
zwischen Xf und den infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe keine Relation von der Form (20). Die Differential- 
gleichung (18) ist zu integrieren. 

Dieses Integrationsproblem aber kann nach der von mir in [266 
Band XXV der Mathematischen Annalen!) entwickelten Methode be- 
handelt werden. Es ist stets möglich, die niedrigsten Hilfsgleichungen 
aufzustellen, deren Integration zur Lösung des ganzen Integrations- 
problems erforderlich ist; die Ordnung der betreffenden Hilfsgleichungen 
wird dabei durch die Zusammensetzung der Gruppe (19) bestimmt. 
(sehört diese Gruppe insbesondere zu den von mir sogenannten inte- 
grabeln Gruppen, so wird die Erledigung des ganzen Integrationsproblems 
nur Quadraturen erfordern. 

21. Im Vorstehenden ist ganz allgemein gezeigt, wie man die Kennt- 
nis der Relationen (4) zwischen den partikulären Lösungen: %g, Yıs = = +; Yn 
der Differentialgleichung (1) für die Integration der Gleichung (1) ver- 
werten kann. Es ist das eine Aufgabe, die für spezielle Werte der Zahl n 
und für spezielle Formen der Relationen (4) in den letzten Jahren von 
einer ganzen Reihe von Mathematikern mit verschiedenen Methoden be- 
handelt worden ist. | 

Mir kam es darauf an, zu zeigen, daß sich die genannte Aufgabe stets 
auf das von mir zuerst formulierte und erledigte Integrationsproblem 
zurückführen läßt: eine vorgelegte lineare partielle Ditfereiiiıalbleschung 
zu integrieren, die eine bekannte Gruppe gestattet. 

22. Halphen, der sich um die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen so hervorragende Verdienste erworben hat, untersucht unter 
anderm den Fall, daß die partikulären Lösungen Yg, Yı3 - - -; Yn_, durch 
eine homogene Relation zweiten Grades: 


01, 1 
(21)  D0,4Y9, = 0 


i,v 


1) [Bd. VI d. Ausg., Abh. III (1885), S. 208 ff.] 
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verknüpft sind, aus der sich durch Differentiation nach x keine neue Re- 
lation zwischen Yo, Yı> - - -» Yn_ı allein herleiten läßt. Wir wollen noch an- 
deuten, wie man auf Grund der vorstehenden Theorie die von Halphen 
gefundenen Ergebnisse wiederfinden und für n =6 sogar vervollstän- 
digen kann. 


Ist n = 4, so hat die bei dem Integrationsprobleme in Betracht kom- 
mende einfache Gruppe dieselbe Zusammensetzung, wie die sechsgliedrige 
projektive Gruppe einer Fläche zweiten Grades im R,. Diese Gruppe zer- 
fällt in zwei dreigliedrige einfache Gruppen, die so beschaffen sind, [267 
daß jede Transformation der einen mit jeder Transformation der andern 
vertauschbar ist. Nach meiner Integrationstheorie (Math. Ann. Bd. XXV) 
ist daher (außer einer Quadratur) nur die Integration von zwei Riecati- 
schen Gleichungen erforderlich. Auf dasselbe Ergebnis kommt Halphen. 


Ist n = 5, so ist die in Betracht kommende Gruppe zehngliedrig und 
mit der projektiven Gruppe eines linearen Komplexes im R, gleichzu- 
sammengesetzt. Nach meiner Integrationstheorie ist daher, in Überein- 
stimmung mit Halphen, die Integration einer linearen Differential- 
gleichung vierter Ordnung nötig. 


Ist endlich n = 6, so ıst nach einer von Klein herrührenden Bemer- 
kung die in Betracht kommende Gruppe mit der fünfzehngliedrigen all- 
gemeinen projektiven Gruppe des R, gleichzusammengesetzt; es kommt 
daher alles auf die Integration einer linearen Differentialgleichung vierter 
Ordnung zurück. In diesem Falle hat Halphen das Problem nicht 
auf seine einfachste Form zurückgeführt, denn er braucht außer 
der linearen Differentialgleichung vierter Ordnung noch eine überflüssige 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


23. Erwähnt sei noch, daß im Falle n > 6 das Integrationsproblem 
auf eine Differentialgleichung (n — 2)-ter Ordnung hinauskommt, die 
sich nicht auf eine lineare Differentialgleichung (n—1)-ter 
Ordnung zurückführen läßt. 


Die ın Betracht kommende Gruppe ist nämlich gleichzusammen- 
gesetzt mit der allgemeinen konformen Gruppe des Raumes von n— 2 
Dimensionen, die gerade 4n(n — 1) Parameter enthält. Aus den durch 
Kıllıng bestätigten Untersuchungen von Werner (Math. Annalen 
Bd.XXXV) geht nun hervor, daß es, sobald n > 6 ist, keine Gruppe in 
weniger als n — 2 Veränderlichen gibt, die mit der allgemeinen konformen 
Gruppe des Raumes von n— 2 Dimensionen gleichzusammengesetzt ist. 
Zugleich ergibt sich, daß jede Gruppe in n — 2 Veränderlichen, welche die 
betreffende Zusammensetzung hat, durch eine Punkttransformation mit 
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der konformen Gruppe des Raumes von n — 2 Dimensionen ähnlich ist. 
Fürn =7 und n > 8 folgt das schon aus den Wernerschen Ergebnissen 
selbst. Für n = 8 läßt es sich ohne Schwierigkeit beweisen, wie F. Klein, 
einer schriftlichen Mitteilung zufolge, bereits vor längerer Zeit erkannt 
hat. Berücksichtigt man schließlich noch, daß die konforme Gruppe [268 
nicht in eine projektive Gruppe übergeführt werden kann, so sieht man 
die Richtigkeit der oben aufgestellten Behauptung unmittelbar ein. 


24. Die oben entwickelte Theorie habe ich bereits im Jahre 1885 in 
den Verhandlungen der Ges. der Wiss. zu Kristianıa skizziert), allerdings 
in zu knapper Form. Sie soll seiner Zeit in den dritten Abschnitt 
meiner Theorie der Transformationsgruppen aufgenommen werden, 
den ich gegenwärtig mit dem tätigen Beistande des Herrn Prof. Engel 
vorbereite. Die hier gegebene Darstellung ist daher nach 
meinen Angaben von Herrn Professor Engel ausgearbeitet 
worden. 


Schließlich will ich nicht unterlassen, auf eine soeben in den Comptes 
Rendus erschienene Mitteilung von Vessiot hinzuweisen. Diese wichtige 
Mitteilung, die allerdings andere Ziele verfolgt, als ich im Vorstehenden 
verfolgt habe, zeigt ebenfalls, wie meine Theorie der Transformations- 
gruppen für die Theorie der linearen gewöhnlichen Differentialgleichungen 
nutzbar gemacht werden kann. 


25. Ich benutze diese Gelegenheit, um zu meiner zweiten Abhandlung 
über die Grundlagen der Geometrie (diese Berichte 1890, 8. 355ff.)?) 
einige Bemerkungen hinzuzufügen. 

Auf 5.375 [in $ 3] der genännten Arbeit spreche ich von den sechs- 
gliedrigen reellen Gruppen des Raumes x, %, 2, die eine irreduzible Diffe- 
rentialeleichung zweiten Grades: 


0 = ada? + Bdy? + yde? + 2edxdy + Apdydz + Aydıdz 


invarlant lassen. Wenn ich dort sage, daß ich diesen Fall schon in früheren 
Arbeiten erledigt habe, so ist das nicht ganz korrekt ausgedrückt; ich 
dürfte eigentlich bloß sagen, daß die Erledigung dieses Falles ohne Schwie- 
rigkeit auf Grund meiner früheren Arbeiten geleistet werden kann. 


Ich werde jetzt zeigen, wie das zu machen ist. 


Läßt eine reelle Gruppe des Raumes x, y, 2, bei der freie Beweglich- 
keit im Riemann-Helmholtzschen Sinne stattfindet, eine Differential- 


1) [Bd. V d. Ausg., Abh. XXI.] 
2) [Bd. II d. Ausg., Abh. VII.] 
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gleichung von der oben stehenden Form invariant, so ist sie durch eine 
reelle Transformation ähnlich entweder mit der projektiven Gruppe einer 
nicht ausgearteten Fläche zweiten Grades, oder mit einer sechs- [269 
gliedrigen projektiven Gruppe, die einen Kegelschnitt invariant läßt und 
die Punkte dieses Kegelschnitts dreigliedrig transformiert. Das folgt un- 
mittelbar aus meinen früheren Arbeiten. Nun aber kann die Fläche zweiten 
Grades und ebenso der Kegelschnitt reell oder imaginär sein. 


Im zweiten Falle ist die Forderung der freien Beweglichkeit entweder 
ausnahmelos erfüllt, oder doch für alle Punkte, die nieht auf der Ebene 
des imaginären Kegelschnitts liegen. Im ersten Falle ist die Forderung der 
freien Beweglichkeit nur bei solchen Punkten erfüllt, für welche der Tan- 
gentenkegel an die invarıante Fläche oder den invarianten Kegelschnitt 
imaginär ist. Gehört nämlich zu einem Punkte P ein reeller Tangenten- 
kegel, so bleibt, wenn P festgehalten wird, auch der zugehörige Kegel in- 
variant. Nach dem Prinzipe der freien Beweglichkeit muß aber, wenn P 
festgehalten wird, jeder Punkt noch in jeden andern Punkt der durch ihn 
gehenden, zu P gehörigen Pseudokugel übergehen können. Es müßte also 
jeder Punkt des besprochenen Kegels, der ja eine von diesen Pseudo- 
kugeln ist, in jeden andern und somit auch in den Punkt P übergehen 
können, was unmöglich ist. Folglich ist bei solehen Punkten, zu denen 
ein reeller Tangentenkegel gehört, das Axiom der freien Beweglichkeit 
nicht erfüllt. 


Wir schließen hieraus, daß die sechsgliedrige Gruppe, die einen 
reellen Kegelschnitt invariant läßt, gar nicht in Betracht kommt, 
und daß die Fläche zweiten Grades, wenn sie reell ist, nicht geradlinig 
sein darf. Wir kommen also in der Tat, wie a.a. 0. auf S. 376 gesagt 
ist, nur auf die euklidische Gruppe und die beiden nichteuklidischen 
Gruppen. 


26. Im Vorstehenden haben wir gesehen, daß die Forderung der freien 
Beweglichkeit für den Punkt P nicht erfüllt ist, wenn eine der zu P ge- 
hörigen Pseudokugeln durch P geht. Diese Tatsache wird am Schlusse 
meiner genannten Abhandlung (auf S. 418) benutzt. Leider ist aber die 
dort gegebene Begründung der betreffenden Tatsache zwar richtig, aber 
nicht so durchsichtig, wie wünschenswert. 


Es wird nämlich auf 5. 418 gesagt: Wenn ein Punkt P festgehalten 
wird und er liegt auf einer der zugehörigen Pseudokugeln, so müßte er 
nach dem Prinzipe der freien Beweglichkeit in jeden andern Punkt der be- 
treffenden Kugel übergehen können, und darin wird der Widerspruch ge- 
funden. Daß dieser Schluß richtig ist, erkennt man am schnellsten, wenn 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 20 
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man sich so ausdrückt: Unter den gemachten Voraussetzungen müßte 
jeder Punkt der besprochenen Pseudokugel in den Punkt P übergehen [270 
können. Denn Herr v. Helmholtz verlangt ausdrücklich, daß, wenn ein 
Punkt P festgehalten wird, sich jeder andere Punkt ganz frei auf einer 
Fläche bewegen kann. | 

An einer anderen Stelle werde ich auf diese Betrachtungen zurück- 
kommen. Dann werde ich auch noch zeigen, daß alle die Gruppen, die 
ich in meiner mehrfach erwähnten Abhandlung aufgestellt habe, so be- 
schaffen sind, daß jede Invariante von qg Punkten sich durch die Invarian- 
ten von Punktepaaren ausdrücken läßt (a. a. O. 5.359 Anm.). 


VI 


Über Differentialgleichungen, [341 
die Fundamentalintegrale besitzen. 


Leipz. Ber. 1893, Heft IV, abgeliefert 12. 10. 1893, S. 341—348. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 8. 5. 1893. 


1. Ein ausgezeichneter französischer Mathematiker, E. Vessiot 
(ancien eleve de l’Ecole normale superieure) hat neuerdings in einigen 
kurzen Noten?) eine Theorie solcher Differentialgleichungen 1. ©.: 


f(®, Y; y') —=0 


entwickelt, deren allgemeines Integral y sich durch m beliebige partiku- 
läre Integrale: %,,..., y„ folgendermaßen: 


Yy —-=F(y,, Yay ++ +, Yms a) 


ausdrückt. Durch eine interessante Anwendung meiner allgemeinen 
gruppentheoretischen Sätze gelingt es ihm, alle derartigen Gleichungen zu 
bestimmen. Ihre Integrationstheorie deckt sich mit meiner Theorie der 
Definitionsgleichungen einer Gruppe: 


a I N 


2. In der letzten Sitzung (1. Mai 1893) der Academie des Sciences in 
Paris dehnt nun Herr Vessiot diese Theorie auf Gleichungen zweiter 
a f2(, y, y’, y") = 0 
aus, während andrerseits Herr Alf Guldberg versucht, eine allgemeine 
Theorie für beliebige simultane Systeme zu begründen. 

Es ıst zu vermuten, daß die mir noch unbekannte Arbeit des ersten 
Verfassers sich durch dieselben Eigenschaften, wie seine ältern [342 
Untersuchungen auszeichnet. 

Herrn Guldbergs interessante Arbeit benutzt diejenigen von mir 
herrührenden Theorien, welche schon Vessiots ältere Noten verwerteten. 
Er kommt dabei zu bemerkenswerten Resultaten, welche indes anschei- 
nend mit gewissen von mir herrührenden Untersuchungen (Math. Ann. 


1) Journal de l’Ecole Normale 1893, Comptes Rendus 1893. 
90* 


_ 
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Bd. XXV, S. 128)}) im Widerspruche stehen. In der soeben zitierten 
Arbeit betrachte ich nämlich eine außerordentlich ausge- 
dehnte Kategorie von simultanen Systemen, welche Funda- 
mentalsysteme besitzen. Da nun Herr Guldberg, der alle der- 
artigen Systeme bestimmen will, nur einen Teil von meinen Systemen 
findet, so liegt es nahe, zu vermuten, daß seine Betrachtungen nicht ganz 
vollständig sein können. 

Wenn ich nicht irre, ist es mir gelungen, die wirkliche Tragweite 
seiner Betrachtungen festzustellen. Ich gehe um so lieber hierauf näher 
ein, da meine soeben zitierten Untersuchungen in den Math. Ann. Bd.XXV 
in so knapper Form dargestellt sind, daß es nicht ganz leicht ist, meine 
damaligen Auseinandersetzungen zu verstehen. Ist auch der wichtigste 
Inhalt jener Abhandlung jetzt ziemlich bekannt, so sind doch die wichti- 
gen Anwendungen meiner allgemeinen Theorien, die ich in einigen Para- 
graphen jener Arbeit skizzierte, größtenteils wenig berücksichtigt 
worden. 


T: 
3. Herr Guldberg betrachtet ein simultanes System: 
(1) = — (a, a “a1,:.,) 


und setzt voraus, daß sich aus m beliebigen partikulären Lösungssystemen: 


102) >) 


I yere, In BB) 
as allgemei Ö a 1 ce 
das allgemeine Lösungssystem r,,. . ., f„ durch ein Formelsysten 
} ; em) em) 
(2) er. — 2 (X, b} . . [3 ’ LT, ’ . . .9. L 9 [3 . - ’ IL 3 un ’ [ . .,- a.) 


mit n arbiträren Konstanten ableiten läßt. Dabei versäumt er aber, 
an die Möglichkeit zu denken, daß unendlich viele wesent- 
lich verschiedene derartige Formelsysteme (2) vorhanden 
sein können. 


4. Herrn Guldbergs allgemeine Entwickelungen sind, soweit ich 
es übersehe, richtig, sobald die Annahme ausdrücklich hinzugefügt [343 
wird, daß das allgemeinste Formelsystem (2) aus einem spe- 
ziellen derartigen Systeme durch Einführung neuer Para- 
a u = Ast (k=1,...,%) 


abgeleitet werden kann. 


1) [Bd. VI d. Ausg., Abh. III, 8. 199f.] 
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Nur unter dieser Voraussetzung läßt sich nämlich der Schluß ziehen, 
daß die mn Gleichungen: 


() ‚ i (m) 02) () 
TE ERROR DR ER 
eine kontinuierliche Gruppe zwischen den mn Größen: 1: Ks =. 
m) (m) er i ‚ ‚ (m) (m) 
ra 2 Da We BB Ei und den 


(m) 


Parametern: a, ....,@,5 0 2, bilden. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so sind Guldbergs allgemeine Betrach- 
tungen, soweit ich es übersehe, richtig. Auf die Frage, ob die von ihm 
für den Falln = 2 angegebenen speziellen Resultate ganz richtig sind, 
brauche ich hier nicht einzugehen. 


II. 


5. Wenn zu einem simultanen Systeme (1) unendlich viele wesent- 
lich verschiedene Formelsysteme (2) gehören, bleiben Guldbergs Ent- 
wickelungen nicht mehr gültig. 

Daß dieser Fall wirklich eintreten kann, zeigen meine Entwickelungen 
in den Math. Ann. Bd. XXV (8.128). 

In dieser Arbeit betrachte ich eine beliebige r-gliedrige Gruppe in 
Cs, &, mit den infinitesimalen Transformationen: 


Xyf = dran ...o, %n) ns 
und entwickele eine allgemeine Integrationstheorie für jede lineare par- 
tielle Differentialgleichung: 


(8) + Zt + Xf=0, 
wobei ich sogar ausdrücklich hinzufüge, daß meine Betrachtungen sich 
auch auf den Fall ausdehnen lassen, daß die £,, die Größe z enthalten. 

Ich hebe ausdrücklich (5. 128)!) hervor, daß sich aus hinlänglich 
vielen partikulären Integralsystemen: 


! [24 
Ir Lr> SE L, 


immer das allgemeinste Integralsystem ableiten läßt. Obgleich nun [344 
diejenigen, die meine gruppentheoretischen Untersuchungen genauer ken- 
nen, unmittelbar übersehen, wie sich in jedem einzelnen Falle das all- 
gemeine Integralsystem aus partikulären ableiten läßt, so halte ich es doch 
nicht für überflüssig, dies hier auszuführen. 


1) [Bd. VI d. Ausg., 8.200, Z. 1—4.] 
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6. Liegt eine ganz beliebige Transformationsgruppe Xıf,...,X,f 
eines n-fach ausgedehnten Raumes vor, so ist es nach meinen Untersuchun- 
gen immer möglich, die Zahl m so groß zu wählen, daß m + 1 Punkte: 


Br: „ „ HM (m) FO 


[4 
Ks ey Lu Use, dns ee > E Ve 7 


n hinsichtlich r,, . . ., t„ unabhängige Invarianten: 
I (k=1,...,n) 


besitzen. Setzen wir dabei voraus, daß m Punkte gar keine Invarianten 
haben, so ist das System der Invarlanten: 


RE 


wesentlich bestimmt. Wenn dagegen schon m Punkte Invarianten haben, 
so gibt es unendlich viele, wesentlich verschiedene Systeme J,,...,Jn» 


%. Setzen wir zunächst voraus, daß m Punkte keine Invariante haben. 
Setzen wir dann: 


Zee x) = -X, f, = En er = Kuf, 
so haben die linearen partiellen Differentialgleichungen: 
Oi Zi 
keine gemeinsame Lösung, während die an 
ft + tt t-0 
genau n unabhängige Lösungen besitzen. 


Wir können dabei immer annehmen, daß diese Lösungen J,,..., Jn 
so gewählt sind, daß die Gleichungen: 


Di 


Her, 54 Dura, Di) Anis (k=1,...,n) 
eine kontinuierliche Gruppe mit der identischen Transformation be- 
stimmen (vgl. meinen zweiten Fundamentalsatz), in welcher die a ur- [345 
sprüngliche, die r transformierte Veränderliche sind, während die 


’ 


&,...,2x”” Parameter darstellen. Es ist dieser Fall, den Guldberg ge- 
hindan hat. 


S. Wenden wir uns nun zu meinem allgemeinen Falle. 
_ Wir können annehmen, daß die Ausdrücke: 


Xıf ar +X,f ER W,f 
durch keine lineare Relation verknüpft sind. Dann haben die Gleichungen: 
ZEITEN 
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n + w Lösungen, unter denen » von Xı, . . -, In frei sind: 


El, eg a) (=1,:...,0), 
während die übrigen: 
a er. Bid 4=4..,,® 


hinsichtlich x,, - . -, {„n unabhängig sind. 
Bilden wir nun wiederum die Gleichungen: 


r (m) er 
Bl 


so bestimmen dieselben fortwährend eine Gruppe zwischen den a und 7; 
dies folgt unmittelbar aus meinem Beweise meines zweiten Fundamen- 
talsatzes, den ich oft als den Hauptsatz meiner Gruppentheorie be- 
zeichne. Jetzt dürfen wir aber keineswegs behaupten, daß diese Gruppe 
mn wesentliche Parameter hat. 

Dieser allgemeine Fall ist Herrn Guldberg entgangen. 

Die Frage nach den allgemeinsten simultanen Systemen mit Funda- 
mentalsystemen ist somit durch die bisherigen Untersuchungen keines- 
wegs erledigt. Es ist aber leicht, zu beweisen, daß die frühere 
Gleichung (3) das allgemeinste derartige System liefert. 


L3R, 


9. In den Math: Annalen, Bd. XXV, 5.124—130!) entwickelte ich all- 
gemeine Integrationstheorien für lineare partielle Differentialgleichungen: 


0 
(8) I +ZOKf+ +, QXf=0, 
wobei ich zunächst annahm, daß die r infinitesimalen Transforma- 
tionen: %f 
X,f = Zerlan oo, n) 02,’ [346 


die eine Gruppe erzeugen, die Veränderliche 2 gar nicht enthalten. Da 
meine soeben zitierten Entwickelungen einen sehr allgemeinen Charakter 
haben und teilweise nur skizziert sind, dürfte es nützlich sein, den ein- 
fachen Fall, der jetzt gerade vorliegt, etwas ausführlicher zu behandeln. 


10. Seien: 
Y; = fı(&1 ie ., La, bi, „u. b,) 


die endlichen Gleichungen der Gruppe X,f,...,X,f. Wir beschränken 
uns hier auf den Fall, daß diese Gleichungen schon bekannt sind. 


1) [Bd. VId. Ausg., Abh. III, 8. 195—202.] 
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Es bestehen nun nach meinen allgemeinen Theorien Gleichungen von 
der Form: 


oYi 
Ar = rn u b,)&;:(Yı; .., Ya); 


2. \ e 2 
Ri Ss IE 
j v 
Mit Benutzung dieser Gleichungen erkennt man leicht, daß es möglich 
ist, die Größen b,,..., b, derart als Funktionen von z zu bestimmen, daß 
unsere lineare partielle Differentialgleichung (3) in den Veränderlichen 
2, Ws =, Y, Aue Form: 


rn) > 
annımmt. 


11. Sind nun: 
Yı= Hlss ae De U 


und: 

y,; Zn fl; x Ins ßı (2); ...y ß,(2)) 
zwei verschiedene Substitutionen, welche diese Forderung erfüllen, so be- 
stehen Relationen: 


(4) = hy; Un» Yıß); ne Y+(2)); 


in denen die y Funktionen von z sind. Bei der Substitution (4) muß die 
Gleichung: 


ihre Form bewahren; folglich müssen die y, aufgefaßt als Funktionen [347 
der Größen z und y,, von 2 unabhängig sein, und somit die Gleichungen: 


yihn) dr _o, 


r CY% dz 


sowie die äquivalenten: 
2 
k 
bestehen. Hieraus ergibt sich in bekannter Weise, daß die Ausdrücke: 
dy. | 
>7 Yin, 


sämtlich verschwinden, und daß dementsprechend alle y, absolute Kon- 
stanten sind. 


d 
ee PATZIDEAU) —0 kein 
J 
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12. Diejenigen Differentialgleichungen, welche die Größen: 


al, 2 ach le lc 2) 


derart als Funktionen von X15 ++ 45 &n, 2 bestimmen, daß die Gleichung: 
0 ö 
u + I 2,2) X: > ai 


besteht, besitzen daher die fundamentale Eigenschaft, daß das allge- 
meinste Lösungssystem: 


> Re Un 
aus einem partikulären y,,..., 4, durch Formeln: 
DA fl, ER 


ausgedrückt wird, die eine bekannte Gruppe bilden. 


Diese Differentialgleichungen findet man, indem man zuerst die- 
jenigen Differentialgleichungen: 


W.(2ı, re Mer Me, ac os J=0 


PE2 
bildet, welche die Größen: Ba Pal... 0,0 Br a Funk 
tionen von X; » » -, &n bestimmen, und sodann zu den W,. = 0 die n Glei- 
chungen: 
+ 2, Xıyt--- +2,.%,4=0=9,=0 [348 
hinzufügt. 


Jetzt bilden die vereinigten Gleichungen: 
2; = 0, W, = 0 


ein System von Differentialgleichungen, das sich unmittelbar auf ein voll- 
ständiges System mit einer bekannten endlichen Gruppe reduziert. 

Zu einem äquivalenten Resultate kommt man offenbar, wenn man 
dıe b,(z) als Funktionen von 2 bestimmt. 


vu. 


Sur les equations differentielles ordinaires, [1233 
qui possedent des syst&mes fondamentaux d’integrales. 


Comptes Rendus Bd. 116, S. 1233—1235, Paris 1893. Vorgelegt in der Sitzung 
vom 29. Mai 1893. 


1. Les theories classiques du systeme simultane: 
dt, 


dz = Zr @)Cı ++ Zen?) En (k=1,...,n) 


et de l’&quation &quivalente: 
cf IR of 
De Sf > Zu (2) %; de 0 


prennent au fond leur origine dans ce fait, que les n? transformations in- 
finit6simales: öf 

Er 
des variables x,,..., &, determinent un groupe continu et fini. Cette re- 
marque m’a conduit depuis longtemps (Societe des Sciences a Chri- 
stiania, novembre et decembre 1882 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXIX, 
8. 548f., Abh. XL, 8.551—553], Math. Ann., t. XXV, p. 124—130 
[d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, S. 195 —202]) a l’etude de l’öquation generale: 


@) 4-14 2@Nf+- +2 @QLf=0, 


dans laquelle les expressions: | 
Xıf = erı(Cı, a 32; 


definissent un groupe continu et fini queleconque. 

2. J’ai de plus esquisse une theorie generale de l’integration de 
l’öquation: Af = 0, möme en supposant connu d’avance, pour le syst&me 
simultane: 


de; 
| (2) TE = Zt + Zrfrn (k=1,...,n), 
m integrales: Q,(&1,. 2% 2): +, Qm, ou m systemes d’&quations inte- 


grales: } 
Ba, eo. In» 2) = 0, A Cualkı; u RE In» 2) = 0 (=1,...,m). 
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La veritable raison de ces th&ories est, comme je le dis expressement 
(Math. Ann., t. XXV, p.128 [d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, 8.200]), qu’il 
est toujours possibledetrouverlesintegrales generalesdu systemesimul- [1234 
tan (2), lorsqu’on eonnait un certain nombre fini de systemes de solu- 
tions particulieres: 

(3) RE RE EI N 

3. On trouve done, dans les Memoires cites, une cate£- 
gorie extrömement ötendue de systemes simultanes qui 
possedent ce qu’on appelle des systömes fondamentaux d’in- 
tögrales. Jene crois pas qu’il sera possible de perfectionner, 
quant au fond, mes th&ories d’intögration pour ces öquations. 

Il faut se rappeler quil est possible de reduire mes &quations auxi- 
liaires de l’ordre Z & des equations lineaires de l’ordre +1 oul-+2, 
quand le groupe simple correspondant appartient a l’une des quatre gran- 
des classes que j’ai considerees. 


4. J’ajoute qu’on trouve les expressions des solutions gen6rales 
%s..-,%, en fonction des quantites (3) en resolvant par rapport & 
Cs. 5 %n certaines equations: 

LE 


r a z (m) ImIN 2 
User dns ee L MR u 


N 


les J, designant ce que j’appelle des invarıants des m +1 points 
2.395... par rapport augroupeX,n...X,F 

5. M. E. Vessiot, dont la these recente constitue un progres si 
important dans la theorie des &equations differentielles lineaires, a eu 
l’heureuse idee de chercher toutes les &quations differentielles 
ordinaires qui possedent des systemes fondamentaux d’integrales, et 
M. Alf Guldberg s’est aussi occupe& de la möme question. 

Je viens de publier moi-möme ä ce sujet une petite Note (voir Leip- 
ziger Berichte, 8 mai 1893 [hier Abh. VI, S.307 —813]). Sans entrer dans 
des details, je crois utile de faire ici quelques remarques dont la generali- 
sation est &evidente. 


6. Etant donnee une &quation differentielle du premier ordre: 


dz — o(2,2)d2, 
le systeme simultane: 


08:03 :0r = 1:02,23, 00,2 


possede evidemment deux solutions de la forme u(zx, 2), u(x’, 2). Done, 
en egalant & une constante arbitraire a une fonetion queleonque de ces-deux 
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quantites, on obtient toujours une formule: x = F(z, x’, a) qui exprime 
la solution generale x par une solution particuliere x’ et par 2. 


Or cette formule ne determine pas en general un groupe 
entre x et «. Neanmoins, sı l’on connait par hasard une [1235 
telle formule, on connait en möme temps des transforma- 
tions (finies): 2=?7’,2=Fl(zs,,r,a), qui laissent invariante 
 V’equation: dz = o(a,2)dz, dont l’int&gration s’acheve imme- 
diatement d’apres mes th&ories generales (Math. Ann., t. XTJ; 
voir aussi t. XXV [D. Ausg. Bd. IV, Abh. III; Bd. VI, Abh. IIT]). 


7. C’est un probleme bien interessant de chercher avec MM. Vessiot 
et Guldberg tous les systemes simultands dont les solutions generales 
Ks, %n S’expriment par m systemes de solutions partieulieres seules: 


(4) Der e L.. 


Comme ces auteurs ne trouvent pas möme tous mes systemes (2), 
qui possedent effectivement la propriet& demandee, il me semble que leurs 
recherches doivent presenter unelacune. Je crois que ces auteurs intro- 
duisent implieitement une restrietion essentielle, & savoir que 
les formules (4) les plus generales se deduisent d’un systeme donn& de 
telles formules par un changement des constantes arbitraires. 

Si je ne me trompe, je suis parvenu & dömontrer, d’une ma- 
niere rigoureuse et bien simple, que mes systemes (2) sont 
les seuls qui possedent la propriete demandee. 


VI. 


Begleitwort zu der deutschen Übersetzung von 
E. Goursat: 


Lecons sur l'integration des equations aux derivees partielles 
du premier ordre. 


E. Goursat, Vorlesungen über die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
1.0. Autorisierte deutsche Ausgabe von H.Maser. Leipzig1893 beiB.G. Teubner, 
S. V—VID. 


Begleitwort. [V 


Auf Wunsch der Verlagsbuchhandlung von B. G. Teubner gebe ich 
der vorliegenden Übersetzung einige begleitende Worte mit, nicht, weil 
das Goursatsche Werk an sich noch der Empfehlung bedarf — schon der 
Erfolg der Originalausgabe ist dafür ein deutlicher Beweis — sondern, 

_ weil ich meinerseits zur Verbreitung dieser Übersetzung etwas beitragen 
möchte. Ich glaube, diesem Zwecke am besten zu dienen, wenn ich kurz 
auf die so lehrreiche Entwickelungsgeschichte der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung eingehe. 

Die Anfänge der Theorie stammen aus den siebziger Jahren des vorl- 
gen Jahrhunderts. Lagrange führte die Begriffe: allgemeine Lösung und 
vollständige Lösung ein und zeigte, daß die allgemeine Lösung aus einer 
vollständigen Lösung abgeleitet werden kann. Durch diese Betrachtungen 
gelang es ihm, jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung im ge- 
wöhnlichen Raume auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurückzu- 
führen. Durch geometrische Betrachtungen fand später Monge den 
inneren Grund für diesen Erfolg in dem Begriffe Charakteristik. 

In der damaligen Zeit lag der Begriff des n-fach ausgedehnten Rau- 
mes den Mathematikern noch zu fern, sonst hätte es so hervorragenden 
Mathematikern wie Lagrange, Monge und deren Zeitgenossen nicht 
entgehen können, daß sich durch Ausdehnung des Charakteristiken- 
begriffs auf n Dimensionen überhaupt jede partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung mit einer unbekannten Funktion auf gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichungen zurückführen läßt. So aber konnte es geschehen, daß 
im Jahre 1814 Pfaff diese Aufgabe, deren Lösung uns jetzt fast selbst- 
verständlich erscheint, auf ein viel allgemeineres, außerordentlich [VI 
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wichtiges Problem zurückführte, dessen Formulierung und Erledigung 
dem Namen Pfaff ein unvergängliches Gedächtnis sichert. 

Erst einige Jahre später gelangte Cauchy zu demselben Ergebnisse, 
indem er den Begriff Charakteristik benutzte, allerdings in analytischer 
Einkleidung. 

Durch Betrachtungen, die er über die Lichttheorien von Huygens 
und Newton anstellte, wurde Hamilton zu der Bemerkung geführt, 
daß das Problem der drei Körper und überhaupt alle dynamischen Pro- 
bleme in einem merkwürdigen Zusammenhange mit den partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung stehen. Jacobi brachte sodann diesen 
Zusammenhang noch schärfer zum Ausdruck, indem er zeigte, daß sich 
die Erledigung jedes dynamischen Problems mit der Integration einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung deckt. Einen noch höheren 
Grad von Durchsichtigkeit hat dieser Zusammenhang, beiläufig bemerkt, 
in neuerer Zeit durch die Einführung des Begriffes infinitesimale Berüh- 
rungstransformation erhalten, eines Begriffes, der unter anderm auch ver- 
schiedene Untersuchungen von Thomson, Tait und Lipschitz in 
neuer Beleuchtung erscheinen läßt. 

Jacobi war der erste, der eine von der Cauchyschen verschiedene 
Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
gab, die sogenannte Hamilton-Jacobische, eine Methode, die später 
von verschiedenen Seiten kritisiert und durch andre Methoden ersetzt 
wurde, die auch gewisse bei ihr auftretende Ausnahmefälle erledigen. 
Inzwischen hat sich aber ergeben, daß man durch zweckmäßige Begriffs- 
erweiterungen die Cauchysche Methode so umgestalten kann, daß alle 
diese Methoden als besondere Fälle der Cauchyschen erscheinen. 

Jacobi deutete ferner eine andre Methode an, die sich einer beson- 
deren Berühmtheit erfreut. Es scheint aber nicht genügend beachtet 
worden zu sein, daß diese Jacobische Methode der ursprünglichen Methode 
Pfaffs sehr nahe steht; sie ist im Grunde, wie die Cauchysche, nur eine 
Verbesserung der Pfaffschen Methode, die allerdings gewisse Integrationen 
erspart, aber ebenso, wie die Pfaffsche, viele Ausnahmefälle besitzt. 

Berühmt sind auch Jacobis hiermit zusammenhängende Unter- 
suchungen über Störungstheorie, die, obwohl mit mancherlei Unvoll- 
kommenheiten behaftet, doch in Verbindung mit gewissen, der Zeit nach 
vorhergehenden Arbeiten von Lagrange, Legendre, Ampere und [VII 
Plücker die neuere Theorie der Berührungstransformationen vorbereitet 
haben. Im ganzen dürften als Jacobis wichtigste Leistungen auf diesen 
Gebieten zu betrachten sein: die Einführung und Verwertung der Funk- 
tionaldeterminanten, die damit zusammenhängende Multiplikator- 
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theorie und endlich die Entdeckung der Jacobischen Identität, die 
wesentlich mehr leistet als das Poissonsche Theorem. 

Das Jahr 1870 und die folgenden Jahre brachten für die Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung neue wesentliche Fort- 
schritte. Es wurden nicht bloß die Unvollkommenheiten der älteren Me- 
thoden aufgedeckt, sondern man fand auch Mittel, um diesen Unvoll- 
kommenheiten abzuhelfen. 

Durch die Begründung der allgemeinen Theorie der Berührungs- 
transformationen und durch die damit zusammenhängenden Begriffs- 
erweiterungen, die aus einer Vereinigung der analytischen Betrachtungen 
Pfaffs und der geometrischen Ideen Poncelets und Plückers hervor- 
gegangen sind, wurden alle Ausnahmefälle einfach beseitigt, und viele 
Probleme, die man früher als schwierig, ja als unlösbar betrachtet hatte, 
wurden geradezu trivial. 

Durch Schneidungsprozesse wurden Integrationsvereinfachungen er- 
reicht, die man früher lange vergeblich gesucht hatte. Wenn auch diese 
Leistungen vielfach nicht die richtige Würdigung gefunden haben, so ist 
doch unzweifelhaft, daß die durch sie gewonnenen Resultate wichtig sind. 
Die Entwickelung der neueren Lehre von den Differentialinvarianten wird 
das für jeden, der sehen will, klar machen. 

Dureh Einführung der Begriffe: infinitesimale Transformation und 
Funktionengruppe erhielt ferner die ganze Theorie eine rationelle Ge- 
stalt, die ihr früher gefehlt hatte. Die Invariantentheorie der Berührungs- 
transformationen lieferte die Erledigung des Äquivalenzproblems und 
zeigte nicht bloß, daß noch sehr viel Neues geleistet werden konnte, son- 
dern auch genau, was und wieviel. Durch die Theorie der Funktionen- 
gruppen und die Invariantentheorie der Berührungstransformationen war 
zugleich die Grundlage für die Transformationstheorie der par- 
tiellen Differentialgleiehungen höherer Ordnung geschaffen. 

Von fast allen diesen Ergebnissen liefert das Goursatsche Werk zum 
ersten Male eine zusammenhängende Darstellung. In dieser Beziehung und 
auch sonst nach vielen Richtungen hin steht es nach meiner Ansicht hoch 
über allen früheren Lehrbüchern auf diesem Gebiete. Die wissen- | VIII 
schaftliche Welt ist daher Herrn Goursat und dem Bearbeiter seiner Vor- 
lesungen, Herrn Bourlet, zu hohem Danke verpflichtet, und ich glaube, 
daß auch der Verfasser der vorliegenden Übersetzung, Herr Maser, auf 
den Dank aller deutschen Mathematiker ein Anrecht hat. 


Im September 1893. 
Sophus Lie. 


IX. 


Zur allgemeinen Theorie [53 
der partiellen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. 


Leipz. Ber. 1895, Heft I, abgeliefert 7. 5. 1895, S. 53 —128, vorgelegt in der Sitzung 
vom 4. 2. 1895. 


Die neuen Theorien dieser Abhandlung teilte ich der Königl. Sächs. Gesell- 
schaft der Wissenschaften am 16. Oktober 1893 mit. Sodann entwickelte ich sie 
eingehend in meinen Vorlesungen an der Universität Leipzig im Wintersemester 


1893—1894. Sophus Lie. 


1. In der ganzen modernen Mathematik ist die Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen die wichtigste Disziplin. 


Es dürfte richtig sein, zu sagen, daß die Begriffe Differentialquotient 
und Integral, deren Ursprung jedenfalls bis auf Archimedes zurückgeht, 
dem Wesen der Sache nach durch die Untersuchungen von Kepler, Des- 
cartes, Cavalieri, Fermat und Wallis in die Wissenschaft eingeführt 
worden sind. Daß aber nichtsdestoweniger diese Forscher keineswegs als 
Begründer der Infinitesimalrechnung betrachtet werden können, dürfte 
schon daraus hervorgehen, daß sie noch nicht bemerkt hatten, daß Diffe- 
rentiation und Integration inverse Operationen sind. 


Diese kapitale Entdeckungt), die uns jetzt als selbstverständlich er- 
scheint, gehört Newton und Leibniz, die überdies die unermeßliche 
Tragweite der besprochenen Begriffe erkannten und gleichzeitig zweck- 
mäßige Algorithmen einführten. 


Ganz besonders wichtig waren einerseits Newtons Entdeckung der 
Binomialformel, die ja zeigte, wie man viele Differentiale und Integrale [54 
findet, andererseits Leibnizs Einführung der Symbole dx, dy, sowie end- 
lich die Betrachtung und Verwertung der höheren Differentialquotienten. 


1) Die Frage, ob Newton oder Leibniz zuerst bemerkt hat, daß Differen- 
tiation und Integration inverse Operationen sind, hat offenbar die größte Bedeu- 
tung für die Entscheidung des alten Prioritätsstreites hinsichtlich der Begründung 
der Infinitesimalrechnung. Wenn ich eine mündliche Mitteilung des Herrn Zeuthen 
richtig verstanden habe, wird dieser Forscher, der schon so viel für die Geschichte 
der Mathematik geleistet hat, die soeben besprochene Frage in einer bald erscheinen- 
den Arbeit behandeln. 
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2. Die Anwendungen der Begriffe Differential und Integral, die von 
Newtons und Leibnizs Vorgängern herrühren, bezogen sich fast nur auf 
das Ziehen von Tangenten, und die Bestimmung von Bogenlängen, Flächen- 
räumen und Volumina. Bei der freieren Auffassung der beiden Begriffe, die 
von Newton und Leibniz herrührt, war es diesen großen Mathematikern 
möglich, solche Probleme ernstlich in Angriff zu nehmen, die wir jetzt als 
Differentialgleichungen bezeichnen. Vielleicht dürfte es richtig sein, 
zu behaupten, daß gerade die Formulierung und Integration von 
Differentialgleichungen die epochemachenden Fortschritte 
sind, die in erster Linie die Newton-Leibnizsche Ära und 
gleichzeitig die jetzige höhere Mathematik charakterisieren. 

Ganz besonders berühmt, und zwar mit vollem Grunde, ist Newtons 
Ableitung der Keplerschen Gesetze der Planetenbewegung aus dem von 
Newton selbst formulierten Gravitationsgesetze. Diese nicht allein für die 
Mechanik epochemachende Entdeckung beruht faktisch auf der Integration 
eines Systems von Differentialgleichungen; denn das Gravitationsgesetz 
gibt die Differentialgleichungen der Planetenbewegung, und die Kepler- 
schen Gesetze sind weiter nichts als die zugehörigen Integralgleichungen. 


3. Die Brüder Jacob und Johann Bernoulli (1654—1705, 1667 
bıs 1748) gaben mehrere Beiträge zur Theorie der Differentialgleichungen ; 
besonders berühmt sind ihre Untersuchungen über geodätische Kurven 
und ıisoperimetrische Probleme, die als Anfänge der Variationsrechnung 
zu betrachten sind. 

Der italienische Mathematiker Riecati (1676 —1754) lenkte die Auf- 
merksamkeit auf einige Fälle der später so berühmten Gleichung: 


I = Xla) + X la)y + X()yp, 
die unter den nichtintegrablen Differentialgleichungen unzweifelhaft als 
die einfachste und wichtigste zu betrachten ist. Neuere gruppentheore- 
tische Untersuchungen zeigen nämlich, daß diese Gleichung als ein Ana- [55 
logon der algebraischen Gleichung fünften Grades aufgefaßt werden kann. 
Clairaut (1713—1765), der besonders durch seine Untersuchungen 
über gewundene Kurven bekannt geworden ist, beschäftigte sich mit 
Gleichungen von der Form: 


y-ay—oy)=®, 
deren Integrationstheorie bekanntlich mit dem Begriffe Linienkoordi- 
natenin Verbindung steht. Man darf daher behaupten, daß der Ursprung 
des Begriffes Linienkoordinaten (ja sogar Dualität) bis auf Clairaut 
zurückgeführt werden kann. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Rd. IV 21 
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Noch mächtiger war der Einfluß d’Alemberts (1717 —1783) auf die 
allgemeine Theorie der Differentialgleichungen. Durch Aufstellung des 
allgemeinen mechanischen Prinzips!), das seinen Namen trägt, führte er 
alle Probleme der Dynamik auf Differentialgleichungen zu- 
rück und gab hiermit Newtons bahnbreehenden mechanischen Ideen 
eine allgemeingültige und definitive Form. Sehr wichtig waren ebenfalls 
d’Alemberts schöne Untersuchungen über gewöhnliche und partielle 
lineare Differentialgleichungen. 

4. Die Namen: Euler, Lagrange und Laplace, Monge, Ampere 
und Pfaff bezeichnen eine neue Epoche in der allgemeinen Theorie der 
Differentialgleichungen, die sich unter anderm dadurch charakterisieren 
läßt, daß man anfıng, auch die partiellen Differentialgleichungen unter 
allgemeinen Gesichtspunkten zu betrachten. 

Bei dieser Gelegenheit kann ich selbstverständlich nicht auf alle Bei- 
träge zur Theorie der Differentialgleichungen eingehen, die von diesen 
großen Mathematikern und ihren noch größeren Nachfolgern: Gauß, 
Cauchy, Fourier, Abel, Jacobi und Riemann herrühren. Ich will 
aber versuchen, in Kapitel I, wenn auch nur in großen Zügen, einige unter 
den wichtigsten Richtungen in den neueren Untersuchungen über Diffe- 
rentialgleichungen kurz zu charakterisieren. Ausführlicher gehe ich dabei 
nur auf diejenigen Richtungen ein, die mit meinen eigenen Untersuchun- [56 
gen in Verbindung stehen. Sodann versuche ich in Kapitel II, einige von 
mir herrührende Theorien, die bis jetzt nur in norwegischer Sprache und 
ın knapper Form skizziert waren, in die richtige Beleuchtung zu setzen. 
In den folgenden Kapiteln entwickele ich sodann ziemlich ausführlich 
wichtige und allgemeine Integrationstheorien, die ebenfalls von mir her- 
rühren. 


Kapitel I. 


Vergleichende Betrachtungen über neuere Untersuchungen, 
die sich auf Differentialgleiehungen beziehen. 


5. In diesem Kapitel versuchen wir zuerst, eine Übersicht über die 
seit Euler und Lagrange ausgeführten Untersuchungen über Differen- 
tialgleichungen zu gewinnen. So unvollständig und unvollkommen auch 


1) Neuerdings hat Herr Ostwald versucht, ein allgemeines Prinzip aufzu- 
stellen, das alle Naturgesetze umfassen soll. Es ist aber, wie schon früher von mir 
hervorgehoben, zu beklagen, daß die bisherige mathematische Formulierung dieses 
Prinzips so vag und unklar ist, daß Mathematiker den Sinn desselben nicht verstehen 
können. Erst wenn eine wirkliche Formulierung des Prinzips vorliegt, läßt sich die 
Frage, ob zum Beispiel Hertz ähnliche Ideen gehabt hat, entscheiden. 
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diese unsere Betrachtungen sein mögen, so werden sie doch dazu dienen, 
die Tendenz unserer eigenen Bestrebungen klarzustellen. Ganz besonders 
eingehend beschäftigen wir uns sodann mit der von Monge, Laplace, 
Ampere und Darboux entwickelten Theorie der Charakteristiken und 
gewinnen hierdurch die Grundlage für die Darstellung eigener Unter- 
suchungen, die in den folgenden Kapiteln entwickelt werden. 


$1. Verschiedene Richtungen innerhalb der Theorie 
der Differentialgleichungen. 


Soweit ich es übersehe, dürfte es richtig sein, zu sagen, daß die in den 
letzten hundertundzwanzig Jahren veröffentlichten Untersuchungen über 
Differentialgleichungen sich größtenteils in vier oder fünf verschiedene 
Kategorien einordnen lassen, zwischen denen sich allerdings viele Be- 
rührungspunkte finden lassen. 

6. Zu der ersten Kategorie rechne ich zunächst die von Euler, 
Lagrange und Monge angefangenen Untersuchungen über partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung, die von Pfaff, Cauchy, Ha- 
milton, Jacobi, A. Mayer und anderen weiter geführt worden sind. [57 
Hierher rechne ich ferner die von Monge und Laplace angefangenen 
Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen zweiter und höhe- 
rer Ordnung. Unter Laplaces und Monges Nachfolgern auf diesem Ge- 
biete sind Ampere, Darboux und einige andere französische Mathema- 
tiker diejenigen, die die wichtigsten Fortschritte begründet haben. In 
allen diesen Arbeiten spielt der Mongesche Begriff Charakteristik 
implizite oder explizite eine wichtige Rolle. 

‘. Zu der zweiten Richtung rechne ich die von d’Alembert, Fou- 
rier und Cauchy angefangenen, von Riemann, Weierstraß, Me6ray, 
Schwarz, 6. Neumann, Poinecar&, Picard und vielen ‚anderen her- 
vorragenden Mathematikern weitergeführten Untersuchungen, die sich 
einerseits mit Integrabilitätsbedingungen beschäftigen, andererseits mit 
der Bestimmung derjenigen Integrale, die zu gegebenen Anfangsbedin- 
gungen gehören. 

8. Zu der dritten Richtung rechne ich die meisten neueren Unter- 
suchungen über lineare Differentialgleichungen, deren Grundlage eigent- 
lich die von Cauchy und Abel geschatfene allgemeine Funktionentheorie. 
ist. Muß man auch sagen, daß Gauß und Riemann für diese Richtung 
die Bahn gebrochen haben, so muß man doch Fuchs (1866) als den eigent- 
lichen Begründer dieser Richtung auffassen. 

Diese Untersuchungsrichtung erhielt eine neue Tragweite durch die 


Einführung des Galoisschen Begriffs der diskontinuierlichen Gruppe. 
21* 
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In den mir bekannten Arbeiten Riemanns kommt dieser Begriff nicht 
explizite vor!); ebenso wenig in den älteren Untersuchungen von Fuchs. 
Die ersten Arbeiten, die, soweit mir bekannt, den Galoisschen Gruppen- 
begriff für die allgemeine Theorie der (linearen) Differentialgleichungen 
verwerten, sind ©. Jordans Publikationen in der ersten Hälfte des Jahres 
1874. Einen Fortschritt begründete andererseits Fuchs durch Verwer- 
tung (1875) der Cayleyschen Invariantentheorie für die linearen Diffe- 
rentialgleichungen. Dabei ist immerhin zu beachten, daß sich diese Resul- 
tate einfacher und sogar vollständiger durch Vereinigung von Ü. Jordans 
soeben zitierten Untersuchungen mit F. Kleinsim Jahre 1874 durch- [58 
geführter Bestimmung?) aller diskontinuierlichen projektiven Grup- 
pen der Geraden ableiten ließen, wie Klein nachträglich zeigte. 


Zu dieser Richtung gehören eine große Anzahl funktionentheoreti- 
scher Untersuchungen, die von Schwarz, Hermite, Thome, Frobe- 
nius, Fuchs, Klein, Poincare, Picard, Appell, Painleve und 
anderen herrühren. Auf diese Untersuchungen brauchen wir hier nicht 
einzugehen; dagegen besprechen wir später, wenn auch nur flüchtig, 
Cockles, Laguerres und Halphens, sowie Picards und Vessiots 
Untersuchungen über lineare Differentialgleichungen. 


9. Zu der vierten Richtung rechne ich diejenigen Untersuchungen, 
die explizite oder implizite meinen allgemeinen Begriff der kontinuier- 
lichen Gruppen für dis Integrationstheorie verwerten. In den hierher ge- 
hörigen Arbeiten spielt gleichzeitig der aus dem Gruppenbegriffe fließende. 
Begriff Differentialinvariante eine fundamentale Rolle. 


Auf die geschichtliche Entwickelung dieser beiden Begriffe brauche ich 
bei dieser Gelegenheit nicht einzugehen. Diese ganze Richtung nimmt 
ihren Ursprung in meiner in den Jahren 1869 —1870 gemachten Ent- 
deckung, daB die Integrationstheorien der älteren Mathematiker, die 


1) Es ist ja sicher genug, daß in Riemanns, wie in so vielen älteren Arbeiten, 
der Gruppenbegriff implizite vorkommt. Ob aber Riemann den Gruppenbegriff 
wirklich besaß, darüber weiß man doch wohl nichts. Der Umstand, daß Riemann 
in seinen Untersuchungen über Abelsche Integrale Galois gar nicht zitiert, deutet 
nicht gerade darauf hin, daß er mit Galois Arbeiten und Ideen genauer bekannt war. 

2) Im November 1873 teilte ich Klein mit, daß ich alle kontinuierlichen 
Gruppen in einer Veränderlichen auf die projektive Form gebracht hatte. Diese 
meine Mitteilung war, wenn ich nicht irre, die äußere Veranlassung zu Kleins im 
Frühling 1874 durchgeführter Bestimmung aller diskontinuierlichen projektiven 
Gruppen in einer Veränderlichen. 

Von Interesse dürfte es noch sein, zu notieren, daß sich Klein schon in dieser 
Zeit (Brief vom 30. April 1874) mit der Frage nach allen eindeutigen Funktionen 
mit einer diskontinuierlichen projektiven Gruppe beschäftigte. 
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früher als isolierte Theorien betrachtet wurden, durch Einführung des Be- 
griffs der kontinuierlichen Gruppen auf eine gemeinsame Quelle zurück- 
geführt werden können. Diese Bemerkung führte mich sogleich zu einer 
Reihe neuer, allerdings einfacher Integrationstheorien, die sämtlich einen 
gruppentheoretischen Charakter besaßen (Ges. d. Wiss., Christiania 1871, 
Math. Ann. Bd. V).!) 


10. Im Jahre 1872 skizzierteich, wenn auch in knappster Form, mehrere 
umfassende Integrationstheorien, die auf einer Invariantentheorie der 
unendlichen Gruppe aller Berührungstransformationen, sowie auf einer In- 
variantentheorie der unendlichen Gruppe aller Punkttransformationen [59 
beruhen (vgl. kurzes Resume mehrerer neuer Theorien, April 1872; Zur 
Theorie der Differentialprobleme, Oktober 1872; Zur Invarianten- 
theorie der Berührungstransformationen, Dezember 1872; 
Ges. d. Wiss., Christiania).?) Eine ausführlichere Darstellung dieser T'heo- 
rien gab ich in denselben Verhandlungen für 1873— Febr. 1875; vgl. Math. 
Ann. Bd. Vlll und X1.?) 

Es ist hier nicht notwendig, meine zahlreichen weiteren Publikationen 
über diese Gegenstände zu zitieren; nur möchte ich darauf hinweisen, dab 
meine wichtigsten Resultate in den Math. Annalen Bd. XXIV und XXV*) 
in knapper Form zusammengestellt sind. | 

Für alle diese meine Untersuchungen ist es charakteristisch, daß 
ich mich nicht darauf beschränke, gewisse Integrationen zu 
leisten, sondern in jedem einzelnen Falle genau angebe, 
welche Reduktionen möglich sind. Allerdings ist zu bemerken, daß 
meine Beweise dafür, daß weitere Reduktionen unmöglich sind, noch 
nicht alle in extenso vorliegen. 

11. Zu dieser Richtung rechne ich ferner die schönen Arbeiten von La- 
guerre und Halphen über Transformation von gewöhnlichen linearen 
Differentialgleichungen. Diese Untersuchungen beziehen sich faktısch auf 
die unendliche Gruppe: 


2 =eplRa), Yı=yxıla), 


was allerdings von den beiden Verfassern nicht gesagt wird. Ich muß an- 
nehmen, daß Laguerre (1879) und Halphen (1882) meine Invarianten- 
theorie der Berührungstransformationen und meine darauf begründeten 
Integrationstheorien ursprünglich nicht näher gekannt haben, sonst wür- 


1) [D. Ausg. Bd. I, Abh. XI, XII; Bd. II, Abh. 1.] 

2) [Bd. III d. Ausg., Abh. I, V, V1.] 

3) [Bd. III d. Ausg., Abh. VIL-XVI; Bd. IV, Abh. I und II.] 
4) [ Bd. VId. Ausg., Abh. II und III.) 
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den sie doch wohl auf die vielen Analogien zwischen diesen beiden Theo- 
rien hingewiesen haben.t) 


Zu bemerken ist übrigens, daß der englische Mathematiker Cockle 
schon im Jahre 1870 für lineare Differentialgleichungen Ideen ent- [60 
wickelt hatte, die, obgleich partikulär, immerhin mit Laguerres Ideen 
verwandt sind. 


Zu dieser Richtung rechne ich endlich eine Reihe neuer Untersuchun- 
gen von Picard und Vessiot, auf deren Wichtigkeit ich schon bei vielen 
Gelegenheiten hingewiesen habe. 


12. Wenn die hier gegebene geschichtliche Darstellung 
korrekt ist, so kann ich darauf Anspruch machen, zuerst den 
Gruppenbegriff für die Integrationstheorie der Differential- 
gleichungen verwertet zu haben. | 

Innerhalb der Fuchsschen Richtung wurde ja der Gruppenbegriff, 
und zwar der Begriff der diskontinuierlichen Gruppe, zuerst im Jahre 
1874 von C. Jordan verwertet. Dagegen stammt meine Theorie der Funk- 
tionengruppen aus dem Jahre 1872, während der Ursprung meiner Inte- 
grationstheorie eines vollständigen Systems mit bekannter endlicher oder 
unendlicher Gruppe sich noch weiter zurück verfolgen läßt. 


13. Ich bin mir selbstverständlich sehr wohl bewußt, daß es viele wich- 
tige Untersuchungen über Differentialgleichungen gibt, die sich nicht unter 
eine der vier besprochenen Richtungen unterordnen lassen. Als solche 
Untersuchungen nenne ich Briot und Bouquets funktionentheoretische 
Untersuchungen, ferner Darbouxs Arbeiten über algebraische Differen- 
tialgleichungen, sowie die von Bruns und Poincar& herrührenden, so 
wertvollen Untersuchungen über das Problem der drei Körper und end- 
lich einige andere funktionentheoretische Untersuchungen. 

Die vorhergehenden historischen Bemerkungen machen eben auf Voll- 
ständigkeit keinen Anspruch. Da aber die Zahl der Untersuchungen über 
Differentialgleichungen, besonders in den letzten Dezennien, so kolossal 
wächst, schien es mir berechtigt, einmal zu versuchen, auf die gegenseitigen 
Beziehungen aller dieser Untersuchungen einzugehen. Wenn ich erst 


1) Daß meine älteren geometrischen Arbeiten über Kurven und Flächen mit 
unendlich vielen projektiven Transformationen Halphen nicht unbekannt 
waren, geht aus den Zitaten seiner Dissertation (1879) hervor. Daß er aber die Trag- 
weite meiner Integrationstheorien ursprünglich nicht kannte, geht schon daraus 
hervor, daß seine in den Jahren 1879 —1881 veröffentlichten Integrationstheorien 
nicht allein einen ganz speziellen Charakter haben, sondern überdies unvollkommen 
sind, indem sie die Ordnung und die Anzahl der erforderlichen Integrationsoperatio- 
nen keineswegs auf ihr Minimum herabdrücken. 
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die erforderlichen bibliographischen Studien gemacht habe, werde ıch an 
anderer Stelle ausführlich auf diesen Gegenstand zurückkommen. 


14. Zwischen diesen verschiedenen Richtungen finden sich viele 
Berührungspunkte, die hohes Interesse darbieten. Meine eigenen Be- 
strebungen gehen in erster Linie darauf hinaus, den Begriff der kon- 
tinuierlichen Gruppen auch für die drei erstgenannten Richtungen zu 
verwerten. 

Daß es naturgemäß ist, die ganze Theorie der partiellen Differential- [61 
gleichungen 1. OÖ. vom gruppentheoretischen Standpunkte aus zu be- 
handeln, habe ich schon in meinen ältesten Arbeiten gezeigt. 


In dieser Arbeit versuche ich, in so großer Ausdehnung wie möglich, 
die Theorie der partiellen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung auf 
diejenige der Gleichungen erster Ordnung zurückzuführen und dadurch 
die allgemeine Theorie einer gruppentheoretischen Behandlung zugäng- 
lich zu machen. Meine nächste Arbeit, deren Inhalt schon im Anfange des 
vorigen Jahres dieser Gesellschaft mitgeteilt wurde, geht in dieser Rich- 
tung noch wesentlich weiter. 


$ 2. Theorie der Charakteristiken der partiellen Differentialgleichungen. 


15. Aus Lagranges Theorie der vollständigen Lösungen einer par- 
tiellen Differentialgleichung 1. O.: 


F(z, y, 2,9, q) —0 


folgt, wieMonge betonte, daß alle Integralflächen einer solchen Gleichung, 
die einander in einem Punkte berühren, eine Kurve gemein haben und ein- 
ander überdies längs dieser Kurve berühren. Monge bezeichnete diese 
Kurven!) als Charakteristiken; er fand, daß zu jeder Gleichung: 
F = 0 (höchstens) oo? Charakteristiken gehören, sowie, daß jede Integral- 
fläche oo! Charakteristiken enthält. Hieraus zog ernun insbesondere den 
Schluß, daß sich durch jede Kurve, die keine Charakteristik ist, nur eine 
Integralfläche hindurchlegen läßt. 

Monge dehnte den Begriff Charakteristik, wenn auch in wenig prä- 
ziser Form, auf partielle Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung 
in x, y, 2 aus. 


1) Monges große Bedeutung für die Theorie der Differentialgleichungen be- 
ruht wesentlich darauf, daß er diese Disziplin durch Einführung einfacher Elementar- 
begriffe einer begrifflichen Auffassung zugänglich machte. Ihm und seinen Zeit- 
genossen fehlte die freie Auffassung des Imaginären, die Kenntnis des Begriffs 
dern-fachen Räume, sowie teilweise die funktionentheoretische Stringenz. 
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16. Für Gleichungen zweiter Ordnung: [62 
MI URABGEEHEN 


gestaltet sich diese Ausdehnung etwa folgendermaßen: 


Monge bezeichnet auf jeder Integralfläche diejenigen Kurven als 
Charakteristiken, die die Gleichung: 


BR: oF oF 
Fr gr dyde +, de = 0 
erfüllen. Jede Integralfläche enthält somit oo! Mongesche Charakteri- 


stiken, dıe, sobald der Ausdruck: 


oF oF (> 
or ot Es 


4 


nicht verschwindet, ın zwei verschiedene Scharen zerfallen und somit die 
Fläche zweifach überdecken. 

17. Man definiert diese Kurven am einfachstenindirekt. Zieht man 
nämlich auf einer beliebigen Integralfläche eine Kurve, die keine Charakte- 
ristik ist, so gibt es keine andere Integralfläche, die die gegebene Fläche 
nach dieser Kurve oskuliert. 

In entsprechender Weise dehnt sich der Charakteristikenbegriff auf 
beliebige partielle Differentialgleichungen (in den Veränderlichen x, y,z) aus. 

18. Diese Betrachtung führte Monge und Ampere zu Integrations- 
theorien, diejedenfallseinige partielle Differentialgleichungen von der Form: 


(1) A(rt—s) +Br+Cs+Di+E=0 


auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurückführen. 


Monge und Ampere erkannten nämlich, daß es möglich ist, drei 

lineare Differentialgleichungen: 
23 a,de +b,dy + c,.d2 +d,dp -+e,dq = 0 (k=1,2,3) 
aufzustellen, die von jeder Charakteristik der einen Schar erfüllt werden. 
Dem entsprechend befriedigen die Charakteristiken der zweiten Schar ein 
analoges totales System, das hier zunächst nicht in Betracht kommt. 

Es können nun mehrere wesentlich verschiedene Fälle eintreten. Wir 
wollen mit Monge und Ampere insbesondere den Fall berücksichtigen, 
daß das totale System (1’) integrabel ist, und zwar wollen wir annehmen, |63 
daß zwei und nur zwei unabhängige Integrale: 


u(X, y,2,P,9), ©, Y,2,P, 9) 
vorhanden sind. 
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Längs einer Charakteristik haben auf jeder Integralfläche sowohl u 
wie v konstante Werte, die aber (im allgemeinen) bei dem Übergang zu 
einer anderen Charakteristik der betreffenden Fläche varlieren. Auf jeder 
einzelnen Integralfläche sind daher u und v durch eine Relation: 


v— plu) = 0 


gebunden, deren Form natürlicherweise für die verschiedenen Integral- 
_ flächen nicht immer dieselbe ist. 
Nun aber sind u und v bestimmte Funktionen von &, Y, 2, p, q; dem- 
entsprechend ist die Gleichung: 


v— ou) = 0 


eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, richtiger gesagt: die 
Gleichung: EN, 
repräsentiert, wenn @ eine willkürliche Funktion bezeichnet, unendlich 
viele partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 


19. Hieraus ergibt sich, daß man die allgemeinen. Integralflächen 
der vorgelegten Monge-Ampereschen Gleichung zweiter Ordnung da- 
durch findet, daß man alle Integralflächen aller Gleichungen erster 
Ordnung: RT, 
aufsucht, und sodann unter diesen alle herausgreift, die die vorgelegte 
Gleichung zweiter Ordnung erfüllen. 

Nun aber ist es leicht, zu sehen, daß es eine und nur eine partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung gibt, die von den Integralflächen 

ller Glei 
aller Gleichungen MERETIRWEN, 
erfüllt wird. In der Tat: die beiden durch Differentiation gefundenen 
Gleichungen: 

d re d VE 

in ee, de ee [4 
ergeben durch Elimination von o’(u) die einzige Gleichung: 


dv du dv du 


de day.“ dyds °° 
dıe offenbar eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung dar- 
stellt, die mit der vorgelegten Monge-Ampereschen Gleichung iden- 
tisch ist. | 
20. In dieser Weise ergibt sich der schöne von Monge und Ampere 
erhaltene 
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Satz. Erfüllen auf den Integralflächen einer vorgelegten Monge- 
Ampereschen Gleichung: 


Ar+Bs+Ct+D+ E(rtt— 8) =0 


die charakteristischen Streifen erster Ordnung (der einen Schar) zwei Glei- 
chungen von der Form: 


u(x, y,2,,9) = a = Const, : WE, Rd b se Conal.; 


so lassen sich die allgemeinen Integralflächen dadurch finden, daß man das 
allgemeine intermediäre Integral: 


v— plu) = 


aufstellt und die zugehörigen Integralflächen dieser partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung aufsucht. 


21. Suchen wir insbesondere diejenige Integralfläche der vorgelegten 
Monge-Ampereschen Gleichung (1), die eine gegebene Kurve: x=X (r), 
y=Y(r, z=Z(r) enthält und längs dieser eine gegebene Developpable 
berührt, so berechnen wir zuerst vermöge der Gleichungen der Kurve und 
der hinzutretenden Relationen: p = P(rT), q =@(r) die beiden Größen: 
u(t, y,2,p,g) und v(z, y, 2, p,g) als Funktionen von r und finden sodann 
durch Elimination von r eine Relation: v— o(u) = 0, die als eine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung aufzufassen ist. Sodann suchen wir 
diejenige Integralfläche dieser Gleichung erster Ordnung, die die ge- 
gebene Kurve enthält. [65 

Auf die in speziellen Fällen möglichen Integrationsvereinfachungen 
gehen wir hier nicht ein. 


22. Nehmen wir jetzt eine ganz beliebige partielle Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung: 


FLY ZZ DAT O =D, 


Für alle Integralflächen erfüllen die charakteristischen Streifen 
zweiter Ordnung!) sechs lineare Differentialgleichungen von der Form: 


a,de +b,dy+ c.d2e+d,dp-+e,dgq+ 


2 
( ) + fxdr + g.ds + h,dt —( (kel,2;3,:,5,0), 


die ein totales System bilden. 


1) Ich bezeichne eine Charakteristik als einen charakteristischen Streifen erster 
oder zweiter, .. .. Ordnung, wenn ich nicht allein die Werte der Größen x, y, 2, 
sondern auch die Werte der Differentialquotienten p, q, r, s, t,.... längs der Charak- 
teristik berücksichtige. 
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Setzen wir nun mit Darboux voraus, daß dieses totale System inte- 
grabel ist und zwar zwei und nur zwei unabhängige Integrale: 


Hess Beet) 


besitzt. Dann haben auf jeder Integralfläche die Größen u und vo Werte, 
die längs einer Charakteristik (der einen Schar) nicht variieren, während 
sie sich, bei dem Übergang von einer Charakteristik zu einer anderen Cha- 
rakteristik der betreffenden Integralfläche, im allgemeinen alle beideändern. 
Hieraus zieht nun Darboux den Schluß, daß jede Integralfläche von: 
F =0 eine gewisse Gleichung von der Form: 


v— ou) = 0 


erfüllt. Diese neue Gleichung ist aber, sobald die Form der Funktion & 
gegeben ist, eine partielle DifferentialgleichungzweiterOÖrdnung, 
die mit: f =0 gewisse Integralflächen gemein hat. 


23. Wir wollen, obgleich Darboux darauf nicht eingeht, diejenige 
Integralfläche von: F = 0 suchen, die eine gegebene Kurve: 
y-Yia, 2=Z) 


enthält und längs dieser eine gegebene Developpable berührt. Anders [66 
ausgesprochen: wir denken uns in meiner Terminologie einen Element- 


streifen: 
Bar, Beam, D= Pfr, q=Ote) 
gegeben und suchen die zugehörige Integralfläche von: F =. 
Jetzt genügen die Gleichungen: 
Peru). es r+tl 


zusammen mit: dF = 0, jedenfalls im allgemeinen, zur Bestimmung der 
Größen r, s, tals Funktionen von x für alle Punkte der gegebenen Kurve. 
Diese Bestimmung wird nach Monge und Cauchy nur dann illusorisch, 
wenn die Determinante: 


m 
0,1 Y| =EY:2-FY+RF, 
Ps 


für alle Punkte der gegebenen Kurve verschwindet, anders ausgesprochen, 
wenn die Kurve als Charakteristik auftritt. 

Sehen wir von diesem Ausnahmefalle ab, so erkennen wir durch ganz 
ähnliche Betrachtungen, daß nicht allein r, s, t, sondern auch die Ableitun- 
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gen dritter und höherer Ordnung als Funktionen von x längs der Kurve 
bestimmt sind. Durch Einsetzung der Werte: 


y=Yla), 2=Zl), p=-Pio), 4=-Ql), 
= Bil 8er Se); tie Tl) 


finden wir daher, daß sich auch die Größen u(z,...,t) und v(z,...,t) 
längs der Kurve als Funktionen von &: 


= Uln, vr = VW 


berechnen lassen. Sodann ergibt sich durch Elimination von x eine ganz 
bestimmte Relation: 

wm p(u) =(, 
die nur die Größen u und v enthält. 


Da nun Cauchys allgemeine Theorie zeigt, daß zu den gegebenen 
Anfangsbedingungen wirklich eine Integralfläche von: F == 0 gehört, da 
es andererseits sicher ist, daß es eine und nur eine Gleichung: v — y(u) 
— () gibt, die für alle Punkte unserer Integralfläche besteht, und da [67 
wir endlich wissen, daß die eben gefundene Gleichung: v — p(u) = 0 für 
oo! Punkte unserer Integralfläche besteht, so können wir mit Sicherheit 
schließen, daß gerade diese Gleichung: 9 — o(u) = 0 für alle Punkte 
unserer Fläche besteht. Wir zeigen später, wie sich hieraus die Bestim- 
mung der Fläche ergibt. 

24. Darboux bemerkt nun, daß die linearen Differentialgleichungen 
(2) eine Quadratwurzel enthalten und somit faktisch zwei totale Sy- 
steme darstellen. Er beschränkt sich auf den Fall, daß jedes unter 
diesen beiden totalen Systemen zwei unabhängige Integrale: 


%,,7, Und: Ar, 
besitzt. Alsdann erfüllt jede Integralfläche von: F =0 eine gewisse Glei- 
chung: v, — 9, (u,) = 0 und zugleich eine gewisse Gleichung: 9; — 9; (us) = 0. 
Sind umgekehrt p, und 9, beliebig gewählte Funktionen ihrer Argu- 
mente, so findet Darboux, daß die drei partiellen Pifferentialgleichungen 
zweiter Ordnung: 
F=0, 1-9) =0, 1% Palü,) = 0 


immer ein unbeschränkt integrables System bilden; ihre 00° gemeinsamen 
Integralflächen werden durch gewöhnliche Differentialgleichungen be- 
stimmt. 

25. Dies ist der Kern der Darbouxschen Theorie, die sich, wie er selbst 
angibt, nach mehreren Richtungen ausdehnen läßt. 
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Ganz besonders betrachtet er den Fall, daß für eine Gleichung zweiter 
Ordnung die beiden totalen Systeme der charakteristischen Streifen 
irgend einer Ordnung je zwei Integrale u,, v, und us, vd; haben. Er be- 
merkt, daß alsdann das Gleichungssystem: 


F=0, u —-9W) =0, %— 9[u,) = 0 


immer unbeschränkt integrabel ist. In dieser Weise integriert Darboux 
dureh gewöhnliche Differentialgleichungen alle partiellen 
Differentialgleichungen, deren allgemeines Integral Amperes 
erster Klasse angehört. 

36. Es ıst sehr zu bedauern, daß Darboux seine so wertvollen und 
weitreichenden Untersuchungen nur ganz knapp skizziert hat. Daher [68 
enthalten seine Publikationen keineswegs die vollständige Verwertung 
seiner neuen Ideen. | 

M. Levy!) vervollständigte gelegentlich Darbouxs Theorie durch 
eine wichtige, wenn auch naheliegende Bemerkung. 

Levy betrachtete eine partielle Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung: F = 0, die mit einer Gleichung zweiter oder höherer Ordnung Inte- 
gralflächen gemein hat, deren analytischer Ausdruck nicht nur von arbı- 
trären Konstanten abhängt. Er erkannte, daß diese gemeinsamen Inte- 
gralflächen charakteristische Streifen besitzen, die durch ein simultanes 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen bestimmt werden. 

Präziser gesagt: L&vy erkannte, daß, sobald zwei solche Gleichungen 
zweiter Ordnung vorliegen, daß dann alle gemeinsamen Integralflächen, die 
einander in einem Punkte oskulieren, einander immer längs einer 
Kurve oskulieren, die für beide Differentialgleichungen eine Charakte- 
ristik darstellt. 

Hieraus zog er nun den Schluß, daß eine Gleichung: F = 0 zweiter 
Ordnung durch Integration simultaner Systeme gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen erledigt werden kann, sobald unter den beiden totalen 
Systemen der charakteristischen Streifen etwa m-ter Ordnung auch nur 
das eine System zwei unabhängige Integrale u, v besitzt. In dieser 
Weise erledigte Levy partielle Differentialgleichungen zwei- 
ter Ordnung, deren allgemeines Integral nicht Amperes 
erster Klasse angehört. 

Levygaban, daßmandreiSystemegewöhnlicherDifferential- 
gleichungen integrieren müsse. 

27. Im Jahre 1874 bemerkte ich, daß es unter den von Levy 
vorausgesetzten Umständen immer genügt, zwei simultane Systeme 


1) Comptes Rendus 1872. 
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gewöhnlicher Differentialgleichungen zuintegrieren. Nachdem 
nämlich durch Integration des so oft besprochenen totalen Systems zwei 
Größen u, v gefunden waren, konnte man sich die Aufgabe stellen, die- 
jenige Integralfläche von: F = 0 zu finden, die eine gegebene Kurve ent- 
hält und längs dieser eine vorgelegte Developpable berührt. Diese An- 
fangsbedingungen liefern (vgl. S. 64 u. ff. [hier 5.330 ff.]) vier Relationen: 


y=-Y(o), 2=Zl), p=Pi), a=-a). 


die längs jener Kurve die Größen y, z, p, q als Funktionen von x be- [69 
stimmen. Dabei erfüllen die Funktionen Y,Z, P,Q eo ipso die Relation: 


Zen 


Bezeichnen wir nun die Werte von r, s, t längs dieser Kurve mit 
R(x), S(xz), T(x), so erhalten wir zur Bestimmung dieser drei Größen die 
Relationen: 

P'—-R-SY =0, 9 —-S-TY'’ =0, 
ES VA PRO HS Des 


die im allgemeinen nach R, S und T auflösbar sind. Setzen wır dabeı der 
Einfachheit wegen voraus, daß u und v nur Differentialquotienten erster 
und zweiter Ordnung enthalten, so erhalten wir sogleich eine Bestimmung 
von u und v als Funktionen von x: 


u Uln), 06H) 
und sodann durch Elimination von & eine Relation: 
v— ou) =. 


Diese Gleichung hat nun nach Darboux Integralflächen mit: F = 0 ge- 
mein, die nicht nur von arbiträren Konstanten abhängen. Die zugehörigen 
charakteristischen Streifen werden nach L&evys Bemerkung durch Inte- 
gration eines simultanen Systems gefunden. Unter diesen Streifen greift 
man diejenigen oo! heraus, die mit dem Flächenstreifen: 


y=J, =, p=P, q=%, r=R(k), s=S(t), t= Ta) 


ein Wertsystem &, Y, 2, P, g, r, s, t gemein haben. 

Hiermit ist die gesuchte Integralfläche von: F = 0 gefunden.t) 

28. Ich will andeuten, durch welche Betrachtungen ich ursprünglich die Rich- 
tigkeit von Levys Angaben erkannte. 

Nehmen wir zuerst eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 
F (x, y,2, p,q) = 0. Betrachten wir nun alle Integralflächen einer solchen Gleichung, 


1) Lie, Verhandl. der Ges. der Wissensch. zu Christiania 1874, S. 274 [d. Ausg. 
Bd. III, Abh. XIV, S. 205, Anm.]. 
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die ein Element x, y, z, p, q gemein haben, so erfüllen die zugehörigen Werte von r, 
s, t zwei lineare Gleichungen. Bildet man sodann die Gleichung: 
Ohr K-D4sK - U -WHHr- Wr 


die die Dupinsche Indikatrix aller dieser Flächen darstellt, so sieht man, daß diese [7 0) 
Kurven zweiter Ordnung ein Büschel bilden, und daß überdies dieses Büschel aus 
oo! konzentrischen Kegelschnitten besteht, die einander in zwei Punkten 
berühren. 


Diese Bemerkung führt unmittelbar zu dem Satze, der für Lagranges und 
Monges Integrationstheorie der Gleichung: F (x, y,2, p,q) = 0 die Grundlage bildet, 
nämlich zu dem Satze: 


Haben zwei Integralflächen einer Gleichung: F (x, y,z, p, q) = 0 ein Element 
x, Y,2,p,q gemeinsam, so haben sie auch ein benachbartes Element gemein. 


Setzen wir nun andererseits mit Darboux und L&vy voraus, daß zwei par- 
tielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 


r — fi, Y,2,P, 9, 8) =0, t—- 9% Y, 2, P, 9, $) =) 
vorliegen, die 00% gemeinsame Integralflächen haben und somit jedenfalls die Be- 
dingung: f’p’ —1 = 0 erfüllen, so erkennt man unmittelbar, daß die Indikatrix- 
kurven dritter Ordnung dieser Flächen: 
a(X — 2% + 3BK - aD N) + IK - DI - MH Wr = 0 


oo! Kurven dritter Ordnung sind, die einander oskulieren. 

Hieraus folgt unmittelbar, daß alle gemeinsamen Integralflächen, die 
einander in einem Punkte oskulieren, einander längs einer Kurve 
oskulieren. 


Kapitel ll. 
Vervollständigung der Theorie der Mongeschen Charakteristiken. 


29. Nachdem es mir gelungen war, die im vorigen Kapitel resu- 
mierten Theorien von Monge, Ampere, Darboux und Levy voll- 
ständig zu verstehen, was wegen der knappen Redaktion, besonders von 
Levys Untersuchungen, immerhin eine gewisse selbständige Arbeit ver- 
langte, sah ich sogleich, daß die von Darboux herrührenden neuen Ideen 
von Levy nicht vollständig verwertet waren. Ich begnügte mich vor- 
läufig damit, im Februar 1880 in den Verhandlungen der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Christiania!) einige Methoden zu skizzieren, die faktisch 
die von meinen Vorgängern herrührende Theorie der Charakteristiken 
wesentlich vervollständigen. 

Indem ich diese meine alten Theorien in diesem Kapitel ausführlicher 


darstelle, halte ich es für zweckmäßig, zuerst meine gewöhnliche Termino- 
logie zu erklären. 


1) [D. Ausg. Bd. IH, Abh. XXVIL.] 
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Wir sagen, daß ein System von zwei partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung: 


(3) BI, Y RD ERSEH>-D 2,.,1,88 


unbeschränktintegrabel ist, wenn diese Gleichungen gemeinsame [71 
Integralflächen besitzen, die keine weiteren Differentialgleichungen zwei- 
ter oder erster Ordnung erfüllen. 


Dabei sind aber nach Darbouxs allgemeiner Theorie zwei und nur 
zwei Fälle denkbar, je nachdem die Gleichungen oo? oder 00° gemeinsame 
Integralflächen besitzen. Im letzten Falle sage ich, daß unser unbeschränkt 
integrables System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung ein In- 
volutionssystem oder Darbouxsches System bildet. 


Dementsprechend sageich, daß ein System von partiellen Differential- 
gleichungen m-ter Ordnung unbeschränkt integrabel ist, wenn diese 
Gleichungen gemeinsame Integralgebilde besitzen, die keine weitere Glei- 
chung m-ter oder niedrigerer Ordnung erfüllen. Ich bezeichne ferner ein 
unbeschränkt integrables System von Differentialgleichungen als ein 
Darbouxsches System, wenn die gemeinsamen Integralgebilde nicht nur 
von arbiträren Konstanten abhängen. Insbesondere bezeichne ich ein 
Darbouxsches System als ein Involutionssystem, wenn die Zahl der 
gemeinsamen Integralgebilde ihren Maximumwert hat. 


In dem speziellen von uns zuerst betrachteten Falle (3) ist jedes 
Darbouxsche System ein Involutionssytem. Dies gilt aber keines- 
wegs immer. Die Regel ist, daß sich unter den unbeschränkt integrablen 
Systemen mehrere verschiedene Klassen befinden, die nach meiner Ter- 
minologie als Darbouxsche zu bezeichnen sind. Unter diesen Klassen 
bilden die Involutionssysteme eine Klasse für sich, die als die unbe- 
dingt wichtigste zu betrachten ist. 


30. Wir wollen nun zuerst das von Levy gefundene Resultat noch- 
mals ableiten. 


Wir wenden uns also zu den unbeschränktintegrablen Systemen 
zweiter Ordnung: | 


FF. (2,9,,2,,95:9 =D Bde 


Greifen wir unter allen Integralflächen eines solchen Systems oo? 
heraus, so können wir diese 00% Flächen in unendlich vielen Weisen in 
oo! Scharen anordnen, die etwa durch die Gleichung: 


Dix, y,2,4b) =t 
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definiert werden. Hier sind a, b, c arbiträre Konstanten, unter denen [72 
die Konstante c für alle Flächen einer Schar einen bestimmten Wert hat. 
Bildet man die beiden Gleichungen: 


8,+8,p=0, 8, +9d,qg=0 


und eliminiert sodann die Parameter a und b zwischen diesen beiden 
Gleichungen und: ®=c, so erhält man eine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung: 


VIEUEROTE, 


die für jeden Wert des Parameters ce (mindestens) oo? Integralflächen mit 
den beiden Gleichungen: F} = 0, F, = 0 gemein hat. Man kann sich da- 
her, sobald ein unbeschränkt integrables System: F) =0, F, = 0 vor- 
liegt, die Aufgabe stellen, alle Gleichungen: V(z, y,2,p,q) = 
zu finden, die für jeden Wert von c (mindestens) oo? Integral- 
flächen mit: F, =0 und F,=0 gemein haben. Diese Forderung 
kommt darauf hinaus, daß die vier Gleichungen zweiter Ordnung: 


0 = 0, 
v, +Vp+Tlr+Vs=0, N +ha+hs+fF,t=0 
(mindestens) 00% gemeinsame Integralflächen haben sollen. 
Eliminieren wir r, s und £ zwischen diesen Gleichungen, so erhalten 
wir eine, oder unter Umständen zwei Gleichungen, die die Form: 
2a, y, 2,9» 9 Vor Van Var I, I) = 0 
besitzen und dabei in den Differentialquotienten von V homogen sind. 
31. Indem wir nun weitergehen, können wir ohne wesentliche Be- 
schränkung annehmen, daß die Gleichungen: F, = 0, F, = in der Form: 
"+ R,94,,969)=09.t+ 1...) =0 


vorliegen.!) Differentiieren wir diese beiden Gleichungen nach x und y, so 
erhalten wir zur Bestimmung der Differentialquotienten dritter Ordnung 
a, ß, y, ö die Relationen: 


«+ RßB+ ae A [73 
Bß+RYy+ el, 
ae Pr ...=U\, 


1 ++... =0 


1) Auf diese Form läßt sich nämlich unser Gleichungssystem immer durch eine 
passende Berührungstransformation bringen. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 22 
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Ist nun die Determinante: 


no 
bed | 
ist neie Pr 
Bed 
et 


von Null verschieden, so hat unser unbeschränktintegrables System 
gerade oo* Integralflächen. Verschwindet dagegen diese Determinante 
identisch, so ist das System: F} = 0,F, = 0 ein Darbouxsches, oder, was 
jetzt auf dasselbe hinauskommt, ein Involutionssystem. 


32. Eliminieren wir zwischen den vier Gleichungen: 
r+R=0, t+T=0, 
rettet) Arten 


die Größen r, s und t, so erhalten wir eine oder zwei partielle Differential- 
gleichungen erster Ordnung zur Bestimmung von V als Funktion der fünf 
Veränderlichen , %, 2, p, q, je nachdem in der Matrix: 


Id 
Dt 
no 
 / 


die dreireihigen Determinanten: 
R—-RW, TR-Mm KR-RM, KIR-N) 


sämtlich identisch verschwinden oder nicht. Man übersieht hier unmittel- 

bar, daß die beiden Ausdrücke: „,— R’V, und: T’W,—V, jedenfalls 

nur dann verschwinden können, wenn: 1— R’T’=0ist, das heißt, wenn [74 

die Gleichungen: r+ R=0, t+ T =0 ein Involutionssystem bilden. 
In diesem Falle wären aber die Größen: 


ERBE % RER 
En 
Funktionen von z, y, 2, p, q, und dementsprechend hätten R und T die 


Form: Yv 
R=s7 +m(a, y,2,9% qQ)=as tm 
p 


V. 1 
I=s7, tn, y2,P9)=-,SstN 
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Infolgedessen fiele die Größe s aus den Gleichungen: 
Rn +hp-— 7, (s? + m) + Vs=0, 
p 


„+ Wat We Nletn)=0 
q 
heraus, und es müßte also V die Gleichungen: 
nn +hp—-mV,=0, N + hga-ınh =, 
L,-aV, =0 


erfüllen, die partielle Differentialgleichungen erster Ordnung darstellen. 
Alsdann wäre aber: V =c ein gemeinsames intermediäres Integral der 
Gleichungen: F), =0, F, =0, und von diesem Falle können wir hier 
absehen. 


33. Liegt also ein unbeschränkt integrables System von zwei par- 
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vor: 


PFELKPTEKLEDFLB rt.ıeB6, 


so sind die drei folgenden Fälle denkbar: 
Unsere Gleichungen können ein gemeinsames intermediäres Integral: 


Wie, Y,2,P; q) aa 


besitzen, das durch Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung gefunden wird. In diesem Falle ist das Gleichungs- [75 
system: FR =0, F,;,=0 äquivalent mit dem Inbegriff der beiden 
Gleichungen: dW dW 
Tz er. 
Es ist ferner denkbar, daß die Gleichungen: F, =0, F, = 0 grade 
oo? Integralflächen besitzen, deren Bestimmung durch die Integration 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung vierter Ordnung geleistet wird. 
Es ist endlich denkbar, daß: F, = 0, F, = 0 00” gemeinsame Integral- 
flächen besitzen, unter denen aber nie mehr als oo? vorhanden sind, die 
ein und dieselbe partielle Differentialgleichung erster Ordnung erfüllen. 


0. 


34. Zur Unterscheidung dieser drei Fälle führen die nachstehenden 
Kriterien. 
Man bringt die beiden Gleichungen: F, =0, F, = 0 auf die Form: 
REDE Tide 0 
und bildet sodann die Gleichungen: 
4%) Kthp-hRrhs=0, that %—VT=0. 


22% 
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Fällt nun die Größe s von selbst aus diesen beiden linearen partiellen 
Differentialgleichungen heraus, so liegt der erste Fall vor. Es besitzen 
dann R und S die Formen: 


1 
R=03: 4,2 BD F RE ED A DE a +n(2,9, 2,2, 9), 
und es bestimmen die drei linearen partiellen Differentialgleichungen: 
say, =0, N,+pl,- ml, =0, N+gV, nV, =0 


zusammen mit einer vierten durch Klammeroperation gefundenen Glei- 
chung ein vollständiges System, das eine und nur eine Lösung: [76 
V=W(e,y,2,p,g) besitzt; alsdann ist: W =c das gesuchte inter- 
mediäre Integral. 

Sind die hiermit angegebenen Kriterien nicht erfüllt, so findet man 
durch Elimination von s [aus (4) ]eine einzige partielle Differentialgleichung: 


Az, y, 2, 2 q, I, V,, Ar 29 TV) re 0, 


die V als Funktion von &, y, 2, p, q bestimmt und dabei in den Differen- 
tialquotienten V,,... homogen ist. 

Ist nun V (z, y,z, p, q) ein beliebige Lösung von: 2 =0, so bilden 
die Gleichungen: De 


für jeden Wert der Konstanten ce ein unbeschränkt integrables System 
mit oo? gemeinsamen Integralflächen. Es gibt jetzt selbstverständlich 
immer oo” verschiedene Gleichungen: V= c, deren jede, wie gesagt, oo? 
Integralflächen des Systems: F}, = 0, F, = 0 liefert. 

Es ist aber wohl zu beachten, daß hieraus keineswegs 
ohne weiteres folgt, daß die vorgelegten Gleichungen: 
FR=0 und F,;,=0 oo” gemeinsame Integralflächen haben. 
Dies tritt ein dann und nur dann, wenn die Größe: R,T,— 1 identisch 
verschwindet. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so haben die Gleichungen: 
F\,=0,F, = 0 nur 00% gemeinsame Integralflächen. 


35. Liegt daher ein unbeschränkt integrables System zweiter Ord- 
nung: 
(5) F. (2,94, 9.6, de ad 


vor, so ist es unter allen Umständen naturgemäß, partielle Differential- 
gleichungen erster Ordnung: 


V’@y2Ppq)=e 
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zu suchen, die von mindestens oo? gemeinsamen Integralflächen der vor- 
gelegten Gleichungen erfüllt werden. Man eliminiert zu diesem Zwecke 
die Größen r, s, tzwischen: F} = 0, F, = 0 und den beiden Gleichungen: 
nt+hrt+hrtıhs=0, Ktharhs+hti=0 
und erhält dadurch, wenn wir von dem Falle absehen, daß F, = 0 und [77 
F, =0 ein gemeinsames intermediäres Integral haben, eine einzige 
partielle Differentialgleichung 1. O.: 
2(% 92,94. u hm WI 
die V als Funktion der Größen x, y, 2, p, q bestimmt. 


Wir wollen zeigen, daß diese partielle Differentialgleichung: 2 = 0 
immer semilineart) ist. Wir zeigen ferner, daß, wenn; 


2 —= fl y) 
eine gemeinsame Integralfläche der beiden Gleichungen: FR =0, F, = 0 
darstellt, daß dann die drei Gleichungen: 


=, Y, P=lo» 4=hh 

ım fünfdimensionalen Raume &, y, z, p, q Immer eine zweidimensionale 
Punktmannigfaltigkeit darstellen, die in meinem Sinne ein wirkliches 
Integralgebilde der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung: 
2 = liefert. 

36. Es sei in der Tat: 

2= 118, 4,0,D,c) 
die Gleichung von 00° gemeinsamen Integralflächen der beiden Gleichun- 
gen: FR =0, F,=0. Es existieren dann (vgl. S. 71, 72, [hier 8. 336 £.]) 
unendlich viele solche Funktionen V (x, y, z, p, q), daß die beiden partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 
n+hp+hr+Ns=0, that hs+ ht=0 

bei der Substitution: 2= f erfüllt werden, welche Werte auch die drei 
Parameter a, b, c haben. 

Lösen wir daher die Gleichungen: z=f, p=f„ q=f, nach 


Deal BA NERUO BED IeEeEl 


und führen sodann die Bezeichnung: 
®(x,y, A,B,C)= ®(t, y,a,b, c) 


1) Vgl.meine Note in den Gött. Nachrichten Oktober 1872, S.480 u.f.[d. Ausg. 
Bd. III, Abh. IV, S. 20 —251. 
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ein, so sehen wir, daß die oben betrachteten Funktionen V und fimmer [78 
die Relationen: 


(6) v, 7 V,p 7 ie: Fr Vf.» = 0, 
1 Fr V.q Tr les + Dr, =0 
identisch erfüllen. 

Nun aber bestehen die Relationen: 


(7) F,(e, Y,2,P, 9; ER RE —(, F;(. . 3 — 0 


ebenfalls identisch. Also muß, wıe schon früher bemerkt, auch die durch 
Elimination der Größen fea, fa; fy» zwischen (6) und (7) hervorgehende 
nem: 964209 = 0 
identisch bestehen. Dabei ist unsere einzige Voraussetzung, daß die Funk- 
tion V so gewählt ist, daß eine jede unter den oo! Gleichungen: V=c 
(mindestens) oo? Integralflächen mit den beiden Gleichungen: F, =, 
F, = 0 gemein hat. 

37. Setzen wir jetzt fortwährend voraus, daß die Gleichung: 
z2=f(x, y,a,b,c) uns 00° gemeinsame Integralflächen der beiden Glei- 
chungen: F}, =0, F, = 0 liefert, und schreiben wiederum: 


Y(2,9,4,B,0)=%, 


so findet unsere Voraussetzung wiederum darin ihren analytischen Aus- 
druck, daß die Gleichungen: 


(7) F,(&, Y, 2, P» 9; Be —(j, FC...) =) 
identisch bestehen. 
Es bestimmen nun die Gleichungen: 
2=[(2,y,a,b,c), pP = fo q —=f, 


im fünffachen Raume &, y,2,p,q 00° zweidimensionale Punktmannig- 
faltigkeiten, deren jede oo? Elemente besitzt, deren Koordinaten (Math. 
Ann. Bd. IX, S. 250 —251)}): 


DURBRIEMF BI 
durch die fünf Gleichungen: 
z=h 2=1n 4=in [7 
nt Nlat+ Yolaet+ Klar = ut Thaler + hal = 9 


1) [Hier Abh. II, $. 102—104.] 
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bestimmt sind. Diese 00° Punktmannigfaltigkeiten besitzen somit zu- 
sammen 003. 00% = 00° Elemente, die aus der Schar aller o0° Elemente des 
fünffachen Raumes durch die beiden Gleichungen: 


(6) rn +Vp-+ Vlac + Vfer=d, V, +Vp+Tfv + Vfys = 0 


ausgeschieden werden. 


38. Besitzen die beiden partiellen Differentialgleichungen: 
P,(&,..,) =0, F,=(, wie wir angenommen haben, mehr als 00% ge- 
meinsame Integralflächen, so können die beiden Gleichungen (6) oo” ver- 
schiedene Formen haben. Es ist aber leicht zu sehen, daß unsere oo? 
Elemente im fünffachen Raume immer eine Gleichung erfüllen, die eine 
ganz bestimmte Form besitzt. Es ist dies die Gleichung: 


2(2,9,2,9,9; > AR 7% V, VI, 


2) p) q 


die, wie wir wissen, hervorgeht, wenn die Größen fa, fxu; fy, zwischen den 
Gleichungen (7) und (6) eliminiert werden. 


Hiermit ist nachgewiesen, daß, wie früher angekündigt, die partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung: 2(...) = 0 im Raume z, y,2,p,q 
von jeder zweidimensionalen Punktmannigfaltigkeit: y=f, p=f;, 
q=f, erfüllt wird, sobald die Gleichung: 2 = f im dreidimensionalen 
Raume z, y, 2 eine Fläche darstellt, die die beiden Gleichungen: F, = 0, 
F, =0 befriedigt. 

39. Wenn das unbeschränkt integrable System: F} =0, F, = 0 ım 
Raume z, y,2 nur oo? Integralflächen: 2= p(z, y,a, b, c,d) besitzt, ist 
dieses Resultat trivial. 

Denn dann bestimmen die Gleichungen: 


:= 9m, ya,b,0d, P=9u» 1=P 
im Raume &, y,2,p,q gerade oo* zweidimensionale Punktmannigfaltig- 
keiten, deren o0*. o0* = 008 Elemente: 
ECHSDU ME MEMIEET 
selbstverständlich eine und nur eine Gleichung: [so 
98, Y, 2, 93% Var Vo Var Vo» I) = 0 


erfüllen. Dabei liefern jene oo* Punktmannigfaltigkeiten eo ipso in meiner 
Terminologie eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung: © =. 


40. Dagegen besitzt das erhaltene Resultat sogar ein hervorragendes 
Interesse, sobald die beiden partiellen Differentialgleichungen: F, = 0, 
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F, = 0 ein Involutionssystem bilden, wenn sie also oo” gemeinsame Inte- 
gralflächen: 2 = f besitzen. 


Denn aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. O. ist 
bekannt, daß jedes wirkliche Integralgebilde, das heißt, jedes Integral- 
gebilde, das die größtmögliche Anzahl Elemente enthält, von charakte- 
ristischen Streifen erzeugt ist. Insbesondere ist bekannt, daß die Integral- 
gebilde der Gleichung: 2 = 0 von den vorhandenen 0° charakteristischen 
Streifen erzeugt sind, und daß dabei jedes Integralgebilde 0° charakte- 
ristische Streifen enthält. Ä 


Wir behaupten, daß der Punktort eines Streifens im fünffachen 
Raume eine Kurve und kein Punkt ist; anders ausgesprochen: wir be- 
haupten, daß die Größen &, y,z,p,q nicht für jeden charakteristischen 
Streifen konstante Werte haben können. Dies folgt unmittelbar daraus, 
daß jedenfalls einige unter den fünf Großen V,V,V,V, hm 2=0 
vorkommen müssen. 


Wir fügen hinzu, daß auch die drei Größen &, y, z nicht für jeden 
charakteristischen Streifen konstante Werte haben können. Dies folgt 
daraus, daß die Zahl der vorhandenen zweidimensionalen Integralgebilde 
mindestens oo? ist, und daß der Inbegriff aller zweidimensionalen Integral- 
gebilde keine andere partielle Differentialgleichung 1.0. als: @2 =0 er- 
füllt, sodaß jeder charakteristische Streifen mindestens zu einer zwel- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit: 2=f, p=f., q = f, gehört. Hierin 
liegt nämlich, daß, sobald x, y, 2 oder auch nur &, y für einen charakteri- 
stischen Streifen konstante Werte haben, daß dann 2, p,q ebenfalls für 
diesen Streifen konstante Werte haben müssen. 


Die ©? charakteristischen Streifen im fünffachen Raume sind daher 
dargestellt durch: 2 = 0 und sieben hinzutretende Gleichungen zwischen 


den Größen: ao ı EU, 


q? 


mit sieben arbiträren Konstanten, aus denen sich zwei und nur zwei 
Gleichungen zwischen x, y,z und den arbiträren Konstanten ableiten [81 
lassen: 
BR Bi year 
Hieraus folgt aber, daß im dreifachen Raume die Flächen: 2=f 
sämtlich von unendlich vielen Kurven erzeugt werden, die der Schar: 
Y%ı =0, 9, = 0 angehören. 


41. Es läßt sich nun nachweisen, daß die Kurvenschar: 9, =, 
9, = O0 nicht 0”, sondern nur 00° Kurven umfaßt, und dementsprechend, 
daß im fünffachen Raume zwar die Zahl der charakteristischen Streifen 
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gleich ©’, daß dagegen die Zahl der charakteristischen Kurven auch ın 
diesem Raume gerade 00° 1st.!) 


Da nämlich die Zahl der vorhandenen zweidimensionalen Integral- 
gebilde der Gleichung: 2 = 0 durch das Symbol oo“ ausgedrückt wird, 
so kann jedes [dieser] Integralgebilde nur oo! charakteristische Kurven 
enthalten. Hieraus folgt, daß im fünffachen Raume jede charakteristische 
Kurve den Punktort von oo? charakteristischen Streifen darstellt. 

Hieraus folgt ferner, daß durch jeden Punkt des fünffachen Raumes 


nur oo! charakteristische Kurven gehen. Diese Kurven erfüllen daher 
drei nichtlineare Gleichungen von der Form: 


o(&, y,2,9,q, dx, dy, dz,dp,dg) =. 


Nimmt man im fünffachen Raume eine beliebige Kurve, die diese drei 
Gleichungen erfüllt, und konstruiert die oo! berührenden Charakteristiken, 
so erhält man immer ein zweidimensionales wirkliches Integralgebilde 
der Gleichung: 2 = 0 und gleichzeitig eine Integralfläche des Involutions- 
Syateımsr Bel et 

Hiermit hat nach meiner Ansicht Levys Theorie ihre 
wahre Form erhalten. Jetzt ist die Verallgemeinerung nahe- 
liegend. 

42. Wir betrachten jetzt ein unbeschränkt integrables System [82 
erster Ordnung, bestehend aus drei Gleichungen: 


(A) 31%, % 215 22 Pı> Q1> Pa» 9) =), = =) 


die 2, und z, als Funktionen von x, y bestimmen. Erfüllen: 


2 as I(®, y), 2, = plz, y) 
dieses System, so definieren diese beiden Gleichungen im vierfachen 
Raume z, y, 2), 2, eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. 
Da unser System: % =0, % = 0, %; = 0 unbeschränkt integrabel 
sein soll, so existieren mindestens 00? solche zweifach ausgedehnte Integral- 
mannigfaltigkeiten. Ist nun die Zahl dieser Mannigfaltigkeiten gerade 


1) Schon in meiner ersten Arbeit über die allgemeine Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen lenkte ich die Aufmerksamkeit auf solche partielle Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung, für welche die Zahl der charakteristischen Strei- 
fen größer als die Zahl der charakteristischen Kurven ist. (Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Christiania 1872, Kurzes Resume ... [Bd. III d. Ausg., Abh. I, S.2]).- 

Bei einer andern Gelegenheit werde ich unter anderm auf die wichtigen Be- 
ziehungen zwischen den beiden Begriffen: Darbouxsches System und Involu- 
tionssystem eingehen. 
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oo°, so folgt unmittelbar aus meinen allgemeinen Theorien, daß eine ganze 
bestimmte semilineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 
oV 0oV 0V oV 
le, YA dar az: n a) >00 
vorhanden ist, für welche diese 00% Mannigfaltigkeiten in meinem Sinne 
des Wortes Lösungen sind und überdies eine vollständige Lösung bilden. 
Es ist aber, jedenfalls von vornherein, überraschend, daß unsre Integral- 
mannigfaltigkeiten: 2, =f, 23 = p auch dann Lösungen einer partiellen 
Differentialgleichung: ® =0 darstellen, wenn ihre Anzahl größer als 
00° ist. 

43. Unter den Integralmannigfaltigkeiten des Involutionssystems: 
Iı=09, 9-0, 5 = 0 denken wir uns oo? herausgegriffen, die keine 
von Parametern freie endliche Relation: y(z,%Y,2,,2) =0 erfüllen. 
Diese Mannigfaltigkeiten befriedigen zwei endliche Relationen zwischen 
X, Y, 21, 2; und zwei Parametern a und b. Die eine unter diesen Relationen 
denken wir uns auf die Form: 


Ve, 9 -0=% 
gebracht und sodann nach x und y differentiiert: 


+ hm +9 1 +Y,arha=0. 
Eliminieren wir sodann zwischen diesen beiden Gleichungen und: u =0, 


3a = 0, %; = 0 die Größen p,, Pa; 91; Qg, So erhalten wir eine (und, wie [83 
wir hier ohne weitere Diskussion annehmen können, nur eine) Relation 


von der Form: 2x, Y, 21, 25; V,, AB v, V.) En 0, 


also eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. 

Wir wollen beweisen, daß diese partielle Differentialgleichung semi- 
linearist, und daß jede Integralmannigfaltigkeit: 2, =f(&, Y), 22 = (2, y) 
unseres Involutionssystems (A) eine Lösung von: & = 0 darstellt. 

44. Zum Beweis nehmen wir oo? beliebige Integralmannigfaltıg- 


an 4 =f@ 0b), 2 = Pl ya, b) 
des Involutionssystems (A) und bemerken, daß jede derartige Mannig- 


faltigkeit 00% Elemente besitzt, deren Koordinaten: 
EZ Pe a A 


nach meinen allgemeinen Theorien durch: 2, = f, 2, = p zusammen mit 
den beiden Gleichungen: 
„+ AR + VP: —(, A eg Ei A? —0 


bestimmt sind. 
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Ergeben dann: 2, = f, 23 = p durch Auflösung: 
“= 12,4 2,2). b = Bir, y 2,2)» 


und wird zur Abkürzung: 
v(z,y,A4,B)=y 
gesetzt, so liefern die Formeln: 


(B) HT Hr = + Frhr Im —0 

zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Lösungen 
die oo? gewählten Integralmannigfaltigkeiten: 2, =f;, 2=_ des In- 
volutionssystems: %ı =0, I =0, 5 = 0 darstellen. 

Die Form der beiden Gleichungen (B) beruht nun mehr oder weniger 
darauf, welche Integralmannigfaltigkeiten des Involutionssystems grade 
gewählt wurden. Es ist aber möglich, eine partielle Differentialgleichung [84 
erster Ordnung von ganz bestimmter Form zu finden, die von allen 
Integralmannigfaltigkeiten des Involutionssystems befriedigt wird. 


In der Tat, es bestehen die drei Gleichungen: 


3.8, Y; f: P; fa» Pax» Tv: P,) = 
identisch in &, y, a,b, welche oo? Integralmannigfaltigkeiten des Invo- 
lutionssystems wir auch gewählt haben. Dementsprechend bestehen die 
drei Gleichungen: 

Trlt, U, 215 22» Far Pa» fu, Pu) = 0 
ebenfalls immer identisch, und zwar in &, Y, 21, 22. 


Eliminiert man daher die vier Größen: fz, 92, fy; 9, zwischen den 
drei letzten Relationen und den beiden partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung (B), so wird die hervorgehende partielle Differential- 
gleichung 1.0.: 

Dt, Y, 21, 225 Va» Vs Ws ve —=(, 
deren Form offenbar eine ganz bestimmte ist, von jeder Integralmannig- 
faltigkeit des Involutionssystems: % =0,...,%; = 0 erfüllt. 


Hiermit ist die Richtigkeit meiner früher aufgestellten Behauptung 
erwiesen. 


45. Wir ziehen nun hieraus den fundamentalen Schluß, daß jede 
Integralmannigfaltigkeit des Involutionssystems von Charakteristiken er- 
zeugt ist. 


Unsere partielle Differentialgleichung: 2 = 0 im vierfachen Raume 


%, Y, 21,2; hat 00° charakteristische Streifen. Jede Integralmannigfaltig- 
keit des Involutionssystems (A), aufgefaßt als Integralgebilde von: @=0, 
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enthält oo? charakteristische Streifen. Hieraus folgt aber keineswegs, 
daß jede Integralmannigfaltigkeit 00? verschiedene charakteristische Kur - 
ven enthält. Das kann auch nicht der Fall sein, weil sonst nicht 00” ver- 
schiedene zweidimensionale Integralmannigfaltigkeiten des Involutions- 
systems (A) vorhanden sein könnten. 

Jede zweidimensionale Integralmannigfaltigkeit: 3 =f, 23=9 
unseres Involutionssystems: %=0, %%=0, %-=0 enthält somit 
zwar oo? verschiedene charakteristische Streifen, dagegen aber nur oo! 
verschiedene charakteristische Kurven. Jede solche Kurve ist der Ort von 
oo! charakteristischen Streifen. 

46. Die semilineare partielle Differentialgleichung: Q = 0 im [85 
vierfachen Raume hat somit zwar 00° charakteristische Streifen, da- 
gegen aber nur oo? charakteristische Kurven, unter denen jedesmal oo! 
durch einen Punkt x, y, 2), 2, von allgemeiner Lage gehen. 

Hieraus ziehen wir nun zunächst den Schluß, daß jedem Punkte x, %, 
2), 2, ein Elementarkegel zugeordnet ist, der nur oo! Fortschreitungsrich- 
tungen enthält und somit nicht durch eine Mongesche Gleichung, sondern 
durch zwei solche Gleichungen: 


PAR AU Are Ben 


definiert wird. 

Wir schließen ferner, daß der Punktort aller oo? charakteristischen 
Streifen, die durch einen Punkt gehen, eine zweidimensionale Punkt- 
mannigfaltigkeit ist, die eo ipso eine Integralmannigfaltigkeit des In- 
volutionssystems ist. 

47. Es ist wohl zu beachten, daß die hiermit gefundenen Eigen- 
schaften unserer Gleichung: 2 = 0 keineswegs unmittelbar daraus her- 
vorgehen, daß diese partielle Differentialgleichung erster Ordnung semi- 
linear ist. 

Liegt überhaupt eine semilineare Gleichung in vier Veränderlichen: 
2,2, 0, 44 VOR: 


II(&,, &, %, %as Pı> Da» P3: Pa) =, 


so kann man!), wenn den x feste Werte erteilt werden, und die p als 
homogene Ebenenkoordinaten in einem dreifachen Raume gedeutet 
werden, schließen, daß /T= 0 in diesem dreifachen Raume eine Regel- 
fläche darstellt. In dem vorliegenden Falle kommt etwas hinzu, nämlich, 
daß sich die Regelfläche auf eine Kurve des dreifachen Raumes reduziert. 


1) Göttinger Nachrichten. Oktober 1872 [d. Ausg. Bd. III, Abh. IV]. 
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48. Es lassen sich hier noch weitere Schlüsse ziehen. 


Es gibt offenbar im Raume x, Y, 2,, 2; unendlich viele und zwar oo” 
viele Kurven, die unsere beiden Mongeschen Gleichungen: ®, =: 0, 
®, — 0 erfüllen. Nehmen wir nun eine ganz beliebige derartige Integral- 
kurve des Gleichungssystems: ®, = 0, ®, = 0, so berührt diese in jedem 
Punkte eine ganz bestimmte charakteristische Kurve der Gleichung: [86 
2 =0. Die oo! hierdurch definierten charakteristischen Kurven erzeugen 
eine zweidimensionale Punktmannigfaltigkeit, die eine Integralmannig- 
faltigkeit von: @ = 0, sowie des Involutionssystems liefert. 


Hiermit ist die Integration des Involutionssystems: 


31%, Y, 215 295 Pı> dı; Pa; gs) Se 0, "a m 0, 7 = 0 


auf die einfachst möglichen Operationen zurückgeführt. 


49. Betrachten wir jetzt ein ganz beliebiges unbeschränkt integrables 
System von Differentialgleichungen und setzen wir dabei voraus — wie 
wir ohne Beschränkung können — daß dieses System von erster Ordnung 
ist. Die unabhängigen Veränderlichen nennen wir &,,.. ., 2, und die ge- 


suchten Funktionen 2,,.. ., 2„. Wir setzen ferner: 
(2 Be 
Ei 


Die Gleichungen unseres unbeschränkt integrablen Systems haben somit 
die Form: 


(a) ia a re a j=1,3,...9). 
Wir bilden die n Gleichungen: 
(b) Fa + Feier Le Pr a V,.-Pm =0 (k=1,2,...,n) 


und setzen dabei voraus, (daß die Zahl q so groß ist), daß sich die mn 
Größen p,, zwischen den qg + n Gleichungen (a) und (b) eliminieren lassen. 
In dieser Weise erhalten wir ein System von partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit einer einzigen unbekannten Funktion V: 


I Ba er AD 


x? m 


(2; “. u, In» 2» a 2 


m? 


Wir behaupten, daß dieses System von partiellen Differential- [87 
gleichungen 1.0. semilinear ist; wir behaupten ferner, daß, wenn die 
Gleichungen: 

Ei HU HN - ie 


eine Lösung des ursprünglichen unbeschränkt integrablen Systems: 
F\=0,...,F,=0 darstellen, daß dann dieselben Gleichungen: 
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21 = P1,::+2m = fm In meinem Sinne des Wortes eine Lösung des 
Gleichungssystems: 2, =0, &, =(,... liefern. 

50. Zum Beweis bemerken wir, daß die Gleichungen: 2, = 915: ., 
Zm = Im im Raume %,,..., Ins 215 +,2m eine n-dimensionale Punkt- 
mannigfaltigkeit darstellen. Die Elemente: 


RR AT NEE BEE 5 


n? 2 m? x? Se 177) E71 Rs zm 


dieser Mannigfaltigkeit werden nach meiner allgemeinen Theorie bestimmt 
durch die n hinzutretenden Gleichungen: 


A a 2) 


77 m 08; 


Wir können dabeı annehmen, daß die Gleichungen: 2, = 9,,..., 
Zm = Im etwa m arbiträre Parameter a,,...,qa,„ enthalten, und daß sie 
nach diesen Parametern auflösbar sind: 


4 = Al at ae. 
Benutzen wir überdies die Bezeichnungen: 
EU RE Pe. PR. BL CB re RR, Par 


so liefern die n Gleichungen: 


(<) V+ Valge]++9,[e]=0 0° um 


ein lineares System von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, 
für welches in meinem Sinne des Wortes die Gleichungen: 


1 Edle ae 
eine vollständige Lösung bilden. 


5l. Esist nun aber zu bemerken, daß die Form der Gleichungen (ce) [88 
nicht nur durch die Form der ursprünglich vorgelegten Gleichungen: 
F,;,=0 bestimmt wird. Indem man nach und nach verschiedene Glei- 
chungssysteme: 2, = 9,(2, 4), - - „2m = Pm(%, a) zugrundelegt, erhält 
man mehrere verschiedene Gleichungssysteme (ec). Es ist aber möglich, 
ein System von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in den 
unabhängigen Veränderlichen &,, . . », &ns 213 = + + 2m mit einer einzigen 
[unbekannten] Funktion V aufzustellen, das von allen Mannigfaltig- 
keiten: 2, = 91,..., 2m = Im befriedigt wird. 

In der Tat, die Gleichungen: 


F, (a1, a u se], ER [$2=]) =e() 
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bestehen identisch für alle Mannigfaltigkeiten: 2, = 91, :: ‚2m = Im- 
Eliminiert man daher die Größen [dg,: 0x,] zwischen den letzten Glei- 
chungen und den Gleichungen (ec), so erhält man ein System von partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung: 


SdstE.. u Ins 219 ++ +, Zm» V yo ., V ’ Ken 8. -=—, 


das von allen Mannigfaltigkeiten: 2, = 91, - - 2m = Im befriedigt wird, 
das gleichzeitig eine ganz bestimmte Form besitzt und überdies durch ein- 
fache Elimination gefunden werden kann, wennesüberhauptexistiert. 

52. Hiermit ist das angekündigte Resultat erhalten, und es gilt somit 
der folgende Satz, dessen Tragweite sich auf partielle Differentialgleichun- 
gen beliebig hoher Ordnung ausdehnt, weil sich derartige Gleichungen 
immer auf Gleichungen erster Ordnung zurückführen lassen: 


Satz. Liegt ein unbeschränkt integrables System von q partiellen Diffe- 
rentvalgleichungen erster Ordnung mit n unabhängigen und m abhängigen 
Veränderlichen vor: 


02%: 
F,(z,, on 0, Ins 213 + * +, m» Pınm ** +» Dun) 8 (Pır ar ae, 
so bildet man die Gleichungen: 


Kae V,puit+t:--+/V 


2, Pmi From) 0 Bar, 20): 
Gelingt es nun, die nmGrößen p;, zwischen diesen q + n Gleichungen zu |89 


eliminieren, so bilden die hervorgehenden Relationen: 
ut; ..0.0.9 Ins 215 u Im» ER NIEREN Ve; Va RE | V,) == 0 


ein System von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit einer 
einzigen unbekannten Funktion V, das von allen Integralmannigfaltigkeiten: 
9... 0. des Glachungssgen: Par, P, = 0 be- 
friedigt wurd. 

53. Es stellt sich nun sogleich die Frage, welche praktische Bedeutung 
dieser Satz besitzt. 

Hierauf ist zunächst zu antworten, daß wir, sobald die besprochene 
Elimination möglich ist, sobald also ein Gleichungssystem: 2, = 0 vor- 
handen ist, immer durch Integration eines gewöhnlichen simultanen 
Systems eine Schar von Punktmannigfaltiekeiten finden, von denen alle 
Integralgebilde erzeugt sind. 

Noch präziser!) und vollständiger charakterisieren wir die Bedeutung 


1) Die vorhergehenden Entwickelungen dieses Kapitels finden sich alle, wenn 
auch in knapper Form, in meiner früher zitierten Arbeit aus dem Jahre 1880 [d. Ausg. 
Bd. III, Abh. XXVII]. 


Die nachstehende wichtige Bemerkung wurde damals nicht explizite gemacht. 
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des gefundenen Satzes, wenn wir sagen, daß jedes System: F,=0, für 
welches ein System: 2&,= 0 wirklich vorhanden ist, auf ein anderes un- 
beschränkt integrables System: 


v ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ 
Pi; (21, pn cy Un—ız Z1y @2y + +, Pils» N = 
reduziert werden kann, das weniger als n unabhängige Veränder- 
liche enthält. 


Ist zum Beispiel die Zahl n der unabhängigen Veränderlichen des 
ursprünglich vorgelegten Systems: F, = 0 gleich zwei, so läßt sich die 
Integration des Systems: F; = 0, sobald das System: 2,= 0 existiert, 
auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurückführen. 

Eine Erniedrigung in der Zahl der unabhängigen Veränderlichen ist 
im allgemeinen eine wesentlich größere Leistung als eine Verminderung 
in der Zahl der abhängigen Veränderlichen, die ihrerseits mit der Erniedri- 
gung der Ordnung eines Systems zu vergleichen ıst. 


Kapitel III. [90 
Jede infinitesimale Berührungstransformation 
einer partiellen Differentialgleichung erzeugt spezielle Integralgebilde. 


54. Wenn eine vorgelegte partielle Differentialgleichung eine infini- 
tesimale Punkt- oder Berührungstransformation gestattet, so werden in 
gewissen Fällen alle Integralgebilde von der infinitesimalen Trans- 
formation in sıch verschoben. 


Betrachten wir zum Beispiel die lineare partielle Differentialgleichung 
mit konstanten Koeffizienten: 


ap rbg—c=0. 


die bekanntlich auch folgendermaßen geschrieben werden kann: 
a = b a +c A —(. 
Die zugehörigen RR SL 


3-2) 


sind lauter Zylinderflächen mit parallelen Erzeugenden; jede einzelne 
derartige Fläche wird in sich von der infinitesimalen Translation: 


verschoben. 
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Liegt ferner eine beliebige lineare partielle Differentialgleichung: 


(x, Y; 2)p u n(&, Y 2)gq—L(®, Y 2) = 
vor, so gestattet jede Integralfläche die infinitesimale Transformation, 
deren Symbol ist: 


Dieser Satz ist weiter nichts als eine gruppentheoretische Auffassung 
von Lagranges berühmter Theorie der linearen partiellen Differential- [91 
gleichungen in drei Veränderlichen. 


55. Betrachten wir andererseits nıchtlineare partielle Differential- 
gleichungen erster Ordnung: 


Re 


Auch jetzt ıst es möglich, infinitesimale Transformationen anzugeben, die 
jede Integralfläche in sich verschieben. Dies ist ja nämlich der Fall mit 
jeder infinitesimalen Berührungstransformation, deren charakteristische 


Funktion die Form: 
0(2,4,2,299).W 


besitzt, dabei vorausgesetzt, daß sich vo für Wertsysteme &, y,2, p,q von 
allgemeiner Lage, die W = 0 erfüllen, regulär verhält. 


Auf dieser Bemerkung, die sich auf alle partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung in beliebig vielen Veränderlichen aus- 
dehnt, beruhen im Grunde alle Integrationstheorien, die derartige Glei- 
chungen auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurückführen.!) 


56. Es gibt nun aber auch infinitesimale Berührungstransformatio- 
nen, die zwar eine partielle Differentialgleichung (erster Ordnung) in sich 
transformieren, nicht aber alle Integralgebilde invariant lassen, während 
sie allerdings selbstverständlich jedes Integralgebilde in ein Integral- 
gebilde überführen. 


Mit derartigen Vorkommnissen beschäftigen wir uns in diesem Ka- 
pitel und stellen uns insbesondere die Frage, welchen Vorteil man bei der 
Integration partieller Differentialgleichungen aus dem Vorhandensein der- 
artiger Transformationen ziehen kann. Wir werden nachweisen, daß man 
das Auftreten derartiger Transformationen jedenfalls dazu benutzen kann, 
durch relativ einfache Integrationsprozesse gewisse ausgezeichnete Inte- 


1) An anderer Stelle habe ich längst nachgewiesen, daß eine infinitesimale Be- 
rührungstransformation nie alle Integralgebilde einer partiellen Differentialglei- 
chung zweiter oder höherer Ordnung in sich verschiebt. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 23 
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gralgebilde zu finden, die dadurch charakterisiert sind, daß sie bei der 
betreffenden infinitesimalen Transformation in sich verschoben werden. 


Im nächsten Kapitel zeigen wir sodann, daß man die Existenz der- [92 
artiger Transformationen in noch viel weiter gehender Weise verwerten kann. 


Um das Verständnis meiner Theorie zu erleichtern, schicke ich zuerst 
einige einfache aber lehrreiche Beispiele voraus. 


57. Betrachten wir eine lineare partielle Differentialgleichung: 


(A) «(y,2)p + By 2)ga—-yWy2) =, 
deren Koeffizienten von & frei sind. Führt man nun neue Veränderliche 
&, Yı, 2, vermöge einer Transformation: 


v=r+%, y=Yy, 2, =2 I@ = Gonst.) 


ein, so wird die Form der Gleichung bewahrt. Für eine geometrische Auf- 
fassung heißt dies, daß jede Translation längs der x-Achse jede Integral- 
fläche in eine Integralfläche überführt. Diese Sachlage findet darin ihren | 
vollen Ausdruck, daß die infinitesimale Translation: 

of 

0% 
jede Integralfläche in eine ebensolche überführt. 

Die allgemeine Theorie, die in diesem Kapitel in ihren Hauptzügen 
entwickelt wird, besagt nun für diesen speziellen Fall, daß unter den Inte- 
gralflächen unserer Gleichung (A) solche vorhanden sind, die von der in- 
finitesimalen Translation Of: öx in sich verschoben werden. 

In der Tat, machen wir in unserer linearen partiellen Differential- 
gleichung (A) die Substitution: 


:= Y(y), 


so erhalten wir zur Bestimmung von Y die Gleichung: 


Nr D=0, 


die, als eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
den beiden Veränderlichen y und Y, sicher integrabel ist und zwar in all- [93 
gemeinster Weise durch eine Funktion Y (y) befriedigt wird, die eine arbi- 
träre Konstante enthält. | 

Daher befinden sich unter den oo* Integralflächen einer 
jeden linearen partiellen Differentialgleichung in &,y,2, die 
eine infinitesimale Translation längs der z- Achse gestattet 
und somit die Form. 


a(y, 2)p 35 B(y; pe er 2). Ber 
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besitzt, gewisse und zwar oo! Zylinderflächen, die bei jener 
infinitesimalen Translation in sich verschoben werden. 


58. Denken wir uns jetzt ganz allgemein eine beliebige lineare par- 
tielle Differentialgleichung, und zwar der Einfachheit wegen eine mit drei 
unabhängigen Veränderlichen: 


ER of of 
En FE  ARBAFTN 


vorgelegt, und setzen wir dabei voraus, daß zufälligerweise eine infinitesi- 
male Transformation: 


ö 
Xi=E tn + 


bekannt ist, die unsere Gleichung: Af = 0 in sich transformiert. 


Diese Annahme findet nach meinen allgemeinen Theorien ihren analy- 
tischen Ausdruck in dem Stattfinden einer Relation von der Form: 


X(AN)— AK) =0- Al. 
Diese Relation zeigt aber nach Jacobis und Bours allgemeinen Theorien, 
daß die beiden Gleichungen: 
Yiee0, : X = 0 


eine gemeinsame Lösung (x, y,2) besitzen. Setzen wir daher o gleich 
einer arbiträren Konstanten, so erhalten wir oo! Flächen: 


p(z, y,2) =Q, 
die von Bahnkurven der infinitesimalen Transformation Xf erzeugt sind 
und überdies die partielle Differentialgleichung: 


2 Ava d Sauach . 
erfüllen. 
Diesen Satz sprechen wir folgendermaßen aus: [94 
Satz. Führt eine infinitesimale Transformation: 


Xf=sö,4md + 


jede Integralfläche der linearen partiellen Differentüalgleichung: 
ap +Bg—y=0=4f 
in eine Integralfläche über, so gibt es immer oo! Integralflächen von: Af = 0, 


die bei jener infinitesimalen Transformation in sich verschoben werden. 


59. Es ist nun aber leicht, diesen Satz auf beliebige partielle 
Differentialgleichungen auszudehnen, die eine bekannte oder un- 
bekannte infinitesimale Berührungstransformation gestatten. 

23* 
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Betrachten wir zuerst der Einfachheit wegen eine partielle Differen- 
tialgleichung erster Ordnung in drei Veränderlichen: 


Fitz, y,2,9,9) =u = Congt. 


und setzen wir voraus, daß F = a |für jeden Wert von a] die infinitesimale 
Berührungstransformation: 


ww 
gestattet. 
Setzen wir: 


t= I Y= Io, 2 — ds; —p=-Pı:Ps; Su Be 


so nimmt unsere partielle Differentialgleichung die Form an: 


N (&,, %, &, Pı> Pa» Ps) 0, 
und das Symbol der infinitesimalen Berührungstransformation wird der 
Poissonsche Klammerausdruck: 


(Hf, wo: H=—pW (kt, &, %, — Pı: Ps, — Pa: Ps). 

Dabei sind N und H homogen in den p, und zwar ist N homogen von 
nullter Ordnung, H dagegen homogen von erster Ordnung in den p. 

Unsere Annahme, daß die infinitesimale Berührungstransformation [95 
(Hf) eine jede unter den oo! partiellen Differentialgleichungen: N = a 
invariant läßt, findet darin ihren analytischen Ausdruck, daß die bekannte 
Relation: 

(HN) =0 
identisch besteht. Hieraus läßt sich nun, wenn wir die Bezeichnung: 
H:p, =M (a, %, 23, Pı» Pa» Ps) = — W 
einführen, der Schluß ziehen, daß die beiden Gleichungen: 
Neu. M #9 


für jeden Wert von a gewisse und zwar oo! gemeinsame Integralflächen 
haben. 
In der Tat, die Relation: (HN) = 0 liefert unmittelbar die Gleichung: 


KON 
(0 M, N)=0=p(MN)+7,.M, 


die uns zeigt, daß der Klammerausdruck (MN) vermöge: M=0 ver- 
schwindet. 

Die hiermit gefundenen Integralflächen jeder einzelnen Gleichung: 
N =a werden wirklich von der infinitesimalen Berührungstransforma- 
tion (Hf) in sich verschoben. 
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60. Der Beweis gestaltet sich übrigens unter gewissen Gesichts- 
punkten einfacher, wenn wir die ursprünglichen Koordinaten &, Y, 2, P, q 
beibehalten. Denn unsre Annahme, daß eine jede unter den oo! partiellen 
Differentialgleichungen: 


F(2,9,2,9,9) = 4 


die infinitesimale Berührungstransformation: 
of 
wa w 
gestatten solle, deckt sich damit, daß der Ausdruck: 
oF 
[IWF] — W D2 


identisch verschwinden soll, und daraus folgt, daß der eckige Klammer- [96 
ausdruck: 
IWF] 
vermöge: W = 0 verschwindet, was wiederum zeigt, daß die Gleichungen: 
= WO 


ool gemeinsame Integralflächen haben, die von unserer infinitesimalen 
Berührungstransformation in sich verschoben werden. 


61. Diese Theorie, die sich ohne weiteres auf alle partiellen Differen- 
tialgleiehungen erster Ordnung in n Veränderlichen ausdehnt, gibt den 
wirklichen Schlüssel zu allen Untersuchungen über partielle Differential- 
gleichungen erster Ordnung, die von Lagrange und dessen Nachfolgern, 
bis Jacobi inklusive, ausgeführt worden sind. Mit der Entdeckung der 
hier skizzierten Transformationstheorie der partiellen Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung fingen meine allgemeinen Untersuchungen auf diesem 
Gebiete an). 


Bei dieser Gelegenheit brauche ich nicht auszuführen, wie diese Be- 
trachtungen, die aus den Jahren 1871—- 1872 herrühren, mich zur Entwicke- 
lung der allgemeinen Theorie der Berührungstransformationen, sowie zur 
Begründung meiner Theorie der Transformationsgruppen führten. Dagegen 
scheint es mir zweekmäßig, einmal meine längst angedeutete?) Ausdeh- 
nung der soeben resumierten Entwickelungen auf beliebige partielle Diffe- 
rentialgleichungen von zweiter und höherer Ordnung wirklich durchzu- 
führen. 


1) Vgl. die kurze Note: Kurzes Resume usw. Verh. der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Christiania, April 1872 [d. Ausg. Bd. III, Abh. T]. 
2) Math. Annalen Bd. XI, S. 490, Fußnote [hier Abh. III, S.190, Anm. 2]. 
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Im nächsten Kapitel zeige ich sodann, daß man aus dem Vorhanden- 
sein (bekannter) infinitesimaler Berührungstransformationen einer zur 
Integration vorgelegten partiellen Differentialgleichung im allgemeinen 
einen noch größeren Vorteil ziehen kann. Die weitergehenden Entwicke- 
lungen des nächsten Kapitels, die wesentlich mehr leisten, beruhen für 
eine oberflächliche Betrachtung auf ganz anderen Prinzipien. Es ist indes 
möglich, die Entwickelungen beider Kapitel von einem höheren Gesichts- 
punkte aus zu sehen; alsdann erkennt man, daß beide Theorien aus [97 
einer gemeinsamen Quelle fließen. 


62. Setzen wir voraus, daß eine zur Integration vorgelegte partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


PIE, y.2,P, RE: 


eine bekannte infinitesimale Berührungstransformation: 


ww 


gestattet. Eis ist dann immer möglich, eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, nämlich die Gleichung: 


We, y,2,p, 9) = 0 
aufzustellen, die mit: F = 0 00? Integralflächen gemein hat. 


Um dies zu beweisen, führen wir durch Berührungstransformation: 
"= X(5,y,23,99Q, Y=-Y, !=Z p=P, (= 


neue Veränderliche ein, die so gewählt sind, daß die infinitesimale Be- 
rührungstransformation die Form: 

KZE 

0x 
annimmt. Durch Einführung dieser Veränderlichen verwandelt sich 
F =0in eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, die alle 
Translationen längs der x’- Achse gestattet; sie ist daher von x’ frei und 
besitzt dementsprechend die Form: 


Dly', 2, p; g, r.; 5’, ) ni 0. 
Machen wir hier die Substitution: | 
= Iiy), 
so erhalten wir zur Bestimmung von Y (y’) die Gleichung: 


o(y, v.o‘Y ee ir, 


’ dy’ 0, 0, dy”? al 


Kap. III; Nr. 61—64. Part. Diffgl. 2. O. m. einer bek. inf. B.T. 359 


die als eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung sicher [98 
integrabel ist und daher in allgemeinster Weise von einer Funktion Y (y’) 
befriedigt wird, diezwei arbiträre Parameter enthält. 

Hiermit ist die Richtigkeit unserer Behauptung erwiesen; bei den 
Betrachtungen, die uns zu diesem Resultate führten, haben wir implizite 
vorausgesetzt, daß unter den Wertsystemen x, y,2,p,g, die W =0 er- 
füllen, solche vorhanden sind, für welche sich nicht allein W, sondern 
auch F regulär verhält. 


63. Wir formulieren das erhaltene spezielle, aber doch wichtige Re- 
sultat folgendermaßen: 
Gestattet eine vorgelegte partielle Differentialgleichung 


zweiter Ordnung: : 
#42, 4,250, 0:1,8, 0:0 


die infinitesimale Berührungstransformation: 
di 


und gibt es dabei unter den Wertsystemen &, y, 2, p, q, die 
W=0 erfüllen, solehe, für welche sich nicht allein W, 
sondern auch F regulär verhält, so haben die beiden par- 
tiellen Differentialgleichungen: 


RN 3 SER 


0? gemeinsame Integralflächen; anders ausgesprochen: es 
hat dann F=0 im allgemeinen oo? Integralflächen, die von 
der infinitesimalen Transformation in sich verschoben 
werden.) 

64. So einfach dieser Satz auch ist, so genügt er schon, um eine Reihe 
längst bekannter, aber isoliert stehender Resultate auf ihre wirkliche 
Quelle zurückzuführen. 

Wenn eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung alle Be- 
wegungen gestattet, so besteht sie einfach in einer Relation zwischen den 
beiden Krümmungsradien: 

IMR,, R,)'=%: 


Unter den Integralflächen einer derartigen Gleichung befinden sich daher 
immer gewisse Zylinder, Rotationsflächen und Schraubenflächen, und [99 


1) Unter Umständen erfüllen alle Integralflächen von: W=0 zugleich: 
F=30%° 
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zwar erhält man in jedem einzelnen Falle (mindestens) 00° Integralflächen, 
die eine infinitesimale Bewegung gestatten. 

So zum Beispiel gibt es Rotationsflächen und Schraubenflächen, 
die zugleich Minimalflächen sind, oder aber konstante Krümmung, Baer 
tive konstante mittlere Krümmung haben. 

Unter den partiellen Differentialgleichungen: 


Q(R,, R,) —0 


gibt es einige, die nicht allein alle 00% Bewegungen, sondern überhaupt 
alle 0? Ähnlichkeitstransformationen gestatten. Das ist der Fall mit den 


Gleichungen: Bi: Bi = u.= Gonst: 


Daher dürfen wir schließen, daß sich unter den Flächen, deren Krüm- 
mungsradien in einem gegebenen konstanten Verhältnisse stehen, immer 
solche finden lassen, die Spiralflächen sind, solche also, die eine un- 
endlich kleine Transformation gestatten, die die Form: 


c(zp +yq-+2zr) + c(yp— zq) + aeg —yr) + aular—2p) +- 
+65p+6g4+ or 


besitzt. Es waren gerade diese Betrachtungen, die mich seinerzeit zur 
Entdeekung derjenigen Miminimalflächen führten, die Spiral- 
flächen sind. 

65. Der aufgestellte Satz gestattet mehrere Verallgemeinerungen, 
die großes Interesse darbieten, wenn sie auch als ein selbstverständlicher 
Ausfluß meiner allgemeinen Theorien aufgefaßt werden können. 

Beschränken wir uns zunächst auf partielle Differentialgleichungen 
in x, Y, 2, so erhalten wir sogleich durch fast wörtliche Wiederholung der 
oben angestellten Betrachtungen den Satz: 


Satz. Gestattet eine partielle Differentialgleichung m-ter Ordnung wn 
EURE 


omz 


F(x, 3:8, 0, 0.8, RER u —E 


die infinitesimale Berührungstransformation: [100 
0 
[Wfl —W - 
so haben die beiden partiellen Differentialgleichungen: 
r=0,.:.W-=0 


im allgemeinen oo” gemeinsame Integralflächen, deren Bestimmung nur die 
Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung m-ter Ordnung ver- 


Kap. III; Nr. 64—66. Part. Diffgl. höh. O. mit bek. inf. Trff. 361 


langt. Diese Hilfsgleichung enthält arbiträre Konstanten, die in Wegfall 
kommen, wenn die Gleichung erster Ordnung: W = 0 schon integriert vorliegt. 


66. Zur Illustration dieses Satzes betrachten wir zuerst die partielle 
Differentialgleichung vierter Ordnung, die alle isothermen Flächen be- 
stimmt. Diese Differentialgleichung gestattet offenbar die zehngliedrige 
Gruppe aller konformen Punkttransformationen. Daher liefern unsere 
Theorien o0%*+* isotherme Flächen, deren jede eine infinitesimale konforme 
Punkttransformation gestattet. 


Als zweites Beispiel betrachten wir die partielle Differential- 
gleiehung vierter Ordnung, die alle Translationsflächen defi- 
niert. Diese Gleichung gestattet alle o0!? linearen Punkttransformationen 
des Raumes; daher läßt sich schließen, daß: 


oo1l+4 


Translationsflächen vorhanden sind, die jedesmal eine infinitesimale lineare 
Transformation gestatten. 


Es ist nun möglich, diese an sich interessanten Translationsflächen 
wirklich zu bestimmen. Die betreffenden Flächen zerfallen in zwei Kate- 
gorien, je nachdem bei der infinitesimalen linearen Transformation die 
unendlich fernen Punkte in Ruhe bleiben oder unter einander vertauscht 
werden. 

Von der ersten Kategorie können wir aber absehen, da es von vorn- 
herein klar ist, daß sie nur abwickelbare Flächen, ja sogar nur Zylinder- 
flächen umfaßt. 

Wir können somit annehmen, daß unsere infinitesimale Transformation 
die unendlich fernen Punkte unter einander vertauscht. Alsdann wird die - 
unendlich ferne Ebene projektiv transformiert, und somit treten in dieser 
Ebene oo! Kurven auf, die sämtlich invariant bleiben. Unter diesen [101 
Kurven, deren Gleichungen die Form haben: 

od}, =) = 4 = Got. 
greifen wir zwei beliebige heraus, indem wir dem Parameter a zwei be- 
stimmte Werte a, und a, erteilen. Meine allgemeine Theorie der Transla- 
tionsflächen gibt sodann unmittelbar eine partielle Differentialgleichung: 


Rpß,yr+Sp,d)s+Tp,dt=0, 


deren Integralflächen Translationsflächen sind, deren erzeugende Kurven 
jedesmal oo! Tangenten besitzen, die eine der beiden früher besprochenen 
unendlich fernen Kurven schneiden. 
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Ist nun: 
DER 
(D) Et Na 
das Symbol der betreffenden infinitesimalen Transformation, so sind die 
gesuchten Translationsflächen bestimmt durch die beiden partiellen Diffe- 
rentialgleichungen: | 


(E) epPtng-I=0, 
(F) Rr+Ss+Tt=0, 


unter denen die erste elf wesentliche arbiträre Konstanten enthält, 
während in der letzten Gleichung überdies die Parameter a,, a, auftreten. 
Diese beiden partiellen Differentialgleichungen haben nun für allgemeine 
Werte der besprochenen dreizehn Parameter jedesmal 00? gemeinsame 
Integralflächen. Dies folgt daraus, daß die partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (F), wie eine evidente geometrische Betrachtung zeigt, 
die infinitesimale Transformation (D) gestattet. 


67. Will man die endliche Gleichung dieser Flächen finden, so kann 
man zuerst die Bahnkurven: 


e=4, y=b 


der infinitesimalen Transformation (D) bestimmen; sodann erhält man 
eine gewöhnliche Differentialgleichung in r, d: 


Wir y, y', y”) —=(, [102 


deren Integralgleichung: 
It, y, a, ß) = 0 


die gesuchten Flächen darstellt. 


Es ist nun sehr bemerkenswert, daß die hier angegebenen Operationen 
wirklich durchgeführt werden können; zu diesem Zwecke stellen wir die 
folgenden Betrachtungen an. 


Da eine lineare Transformation jedes Parallelogramm in ein Par- 
allelogramm überführt und infolgedessen kongruente Kurven in eben- 
solche verwandelt, so haben wir früher behaupten können, daß eine der- 
artige Transformation immer Translationsfläche in Translationsfläche 
überführt. Wenn nun eine Translationsfläche eine infinitesimale lineare 
Transformation gestattet, so sind von vornherein zwei Möglichkeiten denk- 
bar: es ist denkbar, daß die oo! kongruenten und gleichgestellten Kurven 
unsrer Fläche unter einander vertauscht werden, oder aber, daß sie nach 
und nach in andere Scharen kongruenter Kurven übergehen. Mit der 
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letzten Möglichkeit brauchen wir uns aber nicht zu beschäftigen; denn diese 
‘könnte jedenfalls nur für die von mir bestimmten Flächen eintreten, die 
in oo vielen Weisen als Translationsflächen aufgefaßt werden können. Es 
bleibt also nur noch die Möglichkeit zu erledigen, daß die betreffende in- 
finitesimale lineare Transformation jede Schar kongruenter Kurven in- 
variant läßt. In diesem Falle muß jede Kurve einer derartigen Schar 
selbst eine infinitesimale lineare Transformation gestatten, da jede Kurve 
der Schar von zweı unabhängigen linearen [infinitesimalen] Transfor- 
mationen in dieselbe benachbarte Kurve übergeführt wird. Hieraus folgt, 
daß es immer möglich ist, beide Scharen kongruenter Kurven, die auf 
unsrer Fläche liegen, und also die Fläche selbst zu bestimmen. 

Unter den hiermit bestimmten Translationsflächen, die eine infinite- 
simale lineare Transformation gestatten, befinden sich insbesondere die 
geradlinigen Minimalflächen. Diese Schraubenflächen sind, bei- 
läufig bemerkt, die einzigen geradlinigen Translations- 
flächen, die nicht gleichzeitig Zylinder sind. 

68. Wir wollen angeben, wie man alle diese Flächen durch möglichst 
einfache Rechnungen finden kann. 

In älteren Arbeiten zeigte ich, daß man alle linearen homogenen [103 
infinitesimalen Transformationen auf kanonische Form bringen kann. 


Ist nun: % 
> 0; Ki Pr 
i,k 
eine solche kanonische Form, so bildet man die Transformation: 
2 0,5%; Pr + dıpı + dePpa + dyPp3 
und versucht sodann durch die Variabelnänderung: 


% = % + 0x 


die Konstanten d,, d,, d, sämtlich oder wenigstens einige unter ihnen weg- 
zuschaffen. 
Ist insbesondere die Determinante: 


von Null verschieden, so können alle d,. ohne weiteres gleich Null gesetzt 
werden. 

Sucht man nun alle Translationsflächen, die die infinitesimale Trans- 
formation: 


(G) PHARHN Tr D>'d.Pr 
ik : k 
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gestatten, so bemerkt man zunächst, daß jede erzeugende Kurve nach dem 
Früheren eine gewisse infinitesimale Transformation zuläßt, die die Form: 


L C;TiPpr + & 6rPr 


besitzt. Man bestimmt die oo? Bahnkurven dieser letzten Transforma- 
tion, und greift unter ihnen eine, etwa Ü heraus; sodann erzeugen alle oo! 
Bahnkurven der ersten infinitesimalen Transformation, die © schneiden, 
eine Fläche, die die verlangte Eigenschaft besitzt. 


“In dieser Weise liefern leicht ausführbare Rechnungen die gesuchten 
Translationsflächen. 


69. Nehmen wir zum Beispiel die infinitesimale Transformation: 
axzp + byg +czr (abe+0) 


und fügen einen Ausdruck nullter Ordnung hinzu, so erhalten wir die [104 
Transformation: 


(az +Ddp+(by+m)g+ (cz +n)r. 


Die Bahnkurven dieser letzten Transformation sind gegeben durch die 


Gleichungen: 
az +l=(ar, +her*, 


by+m = (by, + m)e?t, 
cz +n= (a, +n)et. 


Dementsprechend werden die Bahnkurven der ersten Transformation be- 
stimmt durch die Gleichungen: 


#2, Dev. mu, 


Eliminiert man zwischen diesen sechs Gleichungen die Größen &, 9, 2, 
erteilt sodann den Größen &,, Yo; 2, bestimmte Werte und deutet endlich 
t und r als Parameter, so bestimmen die drei Gleichungen: 


ar= — le" + (az, + l)e"+? 
by = — me’’+ (byy + m)e!"+" 
3 = —ne"+ (cz, +n)e*+? 


offenbar eine Translationsfläche, die die verlangten Eigenschaften besitzt. 


“0. Betrachten wir jetzt eine partielle Differentialgleichung m-ter 
Ordnung in n + 1 Veränderlichen: 


02 oMmz 
Fler ash wi 0 


’ en U 
02, 08" 
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mit q bekannten infinitesimalen Berührungstransformationen: 


B,f= Wfl WE, 


die paarweise vertauschbar sind: [105 
B,B,f- BB, =, 
während die charakteristischen Funktionen keine homogene Relation: 
DW, 


erfüllen. Gibt es dann Wertsysteme 2, &,.. ., In» Pıs +» Pn, die die 
Gleichungen: Wie We 


erfüllen, für welche sich überdies die Gleichung: F = 0 regulär verhält, 
so haben die Gleichungen: 


Pe! Re RE 3 F=0 
gemeinsame Lösungen. 


Um diesen Satz zu beweisen und gleichzeitig zu präzisieren, denken 
wir uns, wie immer möglich, neue Veränderliche: 


Rp pi 


eingeführt, die so gewählt sind, daß die charakteristischen Funktionen 
unserer infinitesimalen Transformationen die Form: 


Bir ER 2 en 


annehmen. Geschrieben ın diesen Veränderlichen erhält dann F = 0 eine 
Form: 
0°Z 
D(Z, Kine Kane Pur u Pas ans - j ed, 
did VOR, 2:5, Au Wei shi 


Setzen wir daher: 
BA une O(X,, ..e., Aush 


so erhalten wir zur Bestimmung von © eine sicher integrable partielle 
Differentialgleichung m-ter Ordnung in den Veränderlichen: 


ER ORT. AN 


Hiermit ist das angekündigte Resultat erwiesen, und gleich- [106 
zeitig eine Integrationsmethode angegeben, die sich oft als praktisch er- 
weisen wird, obgleich sie mehr Integrationsoperationen verlangt, als streng 
[genomnien] notwendig ist. 
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71. Die in dem vorigen Beispiel gemachte Annahme, daß die Klam- 
merausdrücke: B,B,f— B,B;f alle Null sind, läßt sich durch allge- 
meinere Voraussetzungen ersetzen. 


Nehmen wir zum Beispiel an, daß die Gleichung: 
0m 2 
F (2, 0122. 201244 57m) = 0 
zwei infinitesimale Berührungstransformationen gestattet, die eine 
Gruppe mit zwei Parametern erzeugen. Sind nun diese Transformationen 
nicht vertauschbar, so können wir annehmen, daß die Veränderlichen schon 
so gewählt sind, daß unsere infinitesimalen Transformationen in der Form: 
of or: i ai 
On,’ m 0 ee Rn 


n 


vorliegen. Unter dieser Voraussetzung ist die Gleichung: F = frei von 
x, und homogen in den Größen: 


Dune AR OB SA 


sodaß sie die Form: 


02 62 0°2 
(le RE ae — a) 
23 ’ n?» OR P) Ag Bar: 


besitzt. 


Setzen wir nun: 


BEE ER ER 


und: 
Lg: In = Yay + + 5 In-ı: In 7 UYUn-ı5 
so kommt: 
02 0 oW 0Z eW 
Lu ar a en er 107 
0% ’ 02 Öyy’ OIn-ı OYn-ı | 
02 oW oW 
a Ra BT 


sodaß unsere partielle Differentialgleichung die Form: 
, oW E 
II(W, Yas-ı +5 In-ı, Eee ) —= (0 
annimmt, die nur die Größen: Yg, . . , Yn_ı, W und die zugehörigen Diffe- 


rentialquotienten erster bis m-ter Ordnung enthält. 


71.* Gestattet daher eine partielle Differentialgleichung 
m-ter Ordnung: F=0 in den Veränderlichen 2, %,, %,.. ., %n 
(n>2) eine zweigliedrige Gruppe von Berührungstransfor- 
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mationen, die von den beiden infinitesimalen Transforma- 
tionen: | 


[mfl — wo | (k=1,2) 


erzeugt wird, so haben die partiellen us 
Et Met et 


die größtmögliche Anzahl gemeinsamer Lösungen. 

12. Setzen wir jetzt allgemein voraus, daß eine vorgelegte partielle 
Differentialgleichung m-ter Ordnung in den Veränderlichen 2, &,, . . ., 1 
eine q-gliedrige Gruppe von Berührungstransformationen: 


[Wfl — we (k=1,2,...,9) 


gestattet, und nehmen wir überdies noch an, daß die W keine Relation er- 
füllen, die die Form: 


rm, :W., Ws: We, 5 Wed [108. 
besitzt. Dann haben, [behaupte ich], die Gleichungen: 
2 BE = 3 ER. ee | PROBE, AR: 


die größtmögliche Anzahl gemeinsamer Lösungen, und dabei bleibt jede 
einzelne unter diesen Lösungen bei der q-gliedrigen Gruppe invariant.!) 


73. Um dies zu beweisen, stellen wir die folgenden Überlegungen an. 


Der Raum 2, %,.:«., 2, enthält co@r+! Elemente: 2, 2,,.. + An» 
Pıs +++ Pa. Unter diesen gibt es im allgemeinen 00?” +1-«, die die q Glei- 


chungen: a ee 


erfüllen. Die Elemente der hierdurch bestimmten Schar besitzen die 
Eigenschaft, daß jedes derartige Element von jeder infinitesimalen Trans- 
formation der vorgelegten Gruppe in sich verschoben wird. Da nun 
diese Eigenschaft nach der Natur der Sache eine bei jeder endlichen wie 
infinitesimalen Transformation unserer Gruppe invariante ist, folgt zu- 
nächst, daß die von den Gleichungen: W, =0,...,W, =0 bestimmte 
Schar von Elementen bei allen Transformationen der Gruppe 
invariant bleibt. 


Die oo?” +1-2+: Elemente unserer invarıianten Schar ordnen sich in 
Teilgebiete, die einzeln invariant bleiben. Die kleinsten invarianten Teil- 


1) Im Texte setzen wir stillschweigend voraus, daß sich unter den Wert- 
systemen 2, %,, ..., die unser Gleichungssystem erfüllen, solche finden lassen, für 
welche sich die in Betracht kommenden Funktionen regulär verhalten. 
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gebiete umfassen höchstens o0° Elemente, unter denen jedes einzelne mit 
allen benachbarten Elementen desselben Gebietes vereinigt liest. 


Die o0o“*" Elemente der Schar: W =0,...,W, =0 ordnen sich 
somit in etwa oo“ kleinste invariante Teilgebiete #,, unter denen jedes oo" 
Elemente umfaßt, die einen Elementverein bilden. 


Zwischen benachbarten Elementvereinen E, finden nun eigentüm- [109 
liche Beziehungen statt, die darin bestehen, daß, sobald irgend zwei 
benachbarte Elemente, die zu zwei verschiedenen FE, gehören, vereinigt 
liegen, daß dann zwei beliebige benachbarte Elemente dieser beiden E, 
vereinigt liegen. Insofern finden also zwischen den 00“ Elementvereinen 
E, genau dieselben Beziehungen statt, wie zwischen den charakteristi- 
schen Streifen einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 


74. Es ist auch nicht schwer, das erhaltene Resultat auf seinen inne- 
ren Grund zurückzuführen. 


Unsere Annahme, daß die q infinitesimalen Berührungstransforma- 
tionen: 


[wur] — wit De 


eine q-gliedrige Gruppe erzeugen, findet darin ihren analytischen Ausdruck, 
daß die q charakteristischen Funktionen W,,..., W, paarweise Rela- 
tionen von der Form: 


| cW oW, 
[W,W,.] aa Were sp W. ne er Der Ws 


erfüllen. Hieraus folgt aber unmittelbar, daß die partiellen Differential- 


gleichungen 1. 0.: 
a A 


in meinem Sinne des Wortes ein Involutionssystem bilden. Dieses In- 
volutionssystem hat charakteristische Mannigfaltigkeiten, und das sind 
gerade die Elementvereine, die wir früher mit E, bezeichnet haben. 


Unsere frühere ausdrückliche Voraussetzung, daß die W,. keine homo- 
gene Relation: 2 = 0 erfüllen, läßt sich offenbar durch allgemeinere An- 
nahmen ersetzen. 


‘5. Es ist nun ein allgemeiner, von mir herrührender Satz, daß sich die 
charakteristischen Mannigfaltigkeiten eines Involutionssystems erster Ord- 
nung immer eineindeutig (das heißt, nicht unendlichdeutig), auf die Ele- 
mente erster Ordnung eines passend gewählten Punktraumes £, &1,...,& 
in solcher Weise beziehen lassen, daß zwei benachbarte charakteristische 
Mannigfaltigkeiten, deren benachbarte Elemente immer vereinigt [110 
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liegen, sich im Raume , &,,.. ., & als zwei Elemente (£, &,rx) abbilden, 
die vereinigt liegen. 

Hieraus folgt nun, daß die ursprünglich vorgelegte partielle Differen- 
tialgleichung m-ter Ordnung und die hinzutretenden Gleichungen erster 
Ordnung: W, =0,...,W, = 0, das heißt also, daß das ganze Gleichungs- 
system: | 


(L) re mom oo 


sich durch eine einzige partielle Differentialgleichung m-ter Ordnung: 
om 
ö(t, du a. eig Er; Tee, Tue ey Ze) =0 


ersetzen läßt. Da diese letzte Gleichung immer Lösungen besitzt, so gilt 
dasselbe für das Gleichungssystem (L). 

76. Hiermit ist das angekündigte Resultat bewiesen. Dabei leuchtet 
unmittelbar ein, daß die obenstehenden Entwickelungen ohne Änderung 
gültig bleiben, wenn nicht eine einzelne Gleichung m-ter Ordnung, sondern 
ein unbeschränkt integrables System m-ter Ordnung vorgelegt ist. 

Wir können daher den folgenden Satz formulieren: | 


Satz. Liegt ein unbeschränkt integrables System von partiellen Drffe- 
rentvalgleichungen m-ter Ordnung vor: 
02 0°2 ERIN RR 
F(z, Lie. 0, Inn dm’ ET dar’ & et Se —=( (Ki 9 02), 
das eine kontinuierliche Gruppe von Berührungstransformationen: 


of = 
[Wr] — Wi, (k=1,2,...,9) 
gestattet, so findet man alle Integralgebilde des Systems: F, = 0,F, =(,..., 
die bei der Gruppe invariant bleiben, indem man zu den Gleichungen: F, = 0 
noch die q Gleichungen: 


0,90, :92,W, =D 


hinzufügt. Diese q letzten Gleichungen bilden, wenn sie einander nicht [111 
widersprechen, immer ein Involutionssystem erster Ordnung, dessen charaktert- 
stische Mannigfaltigkeiten, wenn sie in hinlänglich großer Anzahl vorhanden 
sind, sich zu Integralgebilden des ursprünglich vorgelegten Gleichungssystems: 
F,=0, F,=0,..., zusammenfassen lassen. 


7%. Wir betrachten jetzt ein System von partiellen Differential- 
gleichungen [erster Ordnung], das die m Größen: 2,, 29, - - -, 2, als Funk- 
tionen von: X,» . ., &, bestimmt. Setzen wir zur Abkürzung: 

”_ 60% 
Br 0 TE : 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 24 
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so hat unser Gleichungssystem die Form: 


(m) 


W 
VE RE A je 0 (v=1,2,,..)- 


(DD) (m) . . 
Jedes Wertsystem: 2, .. 5 Zn» Zis ++ 2m» Pı s +» +, pP, nennen wirein 


Element. Wir sagen ferner, daß eine Schar von Elementen einen Element- 
verein bildet, wenn zwei benachbarte Elemente der Schar immer das 
Gleichungssystem: 


de, — pda, —---— pda, = 0 (=1,...,m) 


erfüllen. Ein Elementverein enthält höchstens 00” und mindestens oo! 
Elemente. 

Wir bezeichnen einen Elementverein als einen Integralverein eines 
Systems von Differentialgleichungen: F} =0, F,=0,..., wenn die Ele- 
mente des Elementvereins sämtlich die Gleichungen: F,=0 erfüllen. 
Wir unterscheiden zwischen Integral-V,, Integral-V,,..., Integral-V,, 
je nach der Dimensionenzahl des betreffenden Integralvereins. 


Wir sagen nun, daß das System von Differentralgleichungen: F, = 0, 
F,=0,... unbeschränkt ıntegrabel ıst, wenn jedes Element des 
Gleichungssystems mindestens einem Integral-V,, angehört. 

Wir nennen andererseits das System von Differentialgleichungen: 
F\,=0, F,=0,...ein Involutionssystem, wenn jeder Integral-V, [112 
von allgemeiner Lage des Gleichungssystems in mindestens einem Integral-V, 
enthalten ist. 


78. Wir wollen nun annehmen, daß ein Involutionssystem erster 
Ordnung: a 


zwischen den unabhängigen Veränderlichen &,,..., x, und deren Funk- 
tionen 215: - +, 2m gewisse (bekannte) infinitesimale Transformationen: 


Uf=Eöule)gle+ Em) | wumn 


gestattet, die eine r-gliedrige Gruppe bilden, (sowie, daß die ZONEN Deter- 
minanten der Matrix: 


ER N 


nicht identisch verschwinden). 
Gibt es nun hinlänglich viele Elemente von allgemeiner Lage, die alle 
nachstehenden Gleichungen erster Ordnung: 


2, al uses, 
p = () Fe 
br Sn -— 2, a KT I Pa N, kel,..y.r;del,..,m) 
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erfüllen, so ist das hiermit erhaltene System von Differentialgleichungen un- 
beschränkt integrabel. 

Der Beweis wird genau in derselben Weise geführt, wie in dem an 
Beispiele. 


Kapitel IV. 


Partielle Differentialgleichungen, die eine unendliche Gruppe gestatten. 


79. Im vorigen Kapitel beschäftigten wir uns mit partiellen Differential- 
gleichungen, die eine kontinuierliche Gruppe gestatten. Wir zeigten, daß, so- 
bald eine infinitesimale Transformation einer derartigen Gleichung vorliegt, 
im allgemeinen spezielle Integralmannigfaltigkeiten vorhanden sind, die [113 
bei jener Transformation nicht in neue Integralgebilde übergeführt werden, 
sondern in sich verschoben werden. Gestattet daher eine vorgelegte partielle 
Differentialgleichung eine endliche oder unendliche kontinuierliche Gruppe, 
so ergeben die vorhergehenden Theorien Methoden zur Bestimmung gewisser 
Kategorien von Integralgebilden, die, sobald die vorgelegte Gruppe unend- 
lich ist, im allgemeinen nicht nur von arbiträren Konstanten abhängen. 

Es ist nun aber möglich, wie wir in diesem Kapitel an einfachen 
Beispielen nachweisen werden, noch größeren Vorteil aus dem betreffen- 
den Umstande zu ziehen. Wir stützen uns bei der Entwickelung dieser neuen 
Methoden, die nach unserer Ansicht eine hervorragende Wichtigkeit be- 
sitzen, auf unsere allgemeine Theorie der Differentialinvarianten. Diese 
unsre Methoden beruhen sämtlich darauf, daß wir bei der Behandlung 
einer partiellen Differentialgleichung, die eine bekannte unendliche kon- 
tinuierliche Gruppe gestattet, neue Veränderliche einführen und zwar ein 
(volles) System von Differentialinvarianten, das nach unsrer 
allgemeinen Theorie zu jeder kontinuierlichen Gruppe gehört. 

80. Beispiel 1. Betrachten wir zuerst die unendliche kontinuierliche 
(Gruppe, deren infinitesimale Transformationen die allgemeine Form: 


ö 
za 
besitzen, wobei Z eine arbiträre Funktion des Argumentes 2 bezeichnet. 
Bezeichnen wir nun, wie gewöhnlich, die Differentialguotienten von 


Z mit 2/,2”, ..., so besitzen die infinitesimalen Transformationen der zu- 
gehörigen erweiterten Gruppen die Form: 


Zuerst) + 


+ 2" (pe + pq I y+g Gin +) + 


ee 
24* 
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Wünschen wir daher, alle zugehörigen Differentialinvarianten nullter, [114 
erster und zweiter Ordnung zu finden, so bilden wir die Gleichungen: 


of of of of . 


Gl a et 1 +22 = V, 
„2 ö ö 
p ie gt =0, 


die in Übereinstimmung mit unseren allgemeinen Theorien ein vollstän- 
diges System bestimmen. Unter dessen Lösungen befinden sich zwei von 
nullter Ordnung, nämlich: | 

grand 
eine von erster Ordnung: 


re 
und zwei von zweiter Ordnung: 


ar—r2s _ du. gs Pi Om 


RE ER Hin | 


Nach unseren allgemeinen Theorien drückt sich jede Differential- 
invariante durch: 


IL, Yu 
und die sukzessiven Differentialquotienten: 
ou du Hu 


Der ou. 
aus. Es bilden dabei die drei Größen x, y und u nach unsrer Terminologie 
ein volles System von Differentialinvarianten. 


81. Jede Relation von der Form: 
ou cu Br: 
2(s, Yıllı aa dy’ ...)=0 
liefert nun eine invariante Differentialgleichung: 
WENLBROHELS JFN 


Existierte eine invariante Differentialgleichung zweiter Ordnung, [115 
die sich nicht auf die Form: 


2(z, Yy,%, ge, )=0 


zurückführen ließe, so müßten vermöge dieser Gleichung zweiter Ordnung 
die dreireihigen Determinanten der Matrix: 
9:07 BED 90 
EEE a DE 
0 BEE DD 
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verschwinden. Da eine solche Gleichung nicht vorhanden ist, schlie- 
ßen wir: 

Gestattet eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung alle Trans- 
formationen der unendlichen Gruppe: 


für welche: 
y,u=p:q 
ein volles System von Differentialinvarianten liefern, so kann sie die Form: 


ou ou 
2(z, Yu, an; —=( 
erhalten, womit ihre Reduktion auf gewöhnliche Differentialgleichungen 
geleistet ist. 


82. Entsprechende Überlegungen ergeben den allgemeinen Satz: 


Gestattet eine partielle Differentialgleichung m-ter Ordnung in den 
Veränderlichen z, y,2 alle Transformationen der unendlichen Gruppe 
Z (2) (Of: 02), so läßt sie sich ohne Integration auf eine Gleichung (m — 1)-ter 
Ordnung zurückführen, die selbst eine allgemeine Form in den Ver- 
änderlichen x, y, u besitzt. Gelingt es, diese Hilfsgleichung (m — 1)-ter 
Ordnung zu integrieren, so bleibt nur übrig, eine gewöhnliche Differential- 
gleichung erster Ordnung: 


p—el&,y)g = [116 
zu integrieren. 
Es leuchtet unmittelbar ein, daß bei der Erledigung unserer beiden 
Hilfsgleichungen die bekannte Gruppe Z (z)(öf: dz) in keiner Weise ver- 
wertet werden kann. Ä 


83. Beispiel 2. Betrachten wir jetzt die unendliche Gruppe: 


die ich im Jahre 1883 (Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania) bei 
meiner Bestimmung aller unendlichen Gruppen in zwei Veränderlichen 
als eine kanonische Form aufstellte.!) Bezeichnen wir nun die Inkremente 
der Größen &, y,2 wie gewöhnlich mit öx, öy, ö2, und setzen dement- 


sprechend: 
oz =fr, Wet == Erdr, 


1) Verhandl. der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania 1883 [d. Ausg. 
Bd. V, Abh. XIII, S. 351]. 
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so finden wir nach bekannten Regeln: 
op = (—-28p—E)ör, ög= — Egör, 
ör = (—3Er —3E'p — E"z)ÖT, 
os = (—2Es— E’Nör, dt = — Etör. 


Es ist daher: 
rfil 6 +3Pp5, of PR u 


das Symbol der allgemeinen infinitesimalen Transformation unserer zwei- 
mal erweiterten Gruppe. 

Die zugehörigen Differentialinvarianten von nullter, erster und zweiter 
Ordnung sind daher bestimmt als Lösungen des vollständigen Systems: 


ER 255 — u 
‚42 N 0. 


Wir finden. also eine Differentialinvariante nullter Ordnung, nämlich y, 
die wir mit u bezeichnen, eine von erster Ordnung: » = q: 2, und zwei von 
zweiter Ordnung, nämlich: 


2S — t 
PR Hr EU 
£ z 


Dementsprechend ist: 
24,9, 40) =0Ü 
die allgemeine Form einer invarianten Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung. 
Daß hiermit wirklich alle invarianten partiellen Differentialgleichun- 


gen zweiter Ordnung gefunden sind, ergibt sich am einfachsten daraus, 
daß unter den vierreihigen Determinanten der Matrix: 


1.0.0: 0:00: 0 
0. 0:229. 4.977288 
0: 0:0: 27089: 4:9 
9: 0:70 0 9 
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solche vorhanden sind, zum Beispiel: 


2 Ga 
0 22p 3r 

Be, 
0.0 289 
0:0 


die weder identisch, noch vermöge einer wirklichen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung verschwinden. 


84. Im vorliegenden Falle ist es leicht, einzusehen, daß sich alle Diffe- 
rentialinvarianten dritter und höherer Ordnung durch Differentiation [118 
aus u, v, u, v ableiten lassen, und daß somit diese vier Größen nach meiner 
Terminologie ein volles System von Differentialinvarianten 
bilden. 


Betrachten wir nämlich eine beliebige Fläche, die keine Relation von 


der Form: 
W(y,g:2) =0 =W (u ») 


erfüllt, so können wir die Größen u, v als Gaußische Koordinaten für 
die Punkte dieser Fläche benutzen, anders ausgesprochen, wir können statt 
x, y die Größen u, v als unabhängige Veränderliche einführen. Indem wir 
dies tun, können wir nachweisen, daß die vier Größen: 


ou 9u 0v MW 
(M) en’ 9» ’ du’ dr 

Differentialinvarianten, und offenbar Differentialinvarianten dritter Ord- 
nung, unserer Gruppe sind. 


Um das zu beweisen, wählen wir zwei beliebige Differentialinvarıan- 
ten m-ter Ordnung, etwa U und V, und bilden die allgemeine Gleichung: 


(U,V) =0 


mit der arbiträren Funktion ®. Indem wir ® nach und nach auf alle mög- 
lichen Weisen wählen, erhalten wir unendlich viele Differentialgleichungen 
m-ter Ordnung, die sämtlich intermediäre Integrale, und zwar die allge- 
meinsten intermediären Integrale, der Differentialgleichung (m + 1)-ter 
Ordnung: 
Er 
de dy 
av av a 
dz dy 


816 IX. Zur allg. Theorie der part. Diffgl. belieb. Ordn. Leipz. Ber. 1895 


sind. Da nun der allgemeine Ausdruck ®@ (U, V)) immer eine Differential- 
invariante darstellt, so ist: A = 0 sicher eine invariante Differential- 
gleichung. 


Sind daher U, V, W drei Differentialinvarianten, so ist die Gleichung: 


de da de 
| dU dV dW 
| Wi 


day dy "ay 


immer eine invariante Differentialgleichung, welchen Wert auch die Kon- 
stante c haben möge. Diese Gleichung läßt sich aber auf die Form bringen: 


Eier 
da da , de de | _, 
au av | IaU am | 
ı dy ee 


und hier ist die linke Seite gerade, weil c eine arbiträre Konstante dar- 
stellt, sicher eine Differentialinvariante. 


Die gefundene Differentialinvariante läßt sich nun, wenn wir U und 
W als unabhängige Veränderliche statt x, y einführen, durch die Funktio- 
naldeterminante der Größen U, V hinsichtlich der unabhängigen Ver- 
änderlichen U, W: 


| au av | 

du Bu = Sr 
du av | aW 
dW dW 


ersetzen. 


85. In unserem Falle sind also wirklich die Größen (M), die wir kurz 
durch: 
Uns U, 94» 0, 
bezeichnen, Differentialinvarianten. Wir kennen somit acht Differential- 
invarianten, nämlich: 
(N) Us Y, U, Od, U, U, Our dus 


u? 


deren Ordnung kleiner als vier ist. 


Nun aber läßt sich nachweisen, daß es nicht mehr als sieben unab- 
hängige Differentialinvarianten gibt, deren Ordnung kleiner als vier ist. 
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Wollen wir nämlich alle diese Differentialinvarıanten berechnen, so müssen 
wir zu den früher gefundenen Formeln: 
or #elaär,: U =I: = Er, [120 
op = (—-2E°p —E’z)ör, ög=— Egör, 
ör = (— 3Er —3E'p — E"z)Ör, 
os = (—2Es— E’Nör, dt = — Etör 


noch die Ausdrücke der Inkremente: 


da= (—4Ea— 6E'r — 4" — EM 2)ör, 
öß = (—38B — 3E"s — E’’NÖr, 
= 2Ey — ENT, 
66 = — E’Ö.Ör 
hinzufügen. 


Die gesuchten Differentialinvarianten sind Lösungen des vollstän- 
digen Systems: 


ER of 
— —=h, a 0, 


rer r+tall + ap + 


+2 + 655 = 0, 


z2E 489 1 4g2 IT + 6r: Dr Bsdh + el 1=0, 
of Eu 2 = 

das zwölf unabhängige Veränderliche enthält und aus fünf unabhängigen 
Gleichungen besteht, weil die eine fünfreihige Determinante der zugehöri- 
gen Matrix den Wert z* besitzt. Hieraus ergibt sich einerseits, daß sich 
jede invariante Differentialgleichung dritter Ordnung als eine Relation 
zwischen Differentialinvarianten darstellen läßt, andererseits, daß die Zahl 
der unabhängigen Differentialinvarianten dritter Ordnung gleich: 


122 —5=7 
ist. 
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Hieraus ziehen wir den Schluß, daß die acht Größen (N) durch eine fı21 
und nur durch eine identische Relation: 


W(u,r, 3,02, 4,0 vet 


u? 
verbunden sind. 


86. Jetzt können wir eine allgemeine Integrationstheorie für alle 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung entwickeln, die unsere 
Gruppe gestatten. 


Liegt in der Tat eine invariante partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung vor, so können wir sie nach den früheren Auseinandersetzungen 


auf die Form: | 
LEUTE Fe NE, 


bringen. Sodann lösen wir diese Gleichung nach u oder v, etwa nach 
v auf: 


v = TV (u,v, u) 


und berechnen die Differentialquotienten v, und v,. In dieser Weise gelingt 
es, aus der identischen Gleichung: W = 0 eine Relation von der Form: 


II(u,v,u, Un; ay—u 


abzuleiten. Hiermit ist es uns gelungen, die Bestimmung von u als Funk- 
tion von u und » auf die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung, also auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurück- 
zuführen. 


Es liegt in der Natur der Sache, daß sich über die Integration von 
JT = nichts besonderes sagen läßt, da // eine ganz beliebige Funktion 
von seinen fünf Argumenten ist. Setzen wir aber voraus, daß die Integra- 
tion von: /7 = 0 schon geleistet ist, so gestattet uns die zugehörige Inte- 


gralgleichung: 
5 € u— Ulu»)=0, 


zusammen mit der vorgelegten Gleichung: 2 = 0, auch die Größe v als 
Funktion von u, » zu berechnen: ® = V (u, »). 


Die beiden in dieser Weise gefundenen Gleichungen: 
u— Ulu»v) =0, v—V (ur) =0 
liefern aber nach Substitution der Werte: [122 


as Br er, RR 
u=%y, BE w— 23 B) ee 
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die beiden partiellen Differentialgleiehungen zweiter Ordnung: 


a ©: j 7 “ 
ar -Uy,d)=0, --7y,2)=0, 
die gemeinsame Integralflächen haben und sogar ein Involutionssystem 
zweiter Ordnung bilden. Daher läßt sich die Bestimmung der gemeinsamen 
Integralflächen (vgl. 5. 71—81 [hier S. 336—345]) durch die Integration . 
gewöhnlicher Differentialgleichungen leisten. 


Gestattet daher eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in 
x, Yy, 2 die unendliche Gruppe: 


ee 


so verlangt ihre Integration nur die sukzessive Integration von drei gewöhn - 
lichen simultanen Systemen. 


87. Entsprechende Theorien lassen sich entwickeln für beliebige Sy- 
steme partieller Differentialgleichungen in x, y, 2, die unsere Gruppe ge- 
statten. Wir beschränken uns auf die folgenden einfachen Bemerkungen. 


Wir wollen annehmen, daß ein Involutionssystem dritter Ordnung: 
een y 2-0 u 


vorliegt, das unsere unendliche Gruppe gestattet. Nach unseren früheren 
Auseinandersetzungen können wir mit Sicherheit schließen, daß dieses 
Gleichungssystem auf die Form: 

D,(u,v,u,v, Un Ui, d)=0, Dd—0 


u 


gebracht werden kann. Erinnern wir uns nun überdies der identischen 
Relation: W = 0, so sehen wir, daß die beiden Größen u und v als Funk- 
tionen von u und » durch drei partielle Differentialgleichungen erster [123 
Ordnung: 

eu Be) Wü 


bestimmt sind. Wir finden daher (vgl. S. 82 u. ff. [hier S. 345 ff.]) die 
Größen u und v als Funktionen von u und » durch Integration gewöhn- 
licher Differentialgleichungen. Sodann behandeln wir die gefundenen 
Integralgleichungen: 


ae nr 


wie im vorigen Beispiele. 
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88. Ist nur eine Gleichung dritter Ordnung vorgelegt, die unsere 
Gruppe gestattet, etwa die Gleichung: 


PH Eh, 
so bringen wir sie auf die Form: 


Q(u,v,u,v, u ,U,, v,v)=0, 


u? 


fügen sodann die Gleichung: W=0 hinzu und müssen nunmehr das In- 
volutionssystem erster Ordnung: 


9 Wen 


mit den beiden unbekannten Funktionen u und v integrieren. Durch zwei- 
malige Differentiation und Elimination von v ersetzen wir dieses Involu- 
tionssystem erster Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen durch ein 
einziges Involutionssystem dritter Ordnung mit der einzigen Funktion u: 


9 (WU U.) 0, =. 


89. Um das hiermit erhaltene Resultat zu verallgemeinern, stelle ich 
die folgenden Überlegungen an. 


Ein Involutionssystem in den Veränderlichen x, y, 2 besitzt mehrere 
charakteristische Zahlen, unter denen aber eine ganz bestimmte, die ich 
mit & bezeichne, ohne Vergleich die wichtigste ist. Diese Zahl w, die ich 
als die Klasse des Involutionssystems bezeichne, definiere ich folgender- 
maßen: 


Liegt in den Veränderlichen x, y, 2 ein Involutionssystem m-ter Ord- [124 
nung vor, so ist die Differenz zwischen der Zahl der Differentialquotienten 
(m + q)-ter Ordnung und der Zahl der durch Differentiation hervorgehenden 
unabhängigen Differentialgleichungen (m -- g)-ter Ordnung immer dieselbe, 
gleichgültig, ob q gleich oder größer als Null ist. Diese Zahl bezevchne ich 
mit o und nenne sie die Klasse des Involutionssystems. 


Benutze ich diese Terminologie, so ergeben die Entwickelungen des 
Kapitels II, sozusagen unmittelbar, den folgenden Satz: 


Theorem. Wenn die Klasse eines Involutionssystems in den V eränder- 
lichen x, y, 2 gleich Null oder 1 ist, so läßt sich. die Erledigung des Involu- 
tionssystems auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurückführen. 


90. Wir können aber jetzt auch noch den folgenden allgemeinen Satz 
aufstellen: 
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Theorem. Gestattet ein Involutionssystem &-ter Klasse die unendliche 
Gruppe: 


so läßt es sich immer zurückführen auf ein Involutionssystem (o — 1)-ter 
Klasse, verbunden mit einem Involutionssystem erster Klasse. 


Nach unseren früheren Auseinandersetzungen gilt genau dasselbe für 
Involutionssysteme, die die unendliche GruppeZ (2) (Of: 22) gestatten. In 
der Tat: das soeben formulierte Theorem ist nur ein spezieller 
Fall eines allgemeinen Theorems, das sich auf alle Involu- 
tionssysteme in beliebig vielen Veränderlichen und ebenso 
auf alle unendlichen Gruppen ausdehnen läßt. 


In dieser Abhandlung beschränken wir uns aber auf spezielle Fälle 
dieser allgemeinen Theorie, die wir an anderen Stellen eingehend ent- 
wickeln wollen. 


91. Betrachten wir jetzt partielle Differentialgleichungen, die die 
Gruppe: ö 
| S(a)z,t or 
gestatten. 

Hier hat die zweimal erweiterte infinitesimale Transformation die 
Form: 

0 ! 'y [24 0 
enden - 142 - (2s’r +) 
' 0 ‚ [77 0 
-e+ms lit nd. [125 


Es sind daher die Differentialinvarianten zweiter Ordnung die Lösungen 
des vollständigen Systems: 


er of 
Era ey 


of 
p 


das heißt, sie sind Funktionen von: 


u. 


U), Bor 


P >> + 0, a2. +s5,=0, 


2 und: s:7pq. 


Hieraus schließen wir, daß die invarianten Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung durch die allgemeine Formel: 


s:pg= pl) 
dargestellt werden. 
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Hier ergeben die auf 5.113 u. ff. [hier S. 371 £f.] entwickelten Methoden 
die beiden intermediären Integrale: 


Bay, : 02 ‚ —/c z 0 ’ 
e/Pi 5, Ale), ee =B(y), 


woraus durch Quadratur die allgemeine Integralgleichung: 


ef" a2 = Ale) + By) 


e 


hervorgeht. 


92. Unsere Gruppe hat vier Differentialinvarianten dritter Ordnung, 
die wir mit: | 
A Pe a FRE FO 
bezeichnen; ferner sieben Invarianten vierter Ordnung. Da nun aber: 


MU DOU,U,D,U 


4? 2 Ba TE ee; 


solche Invarıanten sind, so besteht eine identische Relation: [126 


W(u,v,u,v, Us U, ® 


wu? 


v)=). 


Liegt nun irgend eine invariante Differentialgleichung dritter Ord- 
nung vor, so bringen wir sie zunächst auf die Form: 


Olu,»,uv) =0 


und schaffen sodann aus W = 0 etwa die Größe v weg. Hierdurch erhalten 
wir zur Bestimmung von u als Funktion von u und » eine partielle Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung. Ist diese integriert, so bilden die beiden 
in dieser Weise erhaltenen Differentialgleichungen dritter Ordnung: 


u Va) 0 0 Van 


ein Involutionssystem dritter Ordnung, zweiter Klasse. 

Um nun eine weitere Reduktion zu erreichen, verwerten wir den Um- 
stand, daß die bekannte Gruppe zwei uns bekannte unendliche Unter- 
gruppen enthält, nämlich die Gruppen: 


e 7 
5L und: ny)zl, 


die überdies alle beide invariante Untergruppen sind. 


| Infolgedessen gelingt es uns, sogar auf zwei verschiedene Weisen, 
unser Involutionssystem zweiter Klasse auf ein System erster Klasse, also 
auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurückzuführen. Indem wir uns 
an dieser Stelle mit diesem Resultate begnügen, gehen wir auf die Frage, 
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ob die gefundenen gewöhnlichen Differentialgleichungen besondere Ver- 
einfachungen gestatten, gar nicht ein. 


93. Durch Weiterführung dieser Betrachtungen erhält man den Satz: 


Theorem. Gestattet ein Involutionssystem n-ter Klasse in x, y, 2 die 
unendliche Gruppe: 


2 
JOH LIE 


so läßt es sich zurückführen auf ein Involutionssystem (n — 2)-ter Klasse 
und gewöhnliche Differentialglevenungen. 


Ähnliche Betrachtungen zeigen, daß dieser Satz auch für solche [127 
Involutionssysteme in &, y, 2 besteht, die die unendliche Gruppe: 


Ken 
gestatten. 
Gestattet andererseits ein Involutionssystem n-ter Klasse in «x, y, 2 
die unendliche Gruppe: 


tn rel 


mit mehreren bekannten invarıanten Untergruppen, so läßt sich unser 
Problem zurückführen auf die Integration eines Involutionssystems 
(n — 3)-ter Klasse, und so weiter. 

Wie groß die mögliche Erniedrigung ist, beruht eben in jedem Falle auf 
der Zahl der willkürlichen Funktionen, die in der bekannten unendlichen 
Gruppe auftreten, präziser gesagt, auf den Klassenzahlen der Definitions- 
glevchungen der betreffenden Gruppe. 


94. Denken wir uns andererseits, daß ein Involutionssystem in x, y, z 
vorliegt, das eine unbekannte Gruppe von Berührungstransformationen 
gestattet, so stellt sich zunächst die Frage, wie man diese Gruppe in ein- 
fachster Weise bestimmt. Zur allgemeinen Erledigung dieser Frage muß 
man zuerst alle Gruppen auf kanonische Formen bringen. Meine allge- 
meinen Theorien gestatten, wie längst von mir angegeben, alle diese 
Probleme rationell zu erledigen. 

Alle Entwickelungen dieser Abhandlung beruhen, explizite oder im- 
plizite, auf meiner allgemeinen Transformationstheorie. In meiner näch- 
sten Arbeit, deren Inhalt ich übrigens schon seit längerer Zeit dieser Ge- 
sellschaft mitgeteilt habe, versuche ich, die Frage, wie man den Gruppen- 
begriff in rationeller Weise für die Theorie der Differentialgleichungen ver- 
wertet, ganz allgemein zu behandeln. Kann auch davon nicht die Rede 
sein, diese Frage in definitiver Weise zu erledigen, so wage ich doch zu be- 


384 IX. Zur allg. Theorie der part. Diffgl. belieb. Ordn. Leipz. Ber. 1895 


haupten, daß meine allgemeinen Resultate die Aufmerksamkeit der Mathe- 
matiker verdienen. 

95. In meinen Vorlesungen im Wintersemester 1893—1894 illu- [128 
strierte ich die Theorien des letzten Kapitels durch einige weitere Beispiele. 
Zwei unter meinen Zuhörern, nämlich die Herren Beudonund Williams, 
werden wahrscheinlich versuchen, die von mir skizzierten Theorien, auf 
die die Jablonowskische Gesellschaft inzwischen die Aufmerksamkeit 
gelenkt hat, zu verwerten.!) 


1) In einer bald erscheinenden Arbeit gebe ich eine ausführlichere Darstellung 
meiner längst veröffentlichten Bestimmung aller Flächen, die eine kontinuierliche 
projektive Gruppe gestatten. Ich sehe mich dazu veranlaßt, da es sich gezeigt 
hat, daß Mathematiker, die sich für diese Untersuchung interessieren, nicht dazu 
imstande gewesen sind, einige von mir unterdrückte einfache Rechnungen auf 
eigene Hand zu reproduzieren. (Vgl. Archiv for Math.... Bd. VII, Christiania 1882 
fd. Ausg. Bd. V, Abh. VII], sowie Theorie der Transfgr. Bd. III, Leipzig 1893.) 


X. 
Zur Geometrie einer Mongeschen Gleichung. F 


Leipz. Ber. 1898, Heft I, II, ausgegeben 6.7.1898, S.1,2. Vorgelegt in der Sitzung 
vom 10. 1. 1898. 


1. Eine Mon gesche Gleichung: 
He, us de:dy:d)=0 


hat immer oo” viele Integralkurven, und zwischen allen Integralkurven 
einer bestimmten Mongeschen Gleichung bestehen, wie ich oft hervor- 
gehoben habe, viele Beziehungen, deren Inbegriff als eine Geometrie 
der Mongeschen Gleichungen aufgefaßt werden kann. Diese Geo- 
metrie umfaßt die Kurvengeometrie einer vorgelegten Fläche: 
w(x, y,2) = als speziellen Fall; denn die Kurven dieser Fläche erfüllen 
sämtlich die lineare Mongesche Gleichung: 


w,dz + w,dy + w,dz =. 


In meinen Vorlesungen habe ich bei vielen Gelegenheiten gezeigt, 
daß der Satz von Meusnierin der Geometrie einer Mongesche Gleichung 
sein Analogon hat. In der folgenden Note werde ich diese wichtige Be- 
merkung im einzelnen durchführen. Dabei sehe ich aus naheliegenden 
Gründen von der Gleichung: 

da? + dy +d?=0 
der Minimalkurven ab. 


2. Wir benutzen die Bogenlänge s einer Kurve als unabhängige Ver- 
änderliche und setzen: 


de ER ge’ u AR ' RE ak Zn gr’ 
BR: 4477.49 d8:.00 ein: 


Sodann erhalten wir durch Differentiation der vorgelegten Gleichung: 
Kaya;aıyır) =0 
die Differentialgleichung: 
a Hy He HH HE = 0, 2 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. 1V 25 
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die wir mit der Größe: 
Ver year Vet 


dividieren. Setzen wir hier noch: 
1 
Ve’: en y’2+ gt’ 2 
fr 2’ + fy y” + fr u 
VE+hy+R.-Vetrutre? 
so erhalten wir unmittelbar die angekündigte Formel: 
VRatyst: 
fe +fY +lz?’ 
die ganz dieselbe Form besitzt, wie eine wohlbekannte Formel der Flächen- 
theorie. 


9 


— sin®, 


R=-—sın®. 


3. In dieser Formel ist R der Krümmungsradius einer Integralkurve, 
© ıst der Winkel zwischen der Oskulationsebene der Kurve und der Ebene, 
die den Elementarkegel der Mongeschen Gleichung längs der Kurven- 
tangente berührt. 


Diese Formel wird illusorisch, wenn: 
fa® + Tyy’ + 12 = 0 


ıst, das heißt, wenn die Mongesche Gleichung die Form: 
0=f/=F(r,y',2,y2— y'2, 20% — 2x, 2y’— «y) 


besitzt und also einen Linienkomplex definiert. In diesem Falle ist aber 
auch © = 0, und R hat daher die unbestimmte Form: 
Y; 
0 

Selbstverständlich sehen wir von den evidenten analytischen Aus- 
nahmefällen ab. Mit dieser selbstverständlichen Begrenzung dürfen wir 
sagen, daß die Krümmungsmittelpunkte aller Integralkurven 
mit einem gemeinsamen Linienelemente auf einem Kreise 
liegen. 


R= 


Jedem Linienelemente einer Mongeschen Gleichung: f = 0 ist somit 
ein Kreis zugeordnet. 


xl. 


Über Berührungstransformationen 113 
und Differentialgleichungen. 


Leipz. Ber. 1898, Heft III, IV, ausgegeben 5. 8. 1898. S.113—180. Vorgetragen 
in der Sitzung vom 7. 2. 1898, das Manuskript eingeliefert am 6. 6. 1898. 


1. In meinen ersten geometrischen Untersuchungen über Differential- 
gleichungen, die in den Verhandlungen der Ges. d. Wiss. zu Christiania 
1869 —1872 skizziert wurden!), führte ich mehrere Begriffe ein, die sich 
später als sehr nützlich gezeigt haben. Ich denke hier in erster Linie an 
die Begriffe: Element einer (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit des 
n-fachen Raumes, Berührungstransformation, charakteristische Kurve 
und charakteristischer Streifen einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung, qg-dimensionale Integralgebilde einer partiellen Differen- 
tialgleichung (erster Ordnung) mit mehr als q + 1 Veränderlichen, semi- 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung, Berührungstransformation 
zweiter und höherer Ordnung. 

Ich dehnte diese Untersuchungen auch auf partielle Differential- 
gleichungen höherer Ordnung und Systeme Pfaffscher Gleichungen aus, 
beschränkte mich aber damals auf ganz knappe Andeutungen, die ich im 
Laufe der Jahre in gedruckten Schriften nur unvollständig durchgeführt 
habe. 

Wenn ich in neuerer Zeit diese Untersuchungen wieder aufgenommen 
habe und jetzt beabsichtige, meine alten Ideen im einzelnen durchzu- 
führen und den Mathematikern vorzulegen, so liegt das in erster Linie 
daran, daß der Wert der Mannigfaltigkeitsbetrachtungen und der synthe- 
tischen Räsonnements in den letzten Jahren richtiger als früher be- 
urteilt wird. | 

2. Schon im Jahre 1872 lenkte ich die Aufmerksamkeit auf partielle 
Differentialgleiehungen erster Ordnung: 


PET ENDE Base Be, 


deren o0?*”-3 charakteristische Streifen sich derart in Scharen anordnen 
lassen, daß die Streifen jeder Schar denselben Punktort haben. Hierher 


1) [d. Ausg. Bd. I, Abh. IV, IX, XI, XII; Bd. III, Abh. I, II, V.] 
25* 
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gehören in erster Linie diein den plinearen Differentialgleichungen, die [114 
oo” 1 charakteristische Kurven haben, unter denen jede für 00%"? charak- 
teristische Streifen den gemeinsamen Punktort liefert. Die linearen Diffe- 
rentialgleichungen sind aber keineswegs die einzigen, welche die bespro- 
chene Eigenschaft haben. 

Unter den Gleichungen: W = 0, die sämtlich o0?*-3 charakteristi- 
sche Streifen besitzen, gibt es einige, die oo” charakteristische Kurven 
besitzen, andere mit o0**+1! charakteristischen Kurven, und so weiter. Es 
ist nun zunächst meine Absıcht, eine vollständige Theorie für diese Diffe- 
rentialgleichungen, dieichals quasilinearoderpseudolinearbezeichne, 
zu entwickeln. 

Die Theorie der quasilinearen Differentialgleiehungen steht in ge- 
nauestem Zusammenhange, ja deckt sich gewissermaßen mit der Theorie 
der Pfaffschen Systeme. 

Es hat sich andererseits ergeben, daß jedes System partieller Diffe- 
rentialgleichungen m-ter Ordnung mit beliebig vielen unabhängigen und 
abhängigen Veränderlichen sich in gewissem Sinne auf pseudolineare 
Differentialgleichungen erster Ordnung miteinereinzigenunbekann- 
ten Funktion zurückführen läßt. 

Mit diesem allgemeinen Satze, den ich unserer Gesellschaft im Januar 
dieses Jahres mitgeteilt habe, steht eine von mir schon im Jahre 1895 
angekündigte rationelle Klassifikation aller Integrationsprobleme ın 
Verbindung. 


Kapitel Il. 


Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung in n Veränderlichen 
und mit 00” Charakteristiken. 


3. Wir wollen annehmen, daß die Punktkoordinaten: 
BR RR A A 
zweier n-dimensionaler Räume durch n — 1 unabhängige Gleichungen: 
(1) "Glan 1 ni AR tens 


verbunden sind. Wir setzen dabei ausdrücklich voraus, daß sich aus diesen 
n — 1 Gleichungen keine Relation zwischen den x allein und auch keine 
Relation zwischen den X allein ableiten läßt. Alsdann ist es immer mög- 
lich, unser Gleichungssystem nach n — 1 passend gewählten Größen x, [115 
und ebenso nach n — 1 Größen X aufzulösen. 

Deuten wir für einen Augenblick die Größen X als Parameter, die x 
dagegen fortwährend als laufende Koordinaten des Raumes (z),so bestimmt 
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unser Gleichungssystem unendlich viele Kurven k im Raume der x, und 
wir können offenbar sagen, daß es jedem Punkte: 


X = Ay, An = An 


des Raumes (X) eine ganz bestimmte Kurve k zuordnet, nämlich die 
. Kurve: 


(2) Bali, Days en pr Ars Ägse nn An) = 0 k=1,2,...n-1). 


Dementsprechend dürfen wir sagen, daß unser Gleichungssystem 
jedem Punkte: 
S L% = (Ay, :: In >= An 
des Raumes (x) eine ganz bestimmte Kurve K des Raumes (X) zuordnet, 
die durch die Gleichungen: 


Galllır a 0.00: Oi ins eben en (k=1,2,...,n-1) 


definiert wird. 


4. Da die Gleichungen (2) der Kurven k gerade n willkürliche Para- 
meter enthalten, so kann die Anzahl der Kurven k nicht größer als oo” sein. 
Und da die Gleichungen (2), wie wir ausdrücklich angenommen haben, 
nach n — 1 passend gewählten Parametern aufgelöst werden können, so 
gibt es mindestens o0”-1 verschiedene Kurven k. Eine analoge Über- 
legung zeigt uns, daß auch die Zahl der Kurven K höchstens gleich oo” 
und mindestens gleich 00”! sein muß. 


Von vornherein sind also vier verschiedene Fälle denkbar; wır kön- 
nen aber nachweisen, daß zwei unter diesen vier Fällen nie eintreten kön- 
nen. Präziser gesagt, wir können beweisen, daß die Anzahl der Kurven k 
immer gleich der Anzahl der Kurven K sein muß. 

Ordnen in der Tat unsere Gleichungen (1) den o0* Punkten (x) n-fach 
unendlich viele verschiedene Kurven K zu, so gehen, eben weil die K den 
Raum (X) ausfüllen sollen, durch jeden Punkt: X, = 4, einfach unend- 
lich viele Kurven K. Eine jede unter diesen oo! Kurven hat im Raume 
der (x) einen bestimmten Bildpunkt, und der Ort dieser oo! Bildpunkte 
ist grade die Kurvek, die dem Punkte: X,—= A, zugeordnet ist. Wäre [116 
nun die Anzahl der Kurven %k kleiner als 00", so wäre jede Kurve k un- 
endlich vielen Punkten: X, = A, zugeordnet, und dann wäre wiederum 
jeder Punkt einer k der Bildpunkt von unendlich vielen Kurven K. Hier- 
mit würden wir aber auf Widerspruch geführt, und also zieht die Annahme, 
daß unser Gleichungssystem in einem Raume oo” verschiedene Kurven 
bestimmt, mit Notwendigkeit nach sich, daß auch im anderen Raume oo" 
verschiedene Kurven auftreten. 
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Das hiermit erhaltene Resultat gibt den 
Satz 1. Kann das (n — 1) -gliedrige Glevchungssystem: 


Dr en Are (k=1,2,...,n—1) 


an den V eränderlschen: 
I; .. .. Ins De Cuer} ., Au 


nach n — 1 Größen x und gleichzeitig nach n — 1 Größen X aufgelöst werden, 
so ordnet es jedem Punkte des Raumes (x) und gleichzeitig jedem Punkte (X) 
eine Kurve im anderen Raume zu. Daber sind von vornherein zwei und nur 
zwei wesentlich verschiedene Fälle möglich: 

Es ist denkbar, daß den 0" Punkten (x) n-fach unendlich viele ver- 
schiedene Kurven des Raumes (X) und gleichzeitig den oo" Punkten (X) 
n-fach unendlich viele verschiedene Kurven im Raume (x) zugeordnet sind. 

Liegt dieser Fall nicht vor, so besteht in jedem Raume die betreffende 
Kurvenschar aus oo"! Kurven, unter denen jede einfach unendlich vielen 
Punkten des zweiten Raumes zugeordnet ıst. | 


Der hiermit abgeleitete Satz ist eigentlich nur ein spezieller Fall eines 
allgemeinen Satzes in unserer analytischen Theorie der Berührungs- 
transformationen. Da wir aber in dieser Abhandlung meistens synthe- 
tisch (das heißt, begrifflich) räsonnieren wollen, so erschien es zweck- 
mäßig, eine selbständige Begründung dieses Satzes vorauszuschicken. 


5. Im folgenden richten wir unsere Aufmerksamkeit auf den ersten 
unter den beiden besprochenen möglichen Fällen. Wir nehmen also an, 
daß ein Gleichungssystem: 


(1) Er cn RD EEE EN ER 1 (k=1,...,n0-1) 


vorliegt, das den Punkten (x) n-fach unendlich viele verschiedene Kurven 
K und gleichzeitig den Punkten (X) n-fach unendlich viele verschiedene [117 
Kurven %k zuordnet, wobei die Kurven jeder Schar eo ipso den betreffenden 
Raum ausfüllen. 


Jede Kurve k hat einfach unendlich viele Linienelemente z,,. . -, &.; 


dz,:da,:---: da,„, die durch die Gleichungen (1) zusammen mit den zu- 
gehörigen Differentialgleichungen: 


(3) Se day le OPr red (k=1,9,..,n—1) 
1 


Ö An 


bestimmt werden. Die Schar aller o0* Kurven k bestimmt also oo* +1 
Linienelemente, die wir mit dem gemeinsamen Symbole I bezeichnen 
wollen. 
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Eliminieren wir zwischen den 2n — 2 Gleichungen (1) und (3) die 
n Größen X,,...,X„, so erhalten wir ein System Mongescher Glei- 
chungen: 


(4) 1 RE RR Ra KR HE IA 


das die Schar aller o0*+! Linienelemente / definiert. Da sich die Glei- 
chungen: 9,(2, X)=0 nachn—1 Größen X auflösen lassen, so leuchtet ein, 
daß unser System Mongescher Gleichungen: f;,(z, dx) = 0 höchstens 
n— 1 und mindestens n — 2 unabhängige Gleichungen umfaßt. Und da 
es nach unseren ausdrücklichen Voraussetzungen oo”*+1 verschiedene 
Linienelemente I gibt, so besteht unser System Mongescher Glei- 
chungen: f;(z,dz) =0 sicher aus n—2 unabhängigen Glei- 
chungen. 

Durch genau dieselben Überlegungen erkennen wir, wenn wir die oo! 
Linienelemente einer Kurve K mit L bezeichnen, daß die 00" Kurven K ein 
(n — 2)-gliedriges Mongesches System: 


(5) BE are a 


erfüllen, das als analytische Definition der o0”+! Linienelemente L aller 
oc" Kurven K aufgefaßt werden kann. 


6. Es ist nun leicht nachzuweisen und für das Folgende sehr wichtig, 
daß die beiden soeben aufgestellten Mongeschen Systeme noch in anderer 
Weise begrifflich gedeutet werden können. 

Wählen wir in der Tat im Raume (x) zwei unendlich benachbarte 
Punkte mit den Koordinaten «,, beziehungsweise £,;, + d«,, und stellen wir 
das Verlangen, daß die beiden Bildkurven dieser Punkte, unter denen die 
erste durch die Gleichungen: 


rn nn Ara) a 
die benachbarte durch die Gleichungen: 
9,8, + 42, #4, Aa, Li) =0 Rei...,»-n) [118 


dargestellt wird, einander in einem gemeinsamen Punkte: X,,..., X, 
schneiden sollen, so finden wir die hierzu erforderlichen Bedingungs- 
gleichungen, indem wir zwischen den Gleichungen: 


In. 
Tr op r 
(6) IR, Ar=V, De (k=1,..,n-1) 
dien Größen X,,..., X, eliminieren. In dieser Weise erhalten wir aber 


grade das Mongesche System (4): denn die Gleichungen (6) sind mit 
den vereinigten Gleichungen (1) und (3) identisch. 
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Hiermit ist eine neue begriffliche Deutung des Mongeschen Systems 
(4) gefunden, und wir können daher den folgenden Satz aufstellen: 


Satz 2. Die 00" Kurven k sind Integralkurven eines ganz bestimmten 
(n — 2)-gliedrigen Mongeschen Systems: 


(4) has. dar due (=1,2,..,n—2). 


Dieses Glewchungssystem liefert andererseits die analytische Bedingung für 
das Schneiden zweier benachbarter Kurven K. 


t. Die oo” Kurven k sind selbstverständlich nicht die einzigen Inte- 
gralkurven des Mongeschen Systems (4). Stellen wir nämlich eine ganz 


beliebige Relation: | 
he ae. 4 es 


zwischen den & fest, so gibt es offenbar immer Integralkurven und zwar 
o0”=2 Integralkurven des Mongeschen Systems (4), die diese endliche 
Relation erfüllen. Unser Mongesches System hat daher oo* viele Integral- 
kurven, die wir mit dem gemeinsamen Symbole c bezeichnen wollen. 


Greifen wir unter allen diesen Integralkurven c eine bestimmte her- 
aus, die nicht der Schar der k angehört, so wird diese Kurve ce in jedem 
Punkte von einer bestimmten Kurve k berührt, und es läßt sich daher jede 
Integralkurve des Mongeschen Systems (4) als die Umhüllungskurve 
von oo! Kurven k auffassen. 

Liegt andererseits eine Schar, bestehend aus oo! Kurven k vor, so 
sind von vornherein zwei wesentlich verschiedene Fälle möglich. Es ist 
denkbar, daß unter diesen oo! Kurven k zwei benachbarte einander immer 
schneiden; alsdann haben diese Kurven eine Umhüllungskurve, die [119 
selbstverständlich eine Integralkurve des Mongeschen Systems (4) dar- 
stellt. Es ist aber auch denkbar, ja es ist sogar der allgemeine Fall, daß 
zwei benachbarte Kurven k unserer Schar einander nicht schneiden, und 
dann haben die oo! Kurven k eo ipso keine Umhüllungskurve. 


8. Zwischen den Integralkurven c des Systems (4) und den Integral- 
kurven © des Mongeschen Systems (5) können wir, und das sogar ın 
zwei verschiedenen Weisen, ein Entsprechen feststellen. 

Ist nämlich eine beliebige Integralkurve c des Systems: f; = 0 vor- 
gelegt, so ist jeder Punkt dieser Kurve der Bildpunkt einer Kurve K, und 
die hiermit bestimmten oo! Kurven K haben, wie wir wissen, immer eine 
Umhüllungskurve C, die wir als der Kurve c zugeordnet auffassen 
können. 

Es ist andererseits die gegebene Kurve c die Umhüllungskurve von 
oo! Kurven k, und die Bildpunkte dieser k erzeugen eine Integralkurve C’ 
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des Systems: F, = 0. Wir wollen zeigen, daß die beiden Integralkurven 
C und (’ identisch sind. 


Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich unmittelbar, wenn wir 
die angegebenen Konstruktionen analytisch durchführen. Besitzen die 
Gleichungen der Kurve c die Form: 


Ix — Milt,) RP 


so bestimmt das Gleichungssystem: 
(7) 9, Malle), RE AH EO  elı..,a-i) 


mit dem Parameter x, die oo! Kurven K, deren Bildpunkte auf der Kurve 
c liegen. Wir wissen, daß diese oo! Kurven K eine Umhüllungskurve Ü’ 
bestimmen, und wir finden diese Umhüllungskurve, indem wir x, zwischen 
den Gleichungen (7) und den entsprechenden Differentialgleichungen: 


(7) a 4 IR ne) —( (k=1,...,n-1) 


eliminieren. Da zwei benachbarte Kurven K der vorliegenden Kurven- 
schar einander immer schneiden, gibt diese Elimination nur n — 1 Rela- 
tionen zwischen den X, und diese Relationen definieren die gesuchte Um- 
hüllungskurve C. 


Wir werden zeigen, daß die Bestimmung der Kurve ©’ genau die- [120 
selben analytischen Operationen verlangt. Die Forderung, daß eine Kurvek 
die gegebene Integralkurve ce mit den Gleichungen: 


DE), 4, = Mt) 
berühren soll, findet ihren analytischen Ausdruck in den Gleichungen: 


[9a Mm;(%}); oe.) m„(%ı); Kr; ...o Xu) Per 0, 


(8) Ä 
| [423 + 3% mi(z,) —( (k=1,...,n—1), 


die mit den vereinigten Gleichungen (7) und (7’) identisch sind. Der Ort 0’ 
der Bildpunkte (X) aller Kurven k, welche die vorgelegte Kurve c be- 
rühren, ist daher wirklich die früher bestimmte Kurve (©. 

Das hiermit festgestellte Entsprechen zwischen den Integralkurven 
c desMongeschen Systems: f; = 0 und den Integralkurven C des Monge- 
schen Systems: F,—=0 besitzt offenbar die beiden folgenden Eigenschaften: 

Durchläuft ein Punkt (x) eine Integralkurve c, so umhüllt die diesem 
Punkte zugeordnete Kurve K die Bildkurve C der vorgelegten Kurve c. 
Durchläuft andererseits ein Punkt (X) die Kurve C, so umhüllt die dem 
Punkte (X) zugeordnete Kurve k die Integralkurve c. 
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9. Das vorliegende Entsprechen zwischen den Integralkurven c des 
Mongeschen Systems: f; = O und den Integralkurven C des Mongeschen 
Systems: F,=0 läßt sich als eine Transformation auffassen, die 
jedem Linienelemente ! des Mongeschen Systems: f; = 0 ein bestimmtes 
Linienelement Z des Mongeschen Systems: F, = 0 zuordnet. 

Aus den 2n — 2 Gleichungen (8), die durch die Substitution: 


Bam). nm (Et), Ba ame)... + Em) 


die Form: : 
9x (81; Lpye ee, Ins X, ... X.) ve 0, 
opr 29 X ua. 2,0 k=1,...,2-1) 
0% ÖX, On 


annehmen, lassen sich, wie wir wissen, durch Elimination der X, nur [121 
n—-2 Relationen zwischen den x, und den x; herleiten, nämlich die 
Gleichungen: ; ; 

OR RE A 00 RR 
Also bestimmen die obenstehenden Gleichungen die Größen: X,,...,X, 
als Funktionen der x und &’: 


(9) BO SC Be ee (=1,...,n). 


Die Form dieser Gleichungen zeigt uns, daß zwei Integralkurven c, und c, 
des Mongeschen Systems: f; =0, die einander berühren, im Raume 
der X zwei Integralkurven ©, und C', des Mongeschen Systems: F, = 0 
zugeordnet sind, die einander schneiden. Wir können aber einen Schritt 
weiter gehen und beweisen, daß Kurven: c,, Ca, C3, . ... mit einem gemein- 
samen Linienelemente Z im Raume der X Kurven: (,,0,,C3,... zu- 
geordnet sind, die ebenfalls ein gemeinsames Linienelement ZL haben. 


10. Da nämlich in den vorhergehenden Entwickelungen die kleinen 
und die großen Buchstaben überall vertauscht werden können, so bestehen 
auch Gleichungen von der Form: 


(10) I; END ET a 2 @=1,...,n). 
Erteilen wir nun den Größen &,,..., 3%, 82, ...,&n bestimmte 
Zahlenwerte, die selbstverständlich das Mongesche System: f; = er- 


füllen müssen, anders ausgesprochen: wählen wir ein bestimmtes Linien- 
element !, so erkennen wir zunächst durch Betrachtung der Relationen: 


’ 
Ka Pin ni a, 


daß die entsprechenden Werte der X, innerhalb passender Bereiche ein- 
deutig bestimmt sind. Tragen wir sodann die hiermit gefundenen Werte 
der X, in dien — 2 Gleichungen: F,=0 und in eine passend gewählte 
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Gleichung: 2,— y,; =0 ein, so erkennen wir ohne Schwierigkeit, daß 
auch die Zahlenwerte der Größen: X,,... ., X, innerhalb gewisser Bereiche 
eindeutig bestimmt sind. 

Wäre dies nämlich nicht der Fall, gehörten also zu allen oo! Linien- 
elementen (X, X’) eines bestimmten Punktes X von allgemeiner Lage die- 
selben Werte der n Größen x, so wäre die Beziehung zwischen den beiden 
Räumen weiter nichts als eine gewöhnliche Punkttransformation. Der |122 
Zusammenhang zwischen den Integralkurven ce des Mongeschen Systems: 
f; = 0 und den Integralkurven Ü des Mongeschen Systems: F, = 0 wird 
daher vermittelt durch 2n — 1 Gleichungen von der Form: 


(11) 


‚ L ’ 
[ = AR, “0.08 Ins T2, Tg; en 5) 5 
X = 4,T,, .0..|9 In» x, 2%, 02.02 09 2.) NE LE 


die eo ipso auch nach den z,, x; aufgelöst werden können. 

Das Gleichungssystem (11) bestimmt eine Transformation zwischen 
den oo”+1 Linienelementen ! des Mongeschen Systems: f; = 0 und den 
oo”+1 Jinienelementen L des Mongeschen Systems: F,=0. Diese 
Transformation der Linienelemente führt Integralkurven c des Systems: 
f; = ın Integralkurven des Systems: F,—=0 über; und offenbar gehen 
Integralkurven c mit einem gemeinsamen Linienelemente ! in Kurven C 
mit einem gemeinsamen Linienelemente L über. 


11. Wir fassen unsre bisherigen Ergebnisse in dem folgenden Satze 
zusammen: 
Theorem I. Ordnen n —1 vorgelegte Gleichungen: 


DAR In; Be, X) —( a 


den oo" Punkten des Raumes (x) n-fach unendlich viele ver- 
schiedene Kurven K zu, die den Raum (X) ausfüllen!), so ord- 
nen diese Gleichungen gleichzeitig den oo" Punkten (X) n-fach 
unendlich viele Kurven k zu, die den Raum (x) ausfüllen. Da- 
ber sind die Kurven k Integralkurven eines ganz bestimmten 
(n—2)-glviedrigen Mongeschen Systems: 


Hs A tee) 0 ES RR 


1) Die im Texte gemachte Annahme, daß die Kurven K den Raum X,,..., X = 
ausfüllen, deckt sich damit, daß die Gleichungen: g, = O0 nach n —1 Größen x 
aufgelöst werden können. Und die Annahme, daß es 00% verschiedene Kurven K 
gibt, zieht nach sich, daß die x durch keine Relation gebunden sind, daß also das 
Gleichungssystem: p, = 0 auch nach n — 1 gewissen X aufgelöst werden kann. 
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DIR. An AR Er ed (=1,. .,2-29) 
bestimmen. [123 


Unsere n—1 Gleichungen: 9, —=0 definieren eine Trans- 
formation zwischen den oo"+! Linienelementen | des Systems: 
f,=0 und den oo"+! Linienelementen L des Systems: F,—=0. 
Diese Transformation zwischen den Linienelementen | und L 
stellt gleichzeitig eın Entsprechen zwischen den Integral- 
kurven c des Systems: f;,=0 und den Integralkurven C des 
Systems: F,=0 fest. Und zwar können wir diese Linienele- 
menttransformation insofern als eine Berührungstransforma- 
tion auffassen, wie Integralkurven ce, die einander ın einem 
gemeinsamen Punkte berühren, ın Kurven Ü übergehen, die ın 
derselben Beziehung zu einander stehen. 


12. Eine Schar, bestehend aus oo! Integralkurven c des Systems: 
f; = 0, erzeugt eine zweidimensionale Punktmannigialtigkeit Ma 
des Raumes x. Die oo! zugehörigen Bildkurven Ü erzeugen ebenso eine 
zweidimensionale Punktmannigfaltiskeit M,, die dem Raume X an- 
gehört. 

Hierbei ist nun aber wohl zu bemerken, daß, sobald n > 3 ıst, keines- 
wegs jede zweidimensionale Punktmannigfaltigkeit des Raumes x von 
oo! Integralkurven c des Mongeschen Systems: f,;, = erzeugt wird. 
Zwischen zweidimensionalen (und überhaupt zwischen q-dimensiona- 
len) Punktmannigfaltigkeiten der beiden Räume, die von 
Integralkurven des zugehörigen Mongeschen Systems er- 
zeugt sind, stellt [dagegen] unsere Transformation der Linien- 
elemente eo ipso eine Beziehung fest, die im allgemeinen als eine 
endlichdeutige bezeichnet werden kann. 


Selbstverständlich hat diese Regel ihre Ausnahmen. Liegt zum Bei- 
spiel im Raume (x) eine zweidimensionale Punktmannigfaltigkeit vor, die 
von oo! Kurven k erzeugt wird, so ist die zugeordnete Punktfigur ım 
Raume (X) nieht zweidimensional, sondern eindimensional. Mit diesem 
besondern Falle werden wir uns später beschäftigen. 


Alle zweidimensionalen Punktmannigfaltigkeiten m,, die von oo! 
Integralkurven c des Systems: f; = 0 erzeugt sind, können als Integral- 
mannigfaltigkeiten eines Systems partieller Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit zwei unabhängigen und n— 2 abhängigen Veränderlichen 
definiert werden. 
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Jedes Linienelement ! des Raumes &,,..., 2%, liegt [nämlich] auf 
©0*-?2 zweidimensionalen Elementen. Es gibt daher: 


Bor, Ben [124 


zweidimensionale Elemente, die ein Linienelement / enthalten. Der n-fache 
Raum enthält aber im ganzen 003” -* zweidimensionale Elemente. In 
dieser Weise ergibt sich, daß die Mannigfaltigkeiten m, des Textes, die ja 
grade dadurch charakterisiert sind, daß ihre zweidimensionalen Elemente 
jedesmal ein Linienelement ! enthalten, durch: 


3n —4— (2?n —1)=n—3 


partielle Differentialgleichungen erster Ordnung vollständig defi- 
niert sind. 

Selbstverständlich können ebenso alle zweidimensionalen Punkt- 
mannigfaltigkeiten M, des Raumes (X), dıe von oo! Integralkurven Ü des 
Systems: F, = 0 erzeugt sind, in ähnlicher Weise definiert werden. 

Ist zum Beispiel n = 3, so wird n —3 = 0, und wirklich sind in die- 
sem Falle alle Flächen von Integralkurven erzeugt. 

Unsere Transformation (11) zwischen den Linienelementen / und L 
läßt sich daher auch als eine Transformation auffassen, die ein gewisses 
System partieller Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei un- 
abhängigen und n — 2 abhängigen Veränderlichen in ein ebensolches Sy- 
stem partieller Differentialgleichungen überführt. 


13. Wir bemerkten schon früher, daß man in ähnlicher Weise über- 
haupt zwischen q-dimensionalen Punktmannigfaltigkeiten unserer Räume 
die von Integralkurven des betreffenden Mongeschen Systems erzeugt 
sind, eine Beziehung feststellen kann. Ist dabeiqg <n — 1, so erhält man 
jedesmal eine Beziehung zwischen zwei Systemen partieller Differential- 
gleichungen. 

Eine (n — 1)-dimensionale Punktmannigfaltigkeit des Raumes (x) 
oder (X) ist eo ipso immer von Integralkurven des zugehörigen Monge- 
schen Systems erzeugt. Daher begründet das Entsprechen zwischen den 
Linienelementen / und L unmittelbar eine Beziehung, und zwar eine Be- 
rührungsbeziehung, zwischen allen (n — 1)-dimensionalen Punktmannig- 
faltıgkeiten unserer beiden Räume. Aus dieser Bemerkung fließt, sozu- 
sagen unmittelbar, eine einfache, synthetische Begründung meines all- 
gemeinen Satzes, daß ein Gleichungssystem: 9, = 0, das unsere Bedin- 
gungen erfüllt, immer eine Berührungstransformation bestimmt. 

Auf diese allgemeine Theorie, die wir an anderen Stellen ausführlich, 
wenngleich in analytischer Form, dargestellt haben, brauchen wir [125 
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beı dieser Gelegenheit nicht weiter einzugehen. Uns interessieren hier die- 
jenigen Gebilde, die bei unserer Berührungstransformation 
eine spezielle oder gar singuläre Rolle spielen. Durch Be- 
trachtung dieser Gebilde erkennen wir unter anderm, daß der Fall, daß 
unter den beiden Mongeschen Systemen: f;, =0 und: F,=(0 das eine 
oder alle beide aus lauter linearen Gleichungen in den Differentialen be- 
stehen, ein ganz besonderes Interesse darbietet. Mit diesem speziellen 
Falle werden wir uns später eingehend beschäftigen. 


14. Durchläuft ein Punkt (x) eine Integralkurve c des Systems: 
f; = 0, so umhüllt die zugeordnete Kurve K, wie wir wissen, eine Integral- 
kurve © des Systems: F,=0. Gleichzeitig aber beschreibt diese zu- 
geordnete Kurve K eine zweidimensionale Punktmannigfaltigkeit M, des 
Raumes (X). Zu jeder Integralkurve ce des Mongeschen Systems: f; = 0 
gehört somit eine bestimmte zweidimensionale Mannigfaltigkeit M,, und 
da es oo” viele Kurven c gibt, so ist auch die Zahl der Mannigfaltigkeiten 
M, gleich oo”. 

Alle in dieser Weise konstruierten Punktmannigfaltigkeiten M, haben 
eine gemeinsame Erzeugung: sie sind ja sämtlich von oo! Kurven K er- 
zeugt; und überdies wissen wir, daß je zwei benachbarte Kurven Ä einer 
M, einander schneiden. 

Es ist nicht schwer, zu erkennen, daß sich alle M, als die Integral- 
gebilde eines Systems partieller Differentialgleichungen mit zwei unab- 
hängigen und n— 2 abhängigen Veränderlichen definieren lassen. Indem 
wir dies beweisen, werden wir überdies finden, daß dieses System partieller 
Differentialgleichungen im allgemeinen nicht nur aus Gleichungen erster 
Ordnung besteht, sondern daß es auch Gleichungen z weiter Ordnung um- 
faßt. Es ergibt sich aber, daß dieses Gleichungssystem in einem beson- 
deren Falle, wenn nämlich das Mongesche System: f; =0 aus lauter 
linearen Gleichungen besteht, nur partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung umfaßt. 

15. Im n-fachen Raume mögen zwei benachbarte, sonst aber be- 
liebige Kurven & und 2” vorgelegt sein. Dann gibt es oo” viele zwei- 
dımensionale Punktmannigfaltigkeiten, welche diese beiden Kurven ent- 
halten, und zwei beliebige derartige Mannigfaltigkeiten berühren einander 
immer nach der Kurve &. Wir wollen sagen, daß die beiden benach- [126 
barten Kurven einen Streifen bestimmen, und daß die besprochenen zwei- 
dımensionalen Punktmannigfaltigkeiten diesen Streifen enthalten. 


Betrachten wir insbesondere alle oo" Kurven K und greifen unter 
ihnen zwei benachbarte heraus, so bekommen wir einen Streifen, den wir 
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beiläufig mit dem Symbole R, bezeichnen wollen. Eine einfache Ab- 
zählung zeigt uns, daß es: 


Bam. Oo Ne 


derartige Streifen R, gibt. 

Uns interessieren besonders solche Streifen R,, die von zwei ein- 
anderschneidenden benachbarten Kurven K begrenzt werden. Da jede 
K in jedem Punkte nur von einer benachbarten K durchschnitten wird, 
so gibt es entschieden nicht mehr als 00” +! derartige Streifen — wir be- 
zeichnen sie mit dem Symbole S, —, die von zwei benachbarten einander 
schneidenden Kurven K begrenzt werden. 


Immerhin ist es denkbar, daß die Zahl der Streifen S, kleiner als 
oor+1 werden kann. Dies wird eintreten, wenn die oo! Streifen, die von 
einer bestimmten K und [je] einer benachbarten, [diese schneidenden} 
K definiert werden, nicht unter einander verschieden sind. In diesem be- 
sonderen Falle gibt es nicht o0”*+!, sondern nur oo” Streifen S,. Dieser 
Fall tritt, wie wir später zeigen, wirklich ein, wenn die Gleichungen 
des Mongeschen Systems: f; =0 sämtlich auf die lineare Form ge- 
bracht werden können, anders ausgesprochen, wenn das Mongesche 
System: f;,=0 ein Pfaffsches System ıst. 


16. Wir wollen bis auf weiteres: 
N 1 N Zen Ned 


setzen; dann wird eine zweidimensionale Punktmannigfaltigkeit durch 
n — 2 Gleichungen: 


DEINEN nd ee) 
dargestellt. Für die partiellen Ableitungen erster Ordnung der Z, nach 
X und Y führen wir die gewöhnlichen Bezeichnungen: 


2: 2: 
PN De Be 0% 


ein. Jedes Wertsystem: 
DEE U RN: EURE EL LK RaRR 


bezeichnen wir, wie in älteren Arbeiten, als ein Element der be- [127 
treffenden zweidimensionalen Punktmannigfaltigkeit; und für 
derartige Elemente wollen wir das Symbol E, benutzen. Dabei sagen wir, 
daß zwei benachbarte Elemente E, mit den Koordinaten: 


X,Y,Z,,P,Q, und: X+4X,Y +4Y,2,+dZ,,B.+4P,,Q, +40. 
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vereinigt liegen, wenn die Bedingungsgleichungen: 
dZ,— P.dX —Q,.dY =0 K=T,.,.,n=3) 


erfüllt sind, anders ausgesprochen, wenn die beiden benachbarten Ele- 
mente derselben zweidimensionalen Punktmannigfaltigkeit angehören. 

17. Jeder Streifen R, enthält oo! Elemente E,, unter denen zwei be- 
nachbarte immer vereinigt liegen. Betrachten wir überhaupt alle oo?” -1 
Streifen R,, die von zwei beliebigen benachbarten Kurven K bestimmt 
werden, so ist die Zahl aller Elemente F,, die irgend einem Streifen R, 
angehören, scheinbar gleich: 


Sam ‚ol ag: 

eine einfache Überlegung zeigt aber, daß hierbei jedes Element E, un- 
endlich oft auftritt, und daß daher faktisch nur 00?” -! derartige Elemente 
FE, vorhanden sind. 

Nun aber gibt es im n-fachen Raum offenbar 00%” -*zweidimensionale 
Elemente: 

DD ET PRESSE, ERRTT 9 EN Fan 
Es ergibt sich daher, daß alle zweidimensionalen Punktmannigfaltıg- 
keiten: 
Ken, T..:.. 32 Na 


die einfach unendlich viele Integralkurven K des Mongeschen Systems: 


F, = 0 enthalten: 3n—4— Qan—1I)=n—3 


unabhängige partielle Differentialgleichungen erster Ordnung: 
vl, Y 2: a Bi Ai ed 
befriedigen. 

Hiermit sind aber diese zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten keines- 
wegs vollständig definiert.!) Setzen wir in der Tatn=3, soistn — 3 = 0, [128 
und daher erfüllen in diesem Falle die betreffenden Mannigfaltigkeiten, 
die faktisch Flächen des dreifachen Raumes darstellen, gar keine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung. Wenn aber im dreifachen Raume 
eine Kurvenschar, bestehend aus oo? Kurven, die den Raum ausfüllen, 
vorliegt, so lassen sich alle Flächen, die von oo! Kurven dieser Schar er- 


1) Vergleicht man die Entwickelungen des Textes mit den auf S. 124 [hier S. 397] 
‚angestellten Betrachtungen, so erkennt man, daß die im Texte aufgestellten par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung nur aussagen, daß die betreffenden 
zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten jedesmal von oo! Integralkurven des Monge- 
schen Systems: F, = 0 erzeugt sind. 
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zeugt sind, als die Integralflächen einer einzigen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung charakterisieren. 

Analoge Überlegungen, die wir aber nicht durchzuführen brauchen, 
zeigen, daß im n-fachen Raume X, Y,Z,,...,Z„-2 alle M,, die oo! 
Streifen R, enthalten, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die von oo! 
Kurven K erzeugt sind, dadurch vollständig definiert sind, daß sie n — 3 
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung und gewisse leicht an- 
gebbare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung befriedigen. 


18. Unter den zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten M,, die oo! 
Kurven K enthalten, interessieren uns, wie wir schon früher bemerkten, 
ganz besonders diejenigen Mannigfaltigkeiten M,, deren oo! Kurven K 
eine Umhüllungskurve haben, anders ausgesprochen, diejenigen zwel- 
dimensionalen Punktmannigfaltigkeiten M,, deren jede von oo! Streifen 
S, erzeugt wird. 

Sehon früher erkannten wir, daß es im allgemeinen oo”+! Streifen 
S, gibt, deren jeder oo! Elemente X, Y, Z,, P;, 9, enthält. Die Schar 
aller derartigen Elemente, die einer M, angehören, umfaßt daher ım all- 
gemeinen oo*+2 Elemente. Auf der anderen Seite enthält der Raum (X) 
00?"-4 zweidimensionale Elemente. Also befriedigen die Mannigfaltig- 
keiten M,, die oo! Streifen S, enthalten, im allgemeinen 2n — 6 und höch- 
stens 2n — 5 partielle Differentialgleichungen erster Ordnung: 


mir u. 9... Bde et. 


Es ist leicht, durch Betrachtung eines einfachen Beispiels, nachzu- 
weisen, daß diese Gleichungen erster Ordnung jedenfalls nicht immer die 
Mannigfaltigkeiten M, vollständig definieren. Es sei in der Tatn=3; 
dabei setzen wir ausdrücklich voraus, daß weder die Kurven k noch die 
Kurven K eine Pfaffsche Gleichung erfüllen. Alsdann gibt es (vgl. zum 
Beispiel Leipziger Berichte, 1897, S.724)!) vierfach unendlich viele 
Streifen S,, deren jeder einfach unendlich viele Elemente E, enthält. Die 
Elemente E, der Mannigfaltigkeiten M, erfüllen also gar keine partielle [129 
Differentialgleichung erster Ordnung. Und in der Tat ist ja auch im vor- 
liegenden Falle die früher bestimmte Anzahl: 


an —6 


der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung: ®, = 0 gleich Null. 

Im vorliegenden Falle erfüllen die Flächen M,, wie soeben hervor- 
gehoben, keine Gleichungen erster Ordnung, dagegen befriedigen sie zwei 
verschiedene partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, unter 


1) [d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, $ 2, nach Theorem IV.] 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 26 
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denen die eine ausdrückt, daß die Flächen M, von Kurven K erzeugt sind, 
während die andere aussagt, daß unter den erzeugenden Kurven K zwei 
benachbarte einander immer schneiden. Im vorliegenden Falle werden also 
die Mannigfaltigkeiten M, durch zwei partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung definiert. 


Hiermit ist nachgewiesen, daß im n-fachen Raume X, Y,Z,,..., 
Zn, die Mannigfaltigkeiten, die von oo! Streifen S, erzeugt sind, jedenfalls 
nicht immer durch ein System partieller Differentialgleichungen erster 
Ordnung definiert werden können. Es wäre leicht, überdies zu beweisen, 
daß auch fürn > 3 die Punktmannigfaltigkeiten M, immer als die Inte- 
gralgebilde eines Systems partieller Differentialgleichungen erster und 
zweiter Ordnung definiert werden können. Für uns ist es aber nicht not- 
wendig, hierauf ausführlich einzugehen. 


19. Ist n = 3, und ist die Mongesche Gleichung: 
Me,y,,,de:dy:dJ3 =d 
linear in den Differentialen dx, dy, dz, besitzt sie also die Pfaffsche Form: 
| 0 =/=4Ade+ Bäy + Oda, 
während die Mongesche Gleichung: 
III ANNO ARD 


nicht linear ist, dann gibt es (vgl. Leipziger Berichte, 1897, 5. 722) !) nicht 
oo4, sondern nur 00° Streifen S,. Die Elemente aller Flächen M, erfüllen in 
diesem Falle eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 


DI, T,2, 2,9, 


und die Flächen M, lassen sich gradezu als die Integralflächen dieser 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung definieren. 


Diese Theorie, deren Ursprung bis auf Lagrange und Monge [130 
zurückgeht, wenn sie gleich zuerst in meinen geometrischen Arbeiten zum 
Abschluß gebracht worden ist, können wir jetzt, wie früher von uns an- 
gekündigt wurde, auf n Dimensionen ausdehnen. Zu diesem Zwecke wol- 
len wir an passender Stelle die spezielle Annahme einführen, daß das 
Mongesche System: f,; = 0 aus lauter linearen Gleichungen besteht, an- 
ders ausgedrückt, daß unser System: f; = 0 ein Pfaffsches System ist. 
Wir beweisen, daß in diesem speziellen Falle die Zahl der Streifen S, nicht 
gleich oo*+1, sondern gleich: 


ooR 


1) [a. a. O., Satz 3.] 
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ist. Hieraus schließen wir, daß in diesem Falle die zweidimensionalen 
Punktmannigfaltigkeiten M, nicht 2n — 6, sondern: 


2n—5 
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung: 


BT Bee ea 


erfüllen, und noch mehr: wir erkennen, daß die M, dadurch vollständig 
bestimmt sind, daß sie alle Gleichungen: ®, = 0 befriedigen. 


20. Um die angekündigte Theorie in exakter Weise begründen zu 
können, wollen wir das früher besprochene Entsprechen zwischen den 
oo" +1 Linienelementen ! des Raumes (x) und den oo” +1 Linienelementen 
L des Raumes (X) genauer untersuchen; und dabei machen wir zunächst 
keinespeziellen Voraussetzungen über die Form der beiden Monge- 
schen Systeme: , =0 und: F,;,=0. 


Wir betrachten zwei zugeordnete Linienelemente ! und L; wir be- 
zeichnen die zu / benachbarten Linienelemente des Mongeschen Systems: 
f; = 0 mit !’, und die entsprechenden Linienelemente im Raume (X) mit L’. 
Es möge ferner der Punkt des Elementes I mit p, der Punkt eines Ele- 
mentes /” mit p’, und dementsprechend die Punkte der Elemente L und L’ 
mit P und P’ bezeichnet werden. Betrachten wir nun das Gebiet aller 
zu p benachbarten Punkte, so gehört zu jedem Punkte p’ dieses infinitesi- 
malen Gebietes nur ein zu ! benachbartes Linienelement !’, wohlbemerkt, 
wenn von infinitesimalen Größen zweiter Ordnung abgesehen wird. Dem- 
entsprechend gehört zu jedem Punkte P’ in der Umgebung von P nur ein 
zu L benachbartes Linienelement L’. 


Unsere Transformation zwischen den Linienelementen /’ und L’ [131 
bestimmt somit ein Entsprechen zwischen den Punkten p’, die in der Um- 
gebung des Punktes p liegen, und den Punkten P’, die der Umgebung des 
Punktes P angehören. Und das hiermit festgestellte Entsprechen 
zwischen den infinitesimalen Punktgebieten p’ und P’ ist eo 
ıipso projektiv. 

Die hiermit definierte projektive Transformation zwischen den beiden 
infinitesimalen Punktgebieten p’ und P’ ist aber keinereguläre, son- 
dern eine ausgeartete Transformation. Geht man nämlich von 
dem Punkte p des Linienelementes ! zu einem benachbarten Punkte p’ 
über, der auf der Geraden des Linienelementes 1 gelegen ist, anders aus- 
gesprochen, setzt man voraus, daß die beiden Linienelemente / und !’ ver- 
einigt liegen, so fallen die beiden Punkte P und P’ zusammen. 


26* 
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21. Um diese Schwierigkeit zu bewältigen, wollen wir aus dem in- 
finitesimalen n-dimensionalen Punktgebiete p’ ein kleineres Punkt- 
gebiet’ ausscheiden, das infinitesimal, eben und (n — 1)-dimensional 
ist, und im übrigen nur der Beschränkung unterworfen ist, daß es den 
Punkt p, nicht aber das Linienelement / enthalten darf. Es 
liegt nun auf der Hand, daß zwei verschiedene Punkte x’ immer zwei 
verschiedene Bildpunkte //’ in der Umgebung des Punktes P haben 
werden. Also ist auch das infinitesimale Punktgebiet //’ eben und (n — 1)- 
dimensional, und zwischen den beiden infinitesimalen ebenen und (n — 1)- 
dimensionalen Punktgebieten x’ und /Z’ besteht eo ipso eine projektive 
Beziehung, die nicht ausgeartet, sondern regulär ist. Wir fügen 
ausdrücklich hinzu, daß das (n — 1)-dimensionale Punktgebiet IT’ das 
Linienelement L nicht enthalten kann, weil das zugeordnete Gebiet 
des Raumes (x) sonst nur (n — 2)-dimensional wäre. 


Der hiermit abgeleitete Satz gibt uns eine feste Grundlage für die 
folgenden Entwickelungen dieses Kapitels. In dieser Weise ergibt sich in 
erster Linie die für das Folgende fundamentale Bemerkung, daß drei be- 
nachbarten und getrennten Linienelementent) /, /’ und !’’, die in dem- 
selben zweidimensionalen Elemente e, enthalten sind, im 
Raume der X drei getrennte Linienelemente ZL, L’ und L’” zu- 
geordnet sind, die ebenfalls in einem zweidimensionalenEle- 
mente, enthalten sind. Hieraus folgt unmittelbar, daß drei Ele- [132 
menten: I, /’ und !”’, die nicht in einem zweidimensionalen Elemente e, 
enthalten sind, im anderen Raume drei Linienelemente L, L’ und L’” zu- 
geordnet sind, die auch nicht in einem zweidimensionalen Elemente ent- 
halten sind. 


Wir fassen diese Tatsachen zusammen, indem wir sagen, daß die 
vorliegenden Beziehungen zwischen den Linienelementen ! und L der 
beiden Räume unmittelbar ein Entsprechen zwischen allen 
zweidimensionalen Elementen e, die ein Linienelement | 
enthalten, und allen Elementen E,, die die entsprechenden 
Linienelemente L enthalten, liefert. 

Es wird sich aber zeigen, daß dieses Entsprechen unter 
Umständen unendlichdeutig sein kann. 


22. Im Raume (x) nehmen wir zwei unendlich benachbarte Punkte p 
und p’, deren Koordinaten die Werte x, und &,.+ dx, haben mögen; 
diesen Punkten sind im anderen Raume zwei benachbarte Kurven X und 


1) Um die Sprache zu erleichtern, erlaube ich mir, benachbarte Linienelemente, 
die nicht vereinigt liegen, als getrennt zu bezeichnen. 
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K’ zugeordnet, und diese Kurven schneiden einander, wenn, wie wir an- 
nehmen wollen, die Gleichungen: 


a a Ei Terre 3 li) =1,..,n—2) 


sämtlich erfüllt sind, anders ausgesprochen, wenn das Linienelement 
pp’ ein Element ist. 


Die beiden benachbarten, einander schneidenden Kurven K und K’ 
definieren einen Elementstreifen X K’ mit einfach unendlichen vielen Ele- 
menten R,. 

Wir wollen die zugeordneten zweidimensionalen Elemente e, des 
Raumes (x) bestimmen. | 

Durch den Punkt p gehen oo! Linienelemente !, und die zugeordneten 
Linienelemente L sind grade die Elemente der Kurve K, deren Bildpunkt 
p ist. Dementsprechend sind die Linienelemente L’ der Kurve K’ den oo! 
Linienlementen ! des Punktes p’ zugeordnet. Lassen wir insbesondere I 
und /’ benachbarte Linienelemente bezeichnen, so sind auch die zugeord- 
neten Linienelemente L und L’ unendlich benachbart. Alsdann bestimmen 
! und !’ ein zweidimensionales Element e,, und ebenso gehören L und L’ 
einem zweidimensionalen Elemente an, und zwar einem Elemente %, des 
Streifens KK’. Den oo! Elementen des Streifens KK’ sind so- 
mit im Raume (z) oo! zweidimensionale Elemente zugeordnet, 
deren jedes das Linienelement pp’ und gleichzeitig ein ge- 
wisses anderes durch p gehendes Linienelement / enthält. 


23. Hier zeigt es sich nun deutlich, daß der Fall, daß unser [133 
Mongesches System: 


ren Ins dT,:---:d%,) —( 


aus lauter linearen Gleichungen besteht, eine besondere Rolle spielt. In 
diesem Falle bilden nämlich alle durch p gehenden Linienelemente / ein 
ebenes Büschel, zu dem auch das Element pp’ gehört, und es gibt daher nur 
ein zweidimensionales Element Ill’, obgleich oo! Linienelemente ! durch 
den Punkt p gehen. 


Wir notieren dieses erste Resultat als Satz: 


Theorem II. Besteht das Mongesche System: f;(x, da)=0 aus 
lauter linearen Gleichungen, und bilden infolgedessen alle oo! 
durch einen Punkt‘p gehenden Linienelemente | ein ebenes 
Büschel, so haben die oo! zweidimensionalen Elemente E, eines 
Streifens, der von zwei benachbarten, einander schneidenden 
Kurven K und K’ gebildet wird, im Raume der (x) nur ein zu- 
geordnetes zweidimenstonales Element, dasjenige nämlich, das 
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den Bildpunkt p der Kurve K und alle durch p hindurch- 
gehenden Linvenelemente | enthält. 

Besitzt dagegen das Mongesche System: f;,=0 nicht die 
Pfaffsche Form, so haben die oo! zweidimensionalen Elemente 
E, eines Streifens KK’ vmmer verschiedene zugeordnete zwei- 
dimensionale Elemente im Raume (2). 


24. Eine Kurve K wird in jedem Punkte von einer benachbarten 
Kurve K’ geschnitten; daher gehört eine Kurve K im allgemeinen einfach 
unendlich vielen verschiedenen zweidimensionalen Streifen KK’ an. Be- 
sitzt indes das Mongesche System: f,; = Ü zufälligerweise die Piafische 
Form, so sind diese oo! Streifen nicht wesentlich verschieden, weil zwei 
derartige Streifen, wie wir jetzt zeigen werden, genau dieselben zwei- 
dimensionalen Elemente Z#, enthalten. 

Zum Beweis stellen wir die folgenden Überlegungen an. Wir wählen 
zwei zum Punkte p benachbarte Punkte p’ und p’”’, und setzen dabei 
voraus, daß sowohl das Linienelement pp’ wie das Linienelement pp’ 
die Pfaffschen Gleichungen: f; =0 befriedigt. Diese drei Punkte sind 
die Bildpunkte dreier Kurven X, K’ und K’’, unter denen sowohl K’, wie 
K’' die Kurve K schneidet. 

Es ist nun unsere Behauptung, daß die beiden Streifen KK’ und 
KK’ dieselben oc! zweidimensionalen Elemente enthalten. Ziehen [134 
wir in der Tat durch p ein beliebiges Linienelement ! und durch p’, be- 
ziehungsweise p’’ das benachbarte Tinienelement !’, beziehungsweise !’’, 
so schließen wir daraus, daß die drei getrennten Linienele- 
mente /, !’ und !’ in einem gemeinsamen zweidimensionalen 
Elemente e, gelegen sind, daß auch die drei entsprechenden Linien- 
elemente L, L’ und L’ im Raume (X) in demselben zweidimensionalen 
Elemente E, enthalten sind. Nun aber gehört das zweidimensionale Ele- 
ment LL’ dem Streifen KK’ an, und dementsprechend gehört das zweı- 
dimensionale Element LL’’ dem Streifen KK’ an. Und da LL’ eın be- 
liebiges Element des Streifen X. K’ darstellen kann, erkennen wir, daß die 
beiden Streifen KK’ und KK’ wirklich dieselben zweidimensionalen 
Elemente enthalten. 


Satz 3. Besteht das Mongesche System: 
:(@1; u > Ins da, ze d.x,) 0 BEr.E,N 2) 


der oo" Kurven k aus lauter Gleichungen, die in den Differentialen dx linear 
sind, so wird allerdings jede Kurve K, wie im allgemeinen Falle, von oo! ver- 
schiedenen benachbarten Kurven K’ geschnitten; der Elementstreifen KK’ 
bleibt aber immer derselbe, welche unter diesen zu K benachbarten Kurven K’ 
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man auch wählt, und es gehört daher jede Kurve K nur einem derartigen 
Streifen an. 

25. Es ist nicht schwer, das hiermit erhaltene wichtige Resultat zu 
vervollständigen. 

Wir wollen annehmen, daß ein vorgelegtes Gleichungssystem: 


lien a Banane) FO ER RER 


den oo® Punkten (z) n-fach unendlich viele Kurven K im Raume (X) zu- 
ordnet, und daß es ebenso den oo” Punkten (X) n-fach unendlich viele 
Kurven k des Raumes (x) zuordnet; wir setzen ferner voraus, dab wir 
immer denselben zweidimensionalen Streifen KK’ erhalten, wenn wir 
eine bestimmte Kurve K mit einer beliebigen, die Kurve K schneiden- 
den, benachbarten Kurve K’ verbinden. Wir behaupten, daß in einem 
solchen Falle das Mongesche System: 


nr... Ins VEERRLET ES z= U) (i=1,..,n—2) 


der Kurven k aus lauter Gleichungen besteht, die in den Differentialen dx 
linear sind. 

Es möge in der Tat die Kurve K sowohl von der benachbarten Kurve 
K’, wie von der benachbarten Kurve K’’ geschnitten werden. Ist dann [135 
L ein beliebiges Linienelement der Kurve K, und ist L’, beziehungsweise 
L’’ das benachbarte Linienelement der Kurve K’, beziehungsweise K’’, so 
müssen die drei Linienelemente L, L’ und L’’ in demselben zweidimensio- 
nalen Elemente E, enthalten sein. Sind nun p, p’ und p’” die Bildpunkte 
der Kurven K, K’, beziehungsweise K’’, sind andererseits /, /’ und /”’ den 
Linienelementen L, I’, beziehungsweise L’’ zugeordnet, so müssen auch 
die drei Linienelemente l, !’ und !’’ in demselben zweidimensionalen Ele- 
mente e, enthalten sein. Und dieses Element e, ist durch die Lage der 
drei Punkte p, p’, p’’ vollständig bestimmt. 


Nun aber bezeichnet l ein beliebiges unter den oo! durch p gehenden 
Linienelementen, die das Mongesche System: f, = 0 befriedigen. Halten 
wir die drei Punkte p, p’ und p’’ fest, variieren dagegen das L:inienelement 
l, so erkennen wir, daß unsere ursprüngliche Forderung nur dann erfüllt 
ist, wenn alle oo! Linienelemente /, die durch denselben Punkt p gehen, 
ein ebenes Büschel bilden, das heißt, wenn das Mongesche System: 
f; = d ein Pfaffsches System ist. 


26. Hiermit ist das folgende T'heorem erwiesen: 
Theorem III. Ordnet das (n— 1)-gliedrige Gleichungssystem: 


Bir RR. RR 6 —. ES PER aa 
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den oo" Punkten (x) n-fach unendlich viele Kurven K, und 
gleichzeitig den oo" Punkten (X) n-fach unendlich viele Kur- 
ven k zu, so wird jede Kurve K von oo! benachbarten Kurven 
K’ geschnitten, und es gehören daher im allgemeinen zu jeder 
Kurve K einfach unendlich viele zweidimensionale Streifen 
KK’. Ausnahmsweise können diese oo! Streifen in dem Sinne 
identisch sen, daß sie genau dieselben zweidimensionalen 
Elemente E, enthalten. Dieser Ausnahmefall triti ein dann 
und nur dann, wenn das Mongesche System: 


A A a En ne (=1,..,n—2) 


der ©" Kurven k auf eine solche Form gebracht werden kann, 
daß es aus lauter Gleichungen besteht, die in den Differentia- 
len dx linear sınd. 


2%. Wir setzen fortwährend voraus, daß alle o0* Kurven k ein 
Pfaffsches System, bestehend aus rn — 2 unabhängigen Gleichungen: 


Y%ıdLı ++ Yendin = 0 (k=1,...,n-2) 


befriedigen. Ist ce eine ganz beliebige Integralkurve dieses [136 
Pfaffschen Systems, die von einem Punkte p beschrieben wird, so erzeugt 
die dem Punkte p zugeordnete Kurve K immer eine zweidimensionale 
Punktmannigfaltigkeit M,, die jedesmal von oo! Streifen KK’ erzeugt ist. 


Mit allen diesen Mannigfaltigkeiten M, werden wir uns nochmals be- 
schäftigen. Wir beweisen, daß diese M,, wie früher angekündigt, als die 
Integralgebilde eines Systems partieller Differentialgleichungen definiert 
werden können, das nur Gleichungen erster Ordnung mit zwei unab- 
hängigen und n — 2 abhängigen Veränderlichen enthält. Wir beweisen 
andererseits, daß alle M, durch eine einzige partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung mit n — 1 unabhängigen und einer abhängigen 
Veränderlichen definiert werden können. 


28. Im vorliegenden Falle ist die Anzahl der Streifen K K’ gleich oo*, 
und jeder Streifen hat oo! zweidimensionale Elemente E,. Deshalb ist 
die Anzahl aller E,, die den Mannigfaltigkeiten M, angehören, gleich: 


or 
Um nun weiter gehen zu können, müssen wir den Begriff eines 


(r — 1)-dimensionalen Elements E,_, einführen. Liegt im Raume (X) 
eine (n— 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit: 


DUR., Khe 
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vor, so bezeichne ich, wie bei so vielen früheren Gelegenheiten, das Wert- 
a a 5 Le 

a FE | n» BR. TON, De 
als ein nm — 1)-dimensionales Element E„_,. Der Raum: X ,,..., X, 
enthält: 


or. ooN-I — oo?r-1 
(rn — 1)-dimensionale Elemente E„_,. Zu jedem Punkte X gehören oo” =! 
Elemente E„_,. Jedes Linienelement liegt auf 00”? Elementen E,„_,- 


Jedes zweidimensionale Element E, ist in 00”? Elementen E,„_., ent- 
halten. 


29. Wir können nun unsere zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten 
M,, die wir früher als von je oo? zweidimensionaler: Elementen E,' erzeugt 
aufgefaßt haben, zugleich als Örter von je: 


00%. 008-3 — oor-1 [137 


Elementen E,_, betrachten. Und da alle M, von oo**+! Elementen E, er- 
zeugt sind, und jedes Element E, auf 00”=® Elementen E„_, gelegen ist, 
so erkennen wir, daß die Zahl aller E,._,, die unsere M, erzeugen, gleich: 


oon+l, ooN-3 — oo?Nn-2% 


ist. Nun aber enthält der Raum (X), wie wir schon bemerkten, oo?” 1 
Elemente E,„_,; also erkennen wir, daß die E„_, aller M, wirklich eine 


Relation: a7 a4 af 
Mil 2, ie IX, 0X, ia) 0 


erfüllen. 

Diese Gleichung ist aber eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung, und zwar eine semilineare partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, die oo” viele zweidimensionale Integralgebilde besitzt. 
Diese semilineare partielle Differentialgleichung gehört überdies zu der 
speziellen Kategorie semilinearer Differentialgleichungen, die ich als 
quasilinear bezeichnet habe. Unsre partielle Differentialgleichung hat 
nämlich nur: 

ee 
charakteristische Kurven; denn die Kurven K sind offenbar Cha- 
rakteristiken unserer partiellen Differentialgleichung, da alle M, von je oo! 
Kurven K erzeugt sind. 


30. Ehe wir die hiermit erhaltenen schönen Resultate zu einem Theo- 
ıeme zusammenfassen, wollen wir unsere Ergebnisse noch wesentlich ver- 
vollständigen. 
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Wir behaupten, daß die obenstehenden Entwickelungen alle quasi- 
linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung des Raumes 
X],...X,„ geben, welche grade oo” charakterıstische Kurven besitzen. 

Wir wollen annehmen, daß in den Veränderlichen X,,..., X, eine 
beliebige quasilineare partielle Differentialgleichung: 

w(X,, RR Ri) =( 
mit oo” Charakteristiken vorgelegt ist, und daß diese oo” Kurven K durch 
die Gleichungen: 
Bill A et (k=1,..,n-1) 
dargestellt sind. 

Da die 00" Charakteristiken X eo ipso den Raum (X) ausfüllen, so [138 

besitzt das Gleichungssystem: 


Belt san a Are Bee 


alle im Anfange dieses Kapitels verlangten Eigenschaften. Es ordnet da- 
her dieses Gleichungssystem auch jedem Punkte (X) eine Kurve k des 
Raumes (x) zu, und dabei ist die Anzahl der Kurven k , die sicher den 
Raum (x) ausfüllen, ebenfalls gleich oo". 

Alle oo! Charakteristiken K, die durch einen bestimmten Punkt P 
gehen, erzeugen eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit M,, die in meinem 
Sinne des Wortes ein Integralgebilde der partiellen Differentialgleichung: 
W =0 darstellt. Wir erhalten oo” solche M,, und jede Kurve K liegt 
offenbar auf einfach unendlich vielen derartigen M,. 

Wir können aber noch weitere zweidimensionale Integralmannig- 
faltigkeiten von W = 0 angeben. 

Alle ©o* Kurven K erfüllen ein (n — 2)-gliedriges Mongesches 


System: 
Fe. A AA) ld (i=1..,n—2). 


Ist C eine ganz beliebige Integralkurve dieses Gleichungssystems, so gibt 
es oo! Charakteristiken K, die © berühren, und diese ©! Kurven K er- 
zeugen nach meinen allgemeinen Theorien immer eine Integralmannig- 
faltigkeit M, der partiellen Differentialgleichung: W = 0. 

Hier liegt nun grade so ein Fall vor, wie auf der S.135 [hier 5.407f.]. 
Wir behaupten [nämlich], daß ein zweidimensionaler Streifen S,, der 
von zwei benachbarten, einander schneidenden Charakteristiken K und K’ 
begrenzt wird, vollständig bestimmt ist, sobald die Kurve K gegeben ist. 


* 
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Wäre dies nämlich nieht der Fall, wäre also die betreffende Kurve K 
auf oo! zweidimensionalen Streifen S, gelegen, so lieferte jeder unter 
diesen oo! Streifen Sz: 

ee ea 0a hie 
(n — 1)-dimensionale Elemente E,„_,, und es gehörten also zu jeder 
Kurve K: 

oor 2, ool =: oor-1 


Elemente F,_,, zu allen o0* Charakteristiken X also: 
oor ,„ oot-1 — ooAn-1 


Elemente E„_,. Dann befriedigten aber unsere oo” Mannigfaltigkeiten M, 
keine partielle Differentialgleichung erster Ordnung: W =. 

Wir erhalten daher immer denselben zweidimensionalen Streifen |139 
S,, wenn wir eine gegebene Kurve | mit einer beliebigen benachbarten 
charakteristischen Kurve K’ schneiden. Aber hieraus folgt (Theorem III), 
daß die oo" Kurven k im Raume (x) Integralkurven eines (n — 2) -gliedri- 
gen Pfaffschen Systems sind. 

31. Hiermit ist das angekündigte wichtige Resultat erreicht, und wir 
können daher den folgenden interessanten Satz aufstellen: 


Theorem IV. Liegt ein nichtintegrables (n— 2)-glvedriges 
Pfaffsches System: 


%rıd%ı 4° 4 nd = 0 et 
in den Veränderlichen x,,..., x, vor, und bestimmen die Gler- 
ee CE RR ET 
mit den willkürlichen Konstanten: qa,,...,4, n-fach unendlich 


viele Integralkurven k, die den Raum (x) ausfüllen, so be- 
stimmen die entsprechenden Gleichungen: 


u a A A) | (k=1,..,n—1) 


n-fach unendlich viele Kurven K des Raumes (A), und diese 
Kurven K sınd die oo" charakteristischen Kurven einer quast- 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 

In dieser Weise können alle quasilinearen partrellen Diffe- 
rentvalgleichungen erster Ordnung mit n Veränderlichen und 
oo" charakteristischen Kurven erhalten werden. 

32. Es läßt sich beweisen, daß die früher konstruierten Mannigfaltig- 
keiten M, die einzigen zweidimensionalen Integralgebilde unsrer quasi- 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung darstellen. 
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Jedes zweidimensionale Integralgebilde ist nämlich von charakteri- 
stischen Kurven K erzeugt und enthält dabei offenbar nur einfach un- 
endlich viele Kurven K. Eine jede unter diesen oo! Kurven K ist also der 
Punktort von 00"-3 (n — 1)-dimensionalen charakteristischen Streifen, 
die zu unserem Integralgebilde gehören. Wir übersehen aber anderer- 
seits, daß jede Kurve K den Punktort für gerade 00” 3 charakteristische 
Streifen unserer partiellen Differentialgleichung liefert. Nehmen wir da- 
her zwei benachbarte Kurven K unseres Integralgebildes, und konstruieren 
für jede Kurve alle 00” charakteristischen Streifen, die zu dieser Kurve 
gehören, so muß jeder Streifen der einen Schar mit jedem Streifen [140 
der zweiten Schar vereinigt liegen. Das tritt aber dann und nur dann ein, 
wenn die beiden zweidimensionalen Streifen S, unserer Kurven vereinigt 
liegen, das heißt, wenn die beiden benachbarten charakteristischen Kurven 
einander schneiden. 


Also ist jedes zweidimensionale Integralgebilde unserer 
partiellen Differentialgleichung von oo! charakteristischen 
Kurven erzeugt, unter denen zwei benachbarte einander 
immer schneiden. 


Früher (S. 130 [hier S.402f.]) sahen wir, daß alle zweidimensionalen 
Punktmannigfaltigkeiten M,, die oo! Kurven K enthalten, unter denen 
zwei benachbarte einander immer schneiden: 


n—5 


partielle Differentialgleichungen erster Ordnung: ®, = 0 mit n— 2 un- 
abhängigen und 2 abhängigen Veränderlichen befriedigen. Wären nun 
die Mannigfaltigkeiten M, nicht die einzigen Integralmannigfaltigkeiten 
des Gleichungssystems: ®, = 0, so würde jede andere Integralmannig- 
faltigkeit ein zweidimensionales Integralgebilde unsrer quasilinearen par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung liefern. Also sind die Mannig- 
faltigkeiten M, wirklich vollständig definiert durch die Gleichungen: 
D. =. 


33. Also gilt das 


Theorem V. Liegt eine partielle Differentialglerchung erster 

Ordnung: r 
ER ER 

Wi%,0.0 2:00) 08 
mit n Veränderlichen und oo" charakteristischen Kurven K 
vor, so sind alle zweidimensionalen Integralgebilde von je ot 
Kurven K erzeugt, unter denen zwei benachbarteeinander immer 
schneiden. Diese zweidimensionalen Punktmannigfaltigkeiten 


. 
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sind gleichzeitig die allgemeinsten Integralmannigfaltigkeiten 
eines Systems partieller Differentialgleichungen erster Ord- 
RnB: D, —( RE DE 


mit n— 2 unabhängigen und zwei abhängigen Veränderlichen. 


34. Die soeben besprochenen 2n — 5 partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung: | 
D,.(X, ET eng RT en; ae Kahs C);; “ung 2.4) = 0 (k=4,2,..,2n—:) 


bilden in meinem Sinne des Wortes ein Involutionssystem. [141 

Daß die Integralgebilde dieses Involutionssystems von Charakteristiken er- 
zeugt sind, folgt nach meinen allgemeinen Theorien unmittelbar daraus, daß die 
Zahl 2n —5 der Gleichungen unseres Involutionssystems nur um eine Einheit 
kleiner als die Zahl der Differentialquotienten P,@ ist. Diesen letzten Satz und noch 
weiter gehende Sätze veröffentlichte ich in den Verhandl. der Ges. d. W. zu 
Christiania für Januar 1880!) Später habe ich diese Theorie eingehend an der 
Universität Leipzig vorgetragen. 

Einer unter meinen damaligen Zuhörern hat es passend gefunden, diese und 
andere wichtige, von mir herrührende Theorien als seine eigenen zu veröffentlichen. 
Unter diesen Umständen kann ich nicht unterlassen, auf die wirkliche Sachlage 
hinzuweisen. 


35. Es ist denkbar, daß nicht allein das Mongesche System: 
fi(xz, dx) = 0, sondern auch das Mongesche System: F,(X,dX) = 0 die 
Pfaffsche Form besitzt. In diesem Falle beweist man leicht, daß beide 
Pfaffsche Systeme unbeschränkt integrabel sind. Für den Falln =3 
kündigte ich diesen Satz schon im Jahre 1871 in den Verh. d. Ges. d. Wiss. 
zu Christiania ausdrücklich an?); den Beweis gab ich aber erst im vori- 
gen Jahre in diesen Berichten.?) Der Beweis des allgemeinen Satzes wird 
in genau derselben Weise geführt. 

Jedem Punkte (x) ordnet [ja] das Pfaffsche System: f;=0 ein zwei- 
dimensionales Element e, zu; und dementsprechend ordnet das Pfaff- 
sche System F, = 0 jedem Punkte (X) ein bestimmtes zweidimensionales 
Element E, zu. Im Raume x treten somit oo” Elemente e, auf, und im 
Raume X befinden sich ebensoviele Elemente F,. Jedem Elemente e, ist 
ein zweidimensionaler Streifen S, mit einfach unendlich vielen Elementen 
E, zugeordnet. Und jetzt ist auch jedem Elemente E, im Raume (x) ein 
zweidimensionaler Streifen s, mit oo! Elementen e, zugeordnet. 

Im vorliegenden Falle ist also die Beziehung zwischen den Elementen e, 
und E, eine unendlichunendlichdeutige. 


1) [D. Ausg. Bd. II, Abh. XXVII.] 
2) Vgl. Math. Ann. Bd. V, $. 163, [d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 6, Nr. 20al. 
3) [Leipz. Ber. 1897, 8. 723, d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, Theorem III]. 


414 XI. Über Berührungstransf. und Differentialgl. Leipz. Ber. 1898 


Nehmen wir im Raume (x) eine ganz beliebige Integralkurve c des 
Pfaffschen Systems: f; =_0 und konstruieren die oo! Kurven K, deren 
Bildpunkte auf ce liegen, so erzeugen diese Kurven eine zweidimensionale 
Mannigfaltigkeit, die oo? Elemente E, enthält. 

Hieraus ergibt sich, daß wirklich das Pfaffsche System: F, = 0 un- 
beschränkt integrabel ist. Gleichzeitig erkennen wir, daß auch das Sy- 
stem: f, = 0 unbeschränkt ist. 


36. Hieraus ergibt sich das [142 
Theorem VI. Stellen die Gleichungen: 


RE EN Ins EN A, —( (k=1,..,n—1) 


in beiden Räumen oo" verschiedene Kurven k, beziehungsweise 
K dar, und erfüllen dabei die ©" Kurven k ein Pfaffsches 
System: 
di ++ Andin = 0 (k=1,...,n—2), 
während die Kurven K das Pfaffsche System: 
AzıdX, ++ ArndX, = 0 (k=1,..,n-2) 


befriedigen, so sind unsere Pfaffschen Systeme beide unbe- 
schränkt integrabel. 


37. Aus diesem allgemeinen Satze wollen wir ein spezielles Korollar 
ziehen. 


Es mögen die beiden Ebenen (x, y) und (X, Y) mit ihren Elementen 
n-ter Ordnung: 


dy d’y ar y 
aD 4 Be . art Be een 
daY aaYyY dr Y 
ee, 


auf einander durch Gleichungen von der Form: 


X vo A(z, yY, Pı> Pa» A, Pn) 
(®) Y=B(s, HDi Di De 


I v7 L(x, Y, Pı- Pa» --» Pr) 


bezogen sein, und wir setzen dabei voraus, daß diese Gleichungen in 
meinem Sinne des Wortes eine Berührungstransformation n-ter Ordnung 
definieren. Diese Forderung findet, wie Bäcklund zuerst explizite _ 
bemerkt hat, ihren analytischen Ausdruck darin, daß die Gleichungen (w), 
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[nach Elimination von Fund p„]|, durch Differentiation nach den kleinen 
Buchstaben und Elimination der großen Buchstaben das Pfaffsche System: 


dy—- pde=0, dp—Prdt=I,...,dpn_2— Pn-ıdr = 0 


ergeben, während sich durch Differentiation nach den großen Buchstaben 
und Elimination der kleinen Buchstaben das Pfaffsche System: 


dY— PdX =0,..,„dB_2—- P.-ıdX =0 
ergibt. 
Unser Theorem VI umfaßt also als ganz speziellen Fall den Satz, daß [143 
jede Berührungstransformation n-ter Ordnung zwischen zwei Ebenen eine 
Berührungstransformation im gewöhnlichen Sinne des Wortes darstellt. 


38. Die allgemeine Frage nach allen Berührungstransformationen beliebiger 
Ordnung des n-fachen Raumes stellte ich in den Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania. 
für November 1872.) Gleichzeitig formulierte ich die entsprechende Frage für Diffe- 
rentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung. In einer Abhandlung (Begründung 
einer Invariantentheorie der Berührungstransformationen), die im Juli 1874 der 
Redaktion der Math. Ann. zugestellt wurde und im Laufe dieses Jahres in dieser 
Zeitschrift, Bd. VIII, erschien, kam ich (Seite 223)?) auf diese beiden Probleme mit 
den folgenden Worten zurück: 

„Ich benutze die Gelegenheit, um zwei Fragen aufzuwerfen, von denen ins- 
besondere die letzte wichtig scheint. 

„L. Gibt es Transformationen, welche keine Berührungstransformationen sind, 
bei denen Berührung höherer Ordnung invariante Beziehung ist ? 

„Diese Frage scheint mit Nein beantwortet werden zu müssen. 

„2. Gestatten partielle Differentialgleichungen höherer Ordnung Umformungen, 
welche keine Berührungstransformationen sind ? 

„Diese Frage muß wohl mit Ja beantwortet werden. Ist das der Fall, so eröffnet 
sich hier ein wichtiges Gebiet für die Forschung.“ 

Herr Bäcklund gab eine definitive Erledigung des ersten von mir gestellten 
Problems in einer schönen Abhandlung, die der Ges. d. Wiss. in Lund im September 
1874 vorgelegt wurde und am Schlusse dieses Jahres erschien. Sodann zeigteich, 
daß Differentialgleichungen oder Systeme derartiger Gleichungen keine endlich- 
deutige Berührungstransformation höherer Ordnung gestatten können. 

In dieser Verbindung gestatte ich mir auch, daran zu erinnern, daß ich zuerst. 
bemerkte, daß die von Bianchi gegebene Konstruktion von Flächen konstanter 
Krümmung faktisch eine unendlichdeutige Berührungstransformation darstellt, 
welche die partielle Differentialgleichung dieser Flächen invariant läßt. 

Bäcklunds schöne Untersuchungen über unendlichdeutige Transformationen 
haben unter mehreren Gesichtspunkten wesentliche Berührungspunkte mit meinen 
älteren Arbeiten. 


39. In den Untersuchungen dieses Kapitels traten drei verschiedene 
Fälle auf. 


1) [D. Ausg. Bd. III, Abh. V, 8.27, Anm.] 
2) [Hier Abh. I, S.9.] 
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Im allgemeinen Falle hatte weder das Mongesche System: 
fı(x, dx) = O noch das System: F,(X, dX) = 0 die Pfaffsche Form. Der 
zweite und besonders interessante Fall war dadurch charakterisiert, daß 
zwar das System: f,; = 0, nicht aber das System: F, = 0 die Pfaffsche 
Form besaß. Im dritten Falle endlich stellten sowohl die Gleichungen: 
fi = 0 wie die Gleichungen: F, = 0 Pfaffsche Systeme dar. 

‚Es gibt nun noch verschiedene Unterfälle, welche aber für unsere [144 
jetzigen Gesichtspunkte nur ein untergeordnetes Interesse darbieten. 

Es ist nämlich denkbar, daß sich unter den Gleichungen: f, = 0 einige 
befinden, die in den Differentialen linear sind. Bilden dabei diese Glei- 
chungen ein unbeschränkt oder beschränkt integrables System, so be- 
finden sich auch im Gleichungssysteme: F', = 0 gewisse Gleichungen, die 
ein integrables System bilden. Diese an sich evidente Bemerkung wirft 
Lieht über die besprochenen Unterfälle, deren Theorie unmittelbar aus 
unseren früheren Entwickelungen hervorgeht. 

Bei Verwertung dieser Theorien für die Integralrechnung müssen 
allerdings diese Unterfälle berücksichtigt werden. 


Kapitel II. 
Über Pfaffsche Systeme. 
40. Eine Gleichung von der Form: 
dt, +: +0,.dın =0, 


deren Koeffizienten Funktionen von x,, ... ., x, darstellen, bezeichnet man 
als eine Pfaffsche Gleichung. Es ist bekannt, daß die Theorie dieser 
Gleichungen in vielen Gebieten der Mathematik, insbesondere in der Theo- 
rie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, in der Theorie 
der Berührungstransformationen und überhaupt in der allgemeinen Trans- 
formationstheorie eine sehr hervorragende Rolle gespielt hat und fort- 
während spielen wird. 


Nicht minder wichtig, wenn auch wesentlich schwieriger und ungleich 
weniger ausgebildet ist die allgemeine Lehre über: Systeme Pfaffscher 


Gleichungen: 
Hılz)dtı ++ Aun(Ü)drn = 0 (ku1,2,..:): 


In älteren Arbeiten habe ich diese Theorie öfter gestreift; meine (ver- 
öffentlichten) Untersuchungen in dieser Richtung hatten aber meistens 
einen ziemlich speziellen Charakter. Jetzt werde ich nach und nach all- 
gemeine Untersuchungen über Pfaffsche Systeme entwickeln; dabei 
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interessieren mich in erster Linie die Transformationstheorie, be- 
ziehungsweise Integrationstheorie Pfaffscher Systeme, und anderer- 
seits der Zusammenhang zwischen der Theorie der Pfaffschen Systeme 
und anderen Gebieten der Mathematik. 

In diesem Kapitel beschränke ich mich aufzweigliedrige und [145 
(n — 2)-gliedrige Systeme in den Veränderlichen &,,..., 2,. Die ein- 
fachen Betrachtungen, die ich hier durchführe, dehnen sich aber ohne 
weiteres auf g-gliedrige Pfaffsche Systeme aus. Wenn ich mich hier auf 
die einfachsten Fälle beschränke, so geschieht es nur, um die Sprache zu 
vereinfachen und dem Leser das Verständnis der ganzen Betrachtungs- 
weise zu erleichtern. 


T; 


Zweigliedrige Pfaffsche Systeme 
mit dreigliedrigen vollständigen Lösungen. 


41. Wir betrachten zuerst ein System zweier Pfaffscher Gleichungen 
in n Veränderlichen &,,.. :, &%: 


(1) ad, ee He AndL,, Da 0, Pıdzı Kurt Bnd%, —0 


und nehmen dabei an, daß die Koeffizienten «, und ß, gegebene Funk- 
tionen der x darstellen. Wir setzen ausdrücklich voraus, daß unser Glei- 
chungssystem nicht durch eine einzige Gleichung: 


IIND ES uons, 


integriert werden kann, anders ausgedrückt, daß es nicht möglich ist, zwei 
solche Multiplikatoren oe und o zu finden, daß eine Gleichung von der 
Form: 


0 Da,dı, —+ (07 DI Prd% = du 
k k 
besteht. 
Wir sagen, daß q Gleichungen: 
(1’) U,(8) = 61, Ug(R) = 09, ..,UlR) = C, 


mit den willkürlichen Konstanten c,, .. ., c, eine vollständige Lösung 
unseres zweigliedrigen Pfaffschen Systems bestimmen, wenn Gleichungen 
von der Form: 


1...N 
Do,.da, = o1du, ++ 0,du,, 
k 


I: 
D Brda; = 01dun ++ 0,du, 
k 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 27 
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bestehen. Alsdann zerlegen die Gleichungen (1’) den Raum (z,,.. . ., &„) [146 
in 00° (n — q)-dimensionale Mannigfaltigkeiten, deren jede eine Integral- 
mannigfaltigkeit unseres Pfaffschen Systems darstellt. 


Jede vollständige Lösung: u, =C1,.:,U, =c, des Pfaffschen 
Systems: Lade =0, Z2ßdx = 0 definiert somit 00% Integralmannig- 
faltigkeiten, die (n— g)-fach ausgedehnt sind und den n-fachen Raum 
ausfüllen. Von isolierten Integralmannigfaltigkeiten wird im folgenden 
überall abgesehen. 


42. Es liegt in der Natur der Sache, daß q unmöglich gleich 1 sein 

kann; denn beständen zwei Gleichungen von der Form: 
2 0,.d%; —— odu, 2 ß,.dt, Fe odu, 

so wären die beiden Gleichungen unseres Pfaffschen Systems nicht un- 
abhängig. 

Wäre andererseits qg—=2, und beständen dementsprechend zwei Glei- 
chungen von der Form: 

200%, — p,du, + O,dU>, 2 ß.d. Far o,du, 2. O,dus, 


so käme: 1 
ne aler 0,20,.d%,. — %&ß,dr,) = du, 


0102 — 0201 


1 
? (— 0,20,.dT; = 0,2 Pr.d Tr) = dus; 


0103 — 0301 


wir haben aber ausdrücklich vorausgesetzt, daß Relationen von dieser 
Form nicht vorhanden sind. 


43. Wir wollen jetzt annehmen, daß q = 3 ist, daß also unser Pfaff- 


sches System eine vollständige Lösung oder mehrere Lösungen besitzt, 


welche die Form: 
WER. DER 


haben. Alsdann bestehen Relationen von der Form: 
2 0,.dı, =o,du + 0,dv + o,dw, 
2 B.d&t, =o,du +0,dv + 0,dw, 
und es kann daher unser Pfaffsches System auf die Form: 
(2) dv— ydu =0, dw—edu =0 
gebracht werden. [147 


Hierbei sind aber verschiedene Fälle zu berücksichtigen, weil die fünf 


Größen: 
u, 0, WPp,8& 


unabhängig oder durch Relationen verbunden sein können. 
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44. Sind unsere fünf Größen unabhängig, so können wir u, v, w als 
Punktkoordinaten in einem dreifachen Raume deuten, und dann sind die 
fünf Größen: u, v, w, y, e die Bestimmungsstücke eines beliebigen 
Linienelementes in diesem Raume. Bestimmen nun die drei Gleichungen: 


ae Fe a a A 6 


irgend eine andere vollständige Lösung des Pfaffschen System (1), und 
bestehen also Relationen von der Form: 


2 a,.dt, = 1dU + oadV + 05dW, 

2 B.dz, = ohdÜU +0:dV + 05dW, 

so bestehen auch identische Gleichungen von der Form: 
dv—ydu=wdU +wdV +wdW, 

dw— edu=rtmdU-+r,dV +r,dW, 


und also können wir ohne Beschränkung annehmen, daß die Größen: 
U,V,W,w,,...,7t, als Funktionen von: u, v, w, y, e ausgedrückt werden 
können. Erteilen wir dabei den drei Größen U, V, W konstante Werte: 
A, B und C, so bestimmen die Gleichungen: U=A, V=B, W=( 
zweifach unendlich viele Linienelemente des Raumes u, v, w, die einen 
Elementverein bilden. 


Hiermit ist das Integrationsproblem des vorgelegten Pfaffschen 
Systems: Lad =0, Zßdr =0, präziser gesagt: die Ableitung aller 
vollständigen Lösungen: W=a, v’=b’, w'=c’ des Pfaffschen Sy- 
stems: Jade =0, 2ßdz =( aus einer bekannten derartigen Lösung, 
auf ein wohlbekanntes und triviales Problem zurückgeführt: nämlich auf 
die allgemeinste Zerlegung der Schar aller Linienelemente des dreifachen 
Raumes u, v, w in oo? Scharen, jede bestehend aus oo? Linienelementen, 
die einen Elementverein bilden. Im dreifachen Raume gibt es aber 
keine anderen Elementvereine, die oo? Linienelemente enthalten, als die 
Schar aller 00? Linienelemente, die einen gemeinsamen Punkt haben. 


Daher liefert im vorliegenden Falle das Gleichungssystem: [148 
“un: Dub, 


die einzige durch drei Gleichungen definierbare vollständige Lösung des vor- 
gelegten Pfaffschen Systems: Zadz =0, ZBdx —=0. 

Es liegt auf der Hand, daß die Auffindung der 00° Integralmannig- 
faltigkeiten: u = a, v = b, w = c die Integration einer gewöhnlichen Diffe- 
rentalgleichung dritter Ordnung verlangt. 

27* 
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45. Sodann wollen wir annehmen, daß unser Pfaffsches System: 
Zadz =0, Zßdx = eine solche vollständige Lösung: 


ia weh -WeL 
besitzt, daß bei der Reduktion des vorgelegten Systems auf die Form: 
dv— ydu =0, dw—edu =0 


die fünf Größen: u, v, w, y, e durch eine und nur eine Relation ver- 
bunden sind, die wir ohne Beschränkung auf die Form: e = E(u, v, w, y) 
bringen können. 

In diesem Falle wollen wir wiederum u, v, w als Punktkoordinaten 
eines dreifachen Raumes deuten. Dann werden: u, v, w, y und e wie so- 
eben die Bestimmungsstücke eines Linienelementes, das aber im vor- 
liegenden Falle die Mongesche Gleichung: e= Eu, v, w,y), das heißt: 


dw:du=E(u,v,w,dv:du), 
befriedigen muß. Bestimmen nun die drei Gleichungen: 
me de B Wie-L 


irgend eine andere vollständige Lösung des Pfaffschen Systems: 
ade =0, ZPßdx = (0, so ergibt sich genau wie im vorigen Falle, daß 
Relationen von der Form: 


dv— ydu =wdU+wdV +wdW, 
dw—edu =rdU +r,dV + 7,dW 


bestehen, und daß wir überdies ohne Beschränkung annehmen können, 
daß die Größen: U, V, W, », und r, Funktionen der fünf Größen: u, v, 
w, y und: e= E(u,v, w, y), gleichzeitig also Funktionen der vier unab- 
hängigen Größen: u, v, w und y darstellen. 

Jetzt aber definieren die drei Gleichungen: 


UDO MEA ren HR 


wenn A, B und C bestimmte Konstanten bezeichnen, einen Element- [149 
verein des Raumes u, v, w, der nur oo! Linienelemente der Mongeschen 
Gleichung: e= E(u,v,w, y) umfaßt. Eine Mongesche Gleichung des 
dreifachen Raumes hat aber 00” viele solche Elementvereine, denn jede 
Integralkurve der Mongeschen Gleichung: e— E = (0 stellt einen Ele- 
mentverein dar. Im vorliegenden Falle hat daher das vorgelegte Pfafti- 
sche System: Zadz =0, Zßdx = 0 oo” viele vollständige Lösungen: 


D=- A, EB. 
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Kennt man eine solche Lösung: u=a, v=b, w=c, so verlangt 
die Auffindung der allgemeinsten derartigen Lösung, wie die Entwicke- 
lungen des Textes zeigen, nur noch die Auffindung aller Integralkurven 
einer Mongeschen Gleichung. 

Kennt man dagegen keine solche vollständige Lösung, weiß aber, daß 
ein vorgelegtes Pfaffsches System: Zadz =0, 2 ßdxz = 0 unendlich 
viele vollständige Lösungen besitzt, die jedesmal durch drei Gleichungen: 


Varta WAR 


definiert werden, so zeigen die vorangehenden Entwickelungen in erster 
Linie, daß es oo” viele derartige Lösungen gibt. Sie liefern überdies, wie 
wir bei einer anderen Gelegenheit ausführlicher zeigen werden, die ratio- 
nelle Grundlage für die Integrationstheorie des betreffenden Pfaffschen 
Systems. 

Im vorliegenden Falle ist es, wie wir schon heute beiläufig bemerken, 
die Gruppe aller Berührungstransformationen einer Ebene, 
welche die angekündigte Integrationstheorie beherrscht. 


46. Wir müssen endlich die Hypothese machen, daß unser Pfaff- 
sches System: Zadz =0, 2 ßdxz = eine solche vollständige Lösung: 
sei BEL: WC 

besitzt, daß sich nach der Reduktion des Systems auf die Form: 
dv—ydu=0, dw—edu =0 
zwei Relationen: 
y=Iu,v,w, e=E(u,v, w) 
ergeben. [150 
In diesem Falle träte [aber] im dreidimensionalen Raume: u, v, w ein 
simultanes System: 
d d 
Im = I (u, 0,W), ed —=E(u,v, w) 
auf, das zweifach unendlich viele Integralkurven: 
D(u,v,w) = Const.,, Y(u, v,w) = Const. 
besäße. Und dann beständen Relationen von der Form: 
dv— I (u,v,w)du=ypdd®-+ydV, 
dw — E(u,v, wydu = dd + y,d’V, 


das heißt, das vorgelegte Pfaffsche System: Fade =0, Eßdx —=0 
besäße eine vollständige Lösung: 


® = Const., Y = Üonst., 
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die durch zwei Gleichungen definiert würde. Von diesem Falle haben wir 
aber von vornherein a en. 

47. Wir fassen die bisherigen Ergebnisse dieses Kapitels zu dem fol- 
genden Satze zusammen: 

Theorem VI. Kann ein nichtintegrables zweigliedriges 
Pjaffsches System: 


dr +---+0,(@)drn—0, Arla)dzı +--- + Bula)dz, —0 
durch drei Gleichungen: 
(2) —a vd) —b, wa) e 


mit den willkürlichen Konstanten a, b, c integriert werden, 
während keine vollständige Lösung vorhanden ist, die durch 
weniger als drei Gleichungen definiert wird, so sınd zwei Fälle 
denkbar. 

Es ist möglich, daß der n-fache Raum nur ın einer einzi- 
gen Weise in (n—3)-dimensionale Integralmannigfaltigkeiten 
zerlegt werden kann; in diesem Falle verlangt die Reduktion 
des vorgelegten Pfaffschen Systems auf die Normalform: 


dr—aedu=0, dw— Bdu =0 


die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung drit- 
ter Ordnung, die keine Vereinfachung gestattet. Die fünf Grö- 
Ben: u, v, w, @a,ß sind in diesem Falle durch keine Relation 
verbunden. 

Liegt dieser Fallnicht vor, so kann der Raum in oo” vielen [151 
Weisen in (n—3)-dimensionale Integralmannigfaltigkeiten zer- 
legt werden. Auch in diesem Falle kann das vorgelegte Pfaff- 
sche System auf die Normalform: 


dr—edu =(, dw — Bdu = 
gebracht werden; jetzt sind aber die fünf Größen: u, v, w, a und 
ß durch eine und nur durch eine endliche Relation: 
II(u,v,w,a,ß) =0 


verbunden. In diesem Falle kann also die Zahl der unabhän- 
gigen Veränderlichen unseres Pfaffschen Systems auf vier re- 
duziert werden. 

48. In meinen alten geometrischen Arbeiten habe ich nun gezeigt, 
daß es immer möglich ist, die Linienelemente zweier beliebiger Monge- 
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scher Gleichungen des dreifachen Raumes derart auf einander zu be- 
ziehen, daß vereinigte Lage bewahrt wird. Deshalb können wir, wenn die 
Größen u, v, w, «, ö durch eine und nur durch eine Relation gebunden sind, 
immer annehmen, daß diese Relation zum Beispiel die Form: 
e=u 

besitzt. 

Wenn daher das Pfaffsche System: Zedz=0, ZBdr=0 durch drei 
und nicht durch weniger als drei Gleichungen integriert werden kann, wenn 
ferner der n-dimensionale Raum z,,-...,z„inunendlich vielen Weisen in 
(n — 3)-dimensionale Integralmannigfaltigkeiten zerlegt werden kann, so 
läßt sıch das vorgelegte Pfaffsche System immer auf die kanonische Form: 


dv—edu=0, da— Bdu=0 


bringen. Nun aber kennen wir die allgemeinste Transformation in vier 
Veränderlichen, welche diese kanonische Form bewahrt, und daher geben 
meine allgemeinen auf Gruppentheorie begründeten Integrationstheorien 
den einfachsten Weg zur Reduktion des vorgelegten Pfaffschen Sy- 
stems auf die betreffende kanonische Form. Gleichzeitig finden wir so- 
wohl die allgemeinste vollständige Lösung, wie die allgemeinste Transfor- 
mation unseres Pfaffschen Systems. 

49. Wir behalten uns vor, die hiermit angekündigte lehrreiche Integrations- 
theorie gelegentlich ausführlich darzustellen. Gleichzeitig beschäftigen wir uns [152 
mit den Beziehungen, die zwischen diesen Theorien und meinen älteren Arbeiten, sowie 
einigen sich daran anschließenden Untersuchungen anderer Forscher stattfinden. 


Ieh nenne hier zuerst Bäcklunds definitive Erledigung der von mir im 
Jahre 1872 in den Verhandlungen der norwegischen Gesellschaft der Wissenschaften 


gestellten Frage nach allen Berührungstransformationen zweiter und höherer 
Ordnung. Ferner Engels interessante, wenngleich unnötig umständliche Dis- 
kussion der zweigliedrigen Pfaffschen Systeme in vier Veränderlichen. Hier 
kommen auch einige, unter formellem Gesichtspunkte wertvolle Untersuchungen 
von Koenigs in Betracht, die übrigens nicht allein mit meinen, sondern insbesondere 
auch mit Bäcklunds, von ihm nicht berücksichtigten Untersuchungen sehr ver- 
wandt sind; ebenso schöne Arbeiten von Duport und de Tannenberag. 


IL. 
Zweigliedrige Pfaffsche Systeme 
mit viergliedrigen vollständigen Lösungen. 
50. Wir betrachten jetzt ein zweigliedriges Pfaffsches System: 
(1) adı, +---+a,dı. =0, Bıdz, +---+ B.de, =, 
das eine vollständige Lösung von der Form: 


(2) 1 we, ws 
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mit den willkürliehen Konstanten: a, b, c,, c, besitzt. Dabei setzen wir 
ausdrücklich voraus, daß keine vollständige Lösung vorhanden ist, die 
durch weniger als vier Gleichungen definiert wird. 

Unter diesen Umständen kann unser Pfaffsches System die kano- 
nische Form: 


(3) dw, — du — o,dvV =(, dw; — &du — pdvV = 0 


erhalten, und dabei wollen wir die Größen u, v, w,, w, als Punktkoordi- 
naten in einem vierfachen Raume deuten. Alsdann sind die acht 
Größen: 


(4) uU, vd, W], Wa, &1, Y%1; E95 75) 


die Bestimmungsstücke eines zweidimensionalen Elementes 
des vierfachen Raumes. 

dl. Setzen wir nun zunächst voraus, daß die acht Größen (4) durch 
keine endliche Relation verbunden sind, so ist es nicht schwer, zu er- 
kennen, daß der n-fache Raum: &,,..., %, nur in einziger Weise (oder 
jedenfalls nicht in unendlich vielen Weisen) in o0® (n— 4) -dimensionale [153 
Integralmannigfaltigkeiten zerlegt werden kann. 


Definieren nämlich die Gleichungen: 
Far: PB WM =0,.. WW -6 
eine beliebige vollständige Lösung, und ist: 
dW,—-E,dU—F,dV =0, dW,—-EzdU —F,dV =0 


die entsprechende Form des vorgelegten Pfaffschen Systems, so können 
wir ohne Beschränkung annehmen, daß sich die acht Größen: 


U, F3 W;, W,;, E,,F,. E,,F; 
als Funktionen der acht Größen (4) darstellen lassen; daß also etwa: 
U = U, 5,8, ea ac) 


ist. Diese Gleichungen bestimmen eine Transformation der 00° zwei- 
dimensionalen Elemente des vierfachen Raumes, bei welcher Element- 
verein in Elementverein übergeht. Da aber die oo* Punkte des Raumes 
die einzigen Elementvereine liefern, die oo* Elemente enthalten, so sind 
die Punkttransformationen des vierfachen Raumes: u, v, w,, wg, die ein- 
zigen Transformationen der 008 zweidimensionalen Elemente (4), bei 
denen vereinigte Lage bewahrt wird. Und also drücken sich U, V, W, und 
W, als Funktionen von u, v, w, und w, aus; anders ausgesprochen: der 
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Raum &,,...,%, kann nur in einer Weise in 00% (n — 4)-dimensionale 
Integralmannigfaltigkeiten des Pfaffschen Systems (1) zerlegt werden. 


Hieraus läßt sich der wichtige Schluß ziehen, daß die Reduktion des 
vorgelegten Pfaffschen Systems (1) auf die Normalform (3) die Integra- 
tion einer gewöhnlichen Differentialgleichung vierter Ordnung ver- 
langt, die keine Integrationsvereinfachungen gestattet. 


52. Sodann setzen wir voraus, daß die acht Funktionen, die in der | 
Normalform (3) des vorgelegten Pfaffschen Systems auftreten, durch 
eine und nur durch eine endliche Relation verbunden sind: 


(u, v, uU], Ws, €]; 91; E95 93) u. 0. 


Wie im vorigen Falle deuten wir: u, v, w,, w, als Punkt- [154 
koordinaten in einem vierfachen Raume; dann sind die acht Größen: 
U,d,...,9, wiederum Koordinaten eines zweidimensionalen Elementes in 
unserem Raume; und die Gleichung: 2 = 0 bestimmt 00° solche zwei- 
dimensionale Elemente. 


Besäße nun das vorgelegte Pfaffsche System: 2Zadı =(, 
2 ßBdxz = O0 noch weitere vollständige Lösungen: 


Bad Meß ii el, 
und wäre dabei: 
dAW,—E,dU—F,dV =0, dW,—E,dU —F,daV =0 


die entsprechende Form des Pfaffschen Systems, so beständen Gleichun- 
gen von der Form: 


(5) EHE. Bein a); 


und die hiermit bestimmte Transformation der 00° zweidimensionalen Ele- 
mente führte Elementverein in Elementverein über. Die Punkte des vier- 
fachen Raumes stellen aber dreidimensionale Elementvereine der Glei- 
chung: 2 =0 dar. Ist daher die Transformation (5) keine Punkttrans- 
formation des vierfachen Raumes, so müssen die Punkte des Raumes in 
Kurven übergehen, die ebenfalls dreidimensionale Elementvereine dar- 
stellen. Dies ist dann und nur dann möglich, wenn die Gleichung: 


Alu, ®,W,, Ws, E15 ... Y5) — 0 


00° zweidimensionale Elemente definiert, die in oo* Scharen angeordnet 
werden können, deren jede aus den 00% zweidimensionalen Elementen 
einer Kurve besteht. In einem solchen Falle ordnen sich die 00° zwei- 
dimensionalen Elemente: u,..., 9, in 00° Scharen, jede bestehend aus 
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oo? Elementen, die ein gemeinsames Linienelement enthalten. Die 00 
Scharen bilden eininvarıantes Ganzes. 


Der Übergang von einer vollständigen Lösung: u, v, w,, w, zu einer 
anderen vollständigen Lösung: u’, v’, w|, w, wird durch eine B erührungs- 
transformation des vierfachen Raumes vermittelt; die entsprechenden 
aequationes directrices: 


4 [2 
| 0, idea et 


ordnen den Punkten: uw’, v’, wi, wg oo* Kurven zu, deren zweidimen- [155 
sıonale Elemente die Gleichung: 2 = 0 erfüllen. 

Liegt ein zweigliedriges Pfaffsches System: ZJadxt = 0, 2 ßdı = 0 
vor, das zu der hier besprochenen Kategorie gehört, so verlangt seine Re- 
duktion auf die Normalform jedenfalls nur die sukzessive Integration 
zweier gewöhnlicher Differentialgleichungen, unter denen die erste von 
fünfter Ordnung, die andere von dritter Ordnung ist. Ob eine noch 
weiter gehende Vereinfachung dieses Integrationsproblems möglich ist, soll 
bei einer anderen Gelegenheit untersucht werden. 


53. Sind die acht Größen: u,®,..., 9, die in der kanonischen Form 
auftreten, durch zwei und nur durch zwei Relationen: 


LEI ER UBER 7 a RR EP U 7 NR Ri, 


verknüpft, so gibt es immer oo* viele vollständige Lösungen, die durch vier 
Gleichungen definiert werden. Der Übergang voneinersolehen vollständigen 
Lösung: u=a, v=b, w, =6, Wg = c, zu einer anderen derartigen 
Lösung: wW =a’, v’ =b’, w,=c,, Ww=c, wird durch eine Berührungstrans- 
formation des vierfachen Raumes mit zwei aequationes directrices: 


’ ‚ 
9,4u,0, 0,8; U, d; ww) 0, ed 


vermittelt; und diese beiden Gleichungen ordnen jedem Punkte u’, v', 
wi, w, eine gemeinsame zweidimensionale Integralmannigfaltigkeit der 
partiellen Differentialgleichungen: 2, =0, 2 = 0 zu. 

Liegt ein Pfaffsches System: Jadz =0, Zßdx =0 vor, das zu 
dieser Kategorie gehört, so bildet man zuerst ein vollständiges System in 
den x, dessen Lösungen die Größen: u, ®, %,, We, &1, Pı;> €g, Pa Sind. Die 
Integration dieses vollständigen Systems reduziert sich auf eine gewöhn- 
liche Differentialgleichung sechster Ordnung. Sind Yı, Ya, - + -, Ye UnN- 
abhängige Lösungen jenes vollständigen Systems, so kann das gegebene 
Pfaffsche System die Form: 


Yıdy, ++ Yday=0, Zidyı ++ Zedys = 0 


erhalten, wobei die Koeffizienten Y,, und Z, nur von den y abhängen. 
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Die weitere Reduktion unseres Pfaffschen Systems kann, wie wir [156 
sogleich beweisen werden, nicht durch Integration gewöhnlicher Differential- 
gleichungen gelevstet werden. 


54. Um die Richtigkeit der letzten Behauptung nachzuweisen, genügt 
die Bemerkung, daß die Integration eines ganz beliebigen Systems zweier 
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei unabhängigen 
und zwei abhängigen Veränderlichen sich mit der Integration eines zwei- 
gliedrigen Pfaffschen Systems deckt, das zu der vorliegenden Kategorie 
gehört. Liegen in der Tat zum Beispiel die beiden partiellen Differential- 
gleichungen: 


qı bag 91, Y, 1» 295 Pı; Po); ‘BE 3 9,(%, Y, Ze 295 Pı> P2) 


vor, so deckt sıch die Integration dieses Gleichungssystems mit der Auf- 
findung aller zweidimensionalen Integralmannigfaltigkeiten des Pfaff- 
schen Systems: 


(6) da, — mde—Qıdy=0, dya— pde— Q.dy =. 


Es darf aber als selbstverständlich betrachtet werden, daß die Integration 
des Gleichungssystems: q, =0Q,, 92 = Q; nicht auf die Erledigung ge- 
wöhnlicher (das heißt, nichtpartieller) Differentialgleichungen redu- 
ziert werden kann. Also kann auch die Integration des Pfaffschen 
Systems (6) nicht durch gewöhnliche Differentialgleichungen geleistet 
werden. 


55. Eindlich wollen wir annehmen, daß die acht Funktionen: u, v, w,, 
Wa, &1, 91, &9, Pa, diein der Normalform: 


(7) dw, — 2du— dv =0, dw — du — dv = 0 
auftreten, durch drei unabhängige Relationen: 
2,(u, V, ee Y5) ==); 02 =), 2; — 


verbunden sind. Wir werden zeigen, daß in diesem Falle das vorgelegte 
Pfaffsche System: Fade =0, Zßdx =0 durch drei Gleichungen: 
A =»Const., u = Const., v = Const. integriert werden kann, und daß da- 
her unsere jetzige Annahme mit den früher gemachten Voraussetzungen 
im Widerspruche steht. 


Die Integration des auf die Normalform (7) gebrachten Pfaffschen 
Systems deckt sich mit der Integration des Systems partieller Differen- [157 
tialgleiehungen: 2, =0, 2,=0, Q,=0. Ein derartiges Gleichungs- 
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system wird aber nach meiner allgemeinen Theorie!) dadurch integriert, 
daß man eine Gleichung: 


U(2,9%2,%) > Const. 


nach x und % differenziert und sodann die Differentialquotienten p,, 91, 
Pg, ga zwischen den beiden Gleichungen: 


U,+ U,Pı ar UP: =0, U,+ U,q Hr U,,Qs —=( 


und den drei Gleichungen: 2, =0, Q,=0, 2, =0 eliminiert. Hier- 
durch entsteht eine quasilineare partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung: 3U AU AU U 
w(e, Y, 21,95 ren =(, 

deren zweidimensionale Integralgebilde von Charakteristiken er- 
zeugt sind. In dieser Weise ergibt sich, daß im vierfachen Raume x, %, 2,, 
2; die zweidimensionalen Integralmannigfaltigkeiten des Gleichungs- 
systems: 2, =0, 2, = (0, 2, = 0 von oo? Charakteristiken erzeugt sind. 
Aber hieraus folgt, daß unser Pfaffsches System: 


dw, m &,du Tr Yp,dv —e 0, dw, ru: &,du ae P,dv = 0 


durch passende Wahl der Veränderlichen auf eine äquivalente Form ge- 
bracht werden kann, die nur vier Veränderliche enthält. Und also besitzt 
auch das ursprünglich vorgelegte Pfaffsche System: Zadx =, 
& ßBdx = 0 gegen unsere Voraussetzung vollständige Lösungen, die durch 
drei endliche Gleichungen definiert werden. 

56. Sodann noch einige flüchtige Andeutungen über zweigliedrige 
Pfaffsche Systeme: Zadze=0, ZPßdx=0, die fünfgliedrige voll- 
ständige Lösungen: 


vor, va, wei Hr rt 


besitzen, während keine vollständige Lösung vorhanden ist, die durch 
weniger Gleichungen definiert wird. 
In diesem Falle kann das vorgelegte Pfaffsche System auf die [158 
kanonische Form: 
do, — e,du— p9,dv— yıdw =, 
do; — &,du — Ydv — ydw = 0 


gebracht werden. Und wiederum können verschiedene Fälle eintreten, 
da die Größen 0, u, v, w, e, , y unabhängig oder durch Relationen ver- 
bunden sein können. 


1) Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania, Januar 1880; Leipziger Berichte 
1893—95 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XXVII; Bd. IV, Abh. IX, S. 345—349]. 


Kap. II; Nr. 55—57. Zweigl. u. (n— 2)-gl. Pfaffsche Syst. inn Ver. 429 


Besteht keine derartige Relation, so ergibt sich unmittelbar, daß der 
n-fache Raum nur in einziger Weise in 00% (n — 5)-dimensionale Inte- 
gralmannigfaltigkeiten zerlegt werden kann, und daß daher die Reduk- 
tion des vorgelegten Pfaffschen Systems auf die Normalform nur die 
Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung fünfter Ordnung 
verlangt, die keine Vereinfachung gestattet. 


In ganz ähnlicher Weise erledigt man die übrigen möglichen Fälle, 
mit denen wir uns aber hier nicht weiter beschäftigen können. 


iH, 
Nichtintegrable (a —2)-gliedrige Pfaffsche Systeme in »» Veränderlichen. 


57. Wir betrachten ein (n — 2) -gliedriges Pfaffsches System: 
(8) rd ++ Anden = 0 (k=1,9,..,n-2) 


in den Veränderlichen z,, 23, ...,%, und setzen dabei, um triviale Mög- 
lichkeiten von vornherein auszuschließen, ausdrücklich voraus, daß keine 
identische Relation von der Form: 


91 La, +9 Fadı;, 4:4 n-a 2 0n_2,d2; = du 
besteht. 


Unter den oo” vielen Integralkurven des vorgelegten Pfaffschen 
Systems denken wir uns 00” 1 herausgegriffen, die den Raum ausfüllen und 
somit durch n — 1 Gleichungen: 


U = 4A,U] = (1, .., ÜUn-2 = (n_-2 


mit den willkürlichen Konstanten a, a, Qg,...,@d„_, dargestellt werden. 
Alsdann kann das System (8) auf die Form: 


du, -vdu =0, dw — vdu=(0,..,dw_s—%-.du=0 [159 
gebracht werden. Und dabei ist es klar, daß die 2n — 3 Größen: 
U, U; 0 Un 2 %; Ugyer Un 2» 


die ja Funktionen von z,,..., x, darstellen, durch mindestens n — 8 un- 
abhängige Relationen: 


W.(u, User Un- 2; Use. %n_2) —=0 


verbunden sind. Da andererseits u, u), .. .,4,_, von einander unabhän- 
gige Funktionen der x bezeichnen, so sind von vornherein nur zwei Fälle 
denkbar, präziser gesagt, es gibt entweder n — 3 oder n — 2 unabhängige 
Relationen: W, = 0. 
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Im letzten Falle beständen aber Gleichungen von der Form: 
%x = V.(u, U; eg %, %) kat, sand), 


und wenn @,,...,@,_. ein System Lösungen des simultanen Systems: 
u 


Tr — V,(u, U...» Un_2) (k=1,..,0—2) 
bezeichneten, so ließe sich unser Pfaffsches System auf die Form: 
do, 0, dw, = 0, ... 00.5 ag 0 


bringen. Da wir aber diesen Fall von vornherein ausdrücklich ausge- 
schlossen haben, so ist die Anzahl der unabhängigen Gleichungen: W, = 0 
sicher gleich n — 3, und wir können daher dieses Gleichungssystem etwa 
auf die Form: 
Br AU in ei ri. 
bringen. 
58. Hiermit hat unser Pfaffsches System die Form: 

du, — v.du =, 
(9) 

di. — Hu, Un. %n_a, Y)dau =D (k=2,..,n—2) 


angenommen. Deuten wir hier u, u ,...,%,_. als Punktkoordinaten 
eines (n— 1)-fachen Raumes, so können wir die Größen: 


U, U, +0 Un 2: Us ++ + Ün-2 


als Bestimmungsstücke eines Linienelementes in diesem Raume auf- [160 
fassen. Die n—3 Gleichungen: 


W.(u, Us.» Un 25 U... 0.5) —( (k=1,..,n0n—B3), 


sowie die damit äquivalenten Gleichungen: 


(10) Welu, un. 22 una ge ee) = 0 (k=1,...n—3) 
bilden ein (n — 3) -gliedriges Mongesches System, das oo” Linienelemente 
des Raumes u, u, . . ., U, _. definiert. Dieses Mongesche System hat oo” 


viele Integralkurven, und jede derartige Integralkurve liefert, wenn in 
ihren Gleichungen die u durch ihre Werte als Funktionen der x ersetzt 
werden, eine Integralkurve des ursprünglich vorgelegten Pfaffschen 
Systems: 


(8) 10%, + “8:8 + nd —=() Be SE ORTE 


Hiermit ist es uns gelungen, eine Beziehung zwischen einem 
(n— 2)-gliedrigen Pfaffschen Systeme (8) inn Veränderlichen 
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und einem (n—3)-gliedrigen Mongeschen Systeme (10) inn—1 
Veränderlichen u, u,,...,U,_. zuStande zubringen. Jeder Punkt 
des Raumes & ist einem Linienelemente des Mongeschen Systems (10) zu- 
geordnet. Und dabei ist jeder Integralkurve des Pfaffschen Systems (8) 
eine Integralkurve des Mongeschen Systems zugeordnet. 


59. Um den hiermit aufgedeckten Zusammenhang in die richtige 


Beleuchtung zu setzen, zeigen wir, daß umgekehrt jedes (n—3)-gliedrige 
Mongesche System in n— 1 Veränderlichen: 


dı d Ya 
w.(y, 0:7, Yn-2, qy ee di = 0 (k=1,..,n—-9) 


in der angegebenen Weise auf ein (n — 2)-gliedriges Pfaffsches System 
in n Veränderlichen bezogen werden kann. 


Wir denken uns dien — 3 Gleichungen: W, =0 nach n — 3 Diffe- 
rentialquotienten, etwa: 


dyı dYn-ı 
A 20 
aufgelöst: ; 
d 
En — Yarı[Y» Yır rs Min e (&=2,8,...n-2), [161 
und setzen sodann: 
ie a en RE dyı _ 
yY=%, Yı= 9%, Y=Tsz:: +, YUn-2 = Iin-ı5 day In» 


Alsdann erhalten wir in den Veränderlichen &,,&,,..., 2, das (n — 2)- 
gliedrige Pfaffsche System: 


dx, — 0 8; 


(11) da, — Y5(%ı, Ip. £,) dz, EEE 0, 


an ae a.) = d, 


und dabei ist jedem Linienelemente des Mongeschen Systems: W, = 0 
ein Punkt des Raumes (x) zugeordnet. 


Zwei Linienelemente des Mongeschen Systems, die vereinigt liegen, 
bilden sich im Raume der x als zwei benachbarte Punkte x, und x, + dı 
ab, die das Pfaffsche System (11) befriedigen. Zwischen den Integral- 
kurven des Mongeschen Systems: W, = 0 und den Integralkurven des 
Pfaffschen Systems (11) besteht somit die folgende Beziehung: Integral- 
kurven des Mongeschen Systems, die einander in einem Punkte berühren, 
liefern im Raume der x Integralkurven des Pfaffschen Systems mit einem 
gemeinsamen Punkte. 
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60. Die hiermit erhaltenen Ergebnisse fassen wir zu dem folgenden 
Theoreme zusammen: 


Theorem VIII. Zwischen den nichtintegrablen (n— 2)-glie- 
drigen Pfaffschen Systemen: 


(8) rd, 4... + Arnd =D (k=1,.:.,0%—2) 


inn Veränderlichen &,,..., 2, und den (n— 3)-glivedrigen Monge- 
schen Systemen: 


W.(yı; Yay +» +, YUn-1ı> dy, : dya: ud ik.) =(0 (=13...,n-3) 


inn—1 Veränderlichen besteht ein fundamentaler Zusammen- 
hang. 

Liegt nämlich ein (n— 2)-glvedriges Pfaffsches System in 
Ks... %, vor, das nicht integrabel ist, so kann dieses Pfaff- 
sche System immer auf die Form: 


du, —v.du =9,.., dung — %_-sdu = 0 [162 
gebracht werden, nachdem zuerst oo"! Integralkurven: 
a A Re EG RB NR 


die den Raum x ausfüllen, gefunden sind. Alsdann sind die 
Größen: 


du, _dW_2 


a ee V.-_o >= 
du’ une du 


U, U; . ® .. Un- 235 Ü, = 


immer durch n— 3 unabhängige Relationen: 


du dünn 
Wien ua. Ian )— 0 (k=1,...,n—3) 


verbunden, die ein (n— 3)-glvedriges Mongesches System bilden. 
Jede Integralkurve des Pfaffschen Systems liefert eine Inte- 
gralkurve des Mongeschen Systems. Dabei gehen aber Integral- 
kurven des Pfaffschen Systems, die einander schneiden, ın 
Kurven des Mongeschen Systems über, die einander berühren. 
Jedes Linienelement des Mongeschen Systems: W,=0 ist 
einem Punkte (x) zugeordnet, und das Pfaffsche System (8) vst 
weiter nichts als die Bedingung für die vereinigte Lage zweier 
benachbarter Linienelemente des Mongeschen Systems. 

Liegt andererseits ein beliebiges (n— 3)-glvedriges Monge- 
sches System inn—1 Veränderlichen vor, und bezieht man die 
oo" Linienelemente dieses Systems auf den Punktraum %,...,&n; 
so lvefert die Forderung, daß zwei benachbarte Linienelemente 
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des Mongeschen Systems vereinigt liegen sollen, ein (n — 2)- 
gliedriges Pfaffsches System in &,..., Zn 

61. Setzen wir insbesondere n = 3, so erhalten wir die von mir so 
eingehend untersuchte Abbildung aller Linienelemente x, y, p der x, y- 
Ebene auf den Punktraum &, y, p. 

Zwei Linienelemente: z,y,pund: € +dx, y+dy, p + dp liegen 
in der Tat vereinigt, wenn die Pfaffsche Gleichung: 


dy—pdxı =0 
erfüllt ist. Liegt andererseits eine beliebige nichtintegrable Pfaffsche 
Gleichung: ade + ßdy + ydz = 0 
vor, so kann diese Gleichung bekanntlich auf die kanonische Form: 
dy—pdr = 0 [163 
gebracht werden; und hierdurch sind die Linienelemente rt, 9, p der 1, Y- 
Ebene auf den Punktraum x, y, 2 bezogen worden. 
Setzen wir sodann n = 4, so erhalten wir eine Beziehung zwischen 
einer Mongeschen Gleichung: 


W(yı, Ya, Ya, dyı: dya: dy,) = 0 


des dreifachen Raumes und einem zweigliedrigen nichtintegrablen Pfaff- 
schen Systeme in vier Veränderlichen, und so weiter. 


62. Die im Theoreme VIII zusammengestellten Ergebnisse wollen wir 
jetzt mit den Entwickelungen des ersten Kapitels über quasilineare par- 
tielle Differentialgleichungen erster Ordnung in Verbindung bringen. 

Wir setzen voraus, daß inn—1 Veränderlichen: y,,.. ., Yn_ı ein be- 
liebiges (n — 3) -gliedriges Mongesches System: 


Way; a Ahr dl, ed (=1,...,n-3) 


vorgelegt ist. Wir beziehen die 00” Linienelemente dieses Mongeschen 
Systems in der früher angegebenen Weise auf den Punktraum &,,. . ., & 
und erhalten so als Bedingung für die vereinigte Lage zweier benachbarter 
Linienelemente ein (n — 2) -gliedriges Pfaffsches System: 


rd +: + dndcn = 0 (k=1,..,n—2). 

Sodann denken wir uns oo” Integralkurven dieses Pfaffschen Systems 
durch das (n — 1)-gliedrige Gleichungssystem: 

ll a Ars ee) ER (k=1,..,n—1) 


bestimmt und deuten wie im vorigen Kapitel die Größen X,,.. ä X, als 


Punktkoordinaten eines n-fachen Raumes. Alsdann ordnet das Gleichungs- 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IV 28 
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system: 9, = 0 den oo* Punkten (x) n-fach unendlich viele Kurven K 
zu, deren o0”+! Linienelemente ein (n— 2) - gliedriges Mongesches System: 


NEED RN > Pest BE RR N 


befriedigen. Dabei sind die o0* Kurven K die Charakteristiken einer 
quasilinearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 


63. Hiermit ist ein merkwürdiger und fundamentaler Zu- 
sammenhang zwischen den beiden Mongeschen Systemen: 
W.=0 und: F, = O0 zustandegebracht. Dabei erinnern wir uns, [164 
daß dien — 3 Gleichungen: 


Welyır + Yn-ı, dyız 2 dYyn-ı) = 0 k=1,..,n—8) 


ein ganz beliebiges (n — 3)-gliedriges Mongesches System in n—1 
Veränderlichen darstellen, während die n— 2 Gleichungen: 


Ein ae ER: 


das allgemeinste Mongesche System in n Veränderlichen darstellen ; 
das die oo” Charakteristiken einer quasilinearen partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung erfüllen. 


64. Es ist nun leicht, zu sehen, daß zwischen den Integralkurven der 
beiden Mongeschen Systeme: W,.(y,dy) =0 und F,(X,dX) =0 ein 
eineindeutiges Entsprechen besteht. Jeder Integralkurve € des Monge- 
schen Systems F,(X,dX) = 0 ist nämlich im Raume (x) eine Integral- 
kurve c des Pfaffschen Systems zugeordnet, und jeder Kurve c ist eine 
Kurve x des Mongeschen Systems W,(y, dy) = 0 zugeordnet. 


Die oo! Linienelemente des Mongeschen Systems: F,(X,dX) = (0, 
die durch einen Punkt (X) gehen, liefern im Raume (x) alle oo! Linien- 
elemente einer Kurve k, und dieser k ist wiederum im Raume % eine Kurve 
x zugeordnet. Im Raume (y) treten somit oo” Integralkurven x des 
Mongeschen Systems W,.(y, dy) = 0 auf, die eineindeutig auf die Punkte 
des Raumes (X) bezogen sind. 


Dies gibt uns eine schöne begriffliche Deutung des Mongeschen 
Systems: F,(X,dX) =0. Wenn nämlich zwei unendliche: benachbarte 
Kurven x einander berühren, so schneiden die beiden zugeordneten Kur- 
ven k des Raumes (x) einander, und dann erfüllen die beiden Bildpunkte 
X,und X, + dX, die Gleichungen: F,(X,dX) =. 

Eg liefert daher das Mongeschen System: F,(X, dX) = 0 gradezu 
die Bedingung dafür, daß zwei unendliche benachbarte Kurven x einander 
berühren. 
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65. Hierzu fügen wir die fundamentale Bemerkung, daß die oo* 
Kurven x ganz beliebig unter den Integralkurven des Mongeschen Sy- 
stems: W.(y, dy) = 0 gewählt werden können. 

Ist in der Tat irgend ein (n — 3)-gliedriges Mongesches System: 


W(Yıs - - + Yn-1, 4yı:*- :dyn-ı) =0 


in den Veränderlichen: %,,.. :, %„n_, vorgelegt, und sind 00” Integral- [165 
kurven x dieses Mongeschen Systems gegeben, so beziehen wir die oo” 
Linienelemente des Mongeschen Systems auf den Punktraum x,,.. ., 
und erhalten dabei ein Pfaffsches System: 


rd +: 4 Arndt, = 0 Get, ie, 


dessen Integralkurven eindeutig den Integralkurven des Gleichungs- 
systems: W, = 0 zugeordnet sind. Wir wählen sodann diejenigen oo” 
Integralkurven k des Pfaffschen Systems, die den x entsprechen, und 
beziehen endlich die Kurven k auf den Punktraum X,,..., X,. Hierdurch 
erhalten wir ein Mongesches Gleichungssystem: F,(X, dX) = 0, das uns 
die Kriterien für die Berührung zweier unendlich benachbarter Kurven x 
liefert. 

66. Die hiermit gefundenen schönen Resultate fassen wir zu dem fol- 
senden Satze zusammen: 

Theorem IX. Man findet alle partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung: 

0 2 6 
2X, as; . | a 35 9) = 0 

mit oo" charakteristischen Kurven in der folgenden Weise: 
Man nimmt ein ganz beliebiges (n—3)-gliedriges Mongesches 
System: 
(12) Ey erde 0 (k=1,..,n-3) 


in n—1 Veränderlichen und greift unter dessen oo” Integral- 
kurven irgend eine Schar, bestehend aus oo" Kurven: 


(13) YlYyıs + ri) —=% (k=1,..,n—2) 


heraus. Erteilt man sodann den y und dy bestimmte Werte, die 
das Gleichungssystem: W, =0 erfüllen, so gibt es jedesmal oo! 
Kurven der Schar (13), die das betreffende Linienelement (y,dy) 
enthalten. Diese Kurven werden durch n—1 Relationen zwi- 
schen X,,..,X„ undn Parametern: 


Dal nr A An) =0: (k=1,...n-1) 
28* 
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definiert. Das hiermit gefundene Gleichungssystem liefert im 
Raume (X) oo" Kurven, und diese Kurven sind immer die Cha- 
rakteristiken einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung. Ä 


67. Wollen wir zum Beispiel in vier Veränderlichen X,,..., X4 [166 
alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit oo* Charakte- 
ristiken konstruieren, so nehmen wir im dreifachen Raume z, %, z eine be- 
liebige Mongesche Gleichung: 


Wie,y,s,de:dy:d)=0, 


greifen unter ihren Integralkurven oo? heraus und suchen die Bedingung 
für die Berührung zweier benachbarter Kurven x der gewählten Schar. 


. Wir können aber diese letzten Konstruktionen auf eine noch ein- 
fachere Form bringen. Es ist ja möglich, zwischen den Integralkurven 
der Mongeschen Gleichung: W (x, y, 2, d&:dy: dz) =0 und allen Kurven 
einer Ebene ein eineindeutiges Entsprechen festzustellen, so zwar, daß 
zwei Integralkurven von: W = 0 einander berühren, wenn die beiden 
entsprechenden Kurven der Ebene einander oskulieren. Hieraus folgt 
unmittelbar der folgende Satz: 


Satz 4. Man findet alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
in vier Veränderlichen und mit o0* Charakteristiken in der folgenden Weise ; 
Man nimmt eine beliebige Kurvenschar in der x, y-Ebene, die oo* Kurven: 


Y —o(t, X], Xp, X;, X,) = 0 
umfaßt. Man bildet sodann die beiden Gleichungen: 


ER 
dx? 


—=„D. 


Deutet man nun in diesen drei Gleichungen die Größen x, y, p, r als Para- 
meter, die Größen X, Xa, X3, X, dagegen als Punktkoordinaten in einem 
vrerfachen Raume, so stellen unsere drei Gleichungen oo* Kurven des Raumes 
(X) dar, und diese oo* Kurven sind immer die Charakteristiken einer quast- 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 

68. In entsprechender Weise findet man durch Betrachtung von 
Kurven in der Ebene einige, nieht aber alle quasilinearen Differential- 
gleichungen mit mehr als vier Veränderlichen. Nimmt man zum Beispiel 
eine Kurvenschar, bestehend aus 00° Kurven: 


yallıdiı I. {9 
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und bestimmt alle oo! Kurven dieser Schar, die ein gegebenes Element 


dritter Ordnung: de dey 
u: Yu. 77, ro, u 3 
dx dx dx 


enthalten, so erhält man im Raume (X) fünffach unendlich viele Kurven, | 167 
die [die] Charakteristiken einer, allerdings speziellen, quasilinearen par- 
tiellen Differentialgleichung darstellen. 


Kapitel III. 


Partielle Differentialgleiehungen 1. Ordnung in n Veränderlichen 
und mit o0”*+'! Charakteristiken. 


69. Wir stellen uns jetzt die schwierige Aufgabe: alle partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung in n Veränderlichen: 


ua N 
SEE I 2 )=0 


zu bestimmen, die o0”*+1 charakteristische Kurven besitzen. 

Da es immer: SP 
(n — 1)-dimensionale Elemente E,„_, gibt, die eine solche Gleichung be- 
friedigen, und da diese o0?”-2 Elemente immer: 


o0o:Nn—3 


charakteristische Streifen erzeugen, so ist jede charakteristische Kurve 
einer derartigen Gleichung: W = 0 der gemeinsame Punktort für oo” 
charakteristische Streifen. Ist n =4, so wird unser Problem trıvial, 
weil dann jede nicht lineare und auch nicht quasilineare partielle Differen- 
tialgleichung erster Ordnung die gestellte Forderung erfüllt. Wir können 
daher ohne Beschränkung annehmen, daß n > 4 ist. 


‘0. Zunächst wollen wir durch synthetische Betrachtungen im n- 
fachen Raume X,,..., X, pseudolineare partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit oo”"*! charakteristischen Kurven konstruieren. So- 
dann zeigen wir, und wiederum durch synthetische Betrachtungen, daß 
die betreffenden Konstruktionen alle partiellen Differentialgleichungen 
liefern, die unsere Forderungen erfüllen. 


Es mögen n — 1 Gleichungen von der Form: 
Glen EEE U RD, AR, —=() (k=1,...,n—1) 


vorgelegt sein. Wir setzen dabei ausdrücklich voraus, daß sich aus diesen 
Gleichungen keine Relation zwischen den x allein, und auch keine [168 
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Relation zwischen den X allein herleiten läßt. Alsdann ordnet unser 
Gleichungssystem jedem Punkte des Raumes (x) eine Kurve K des 
Raumes (X) zu, und jedem Punkte (X) wird eine Fläche!) f des Raumes 
(x) zugeordnet. Unsere Annahme, daß weder die x noch die X durch eine 
Relation verknüpft sind, zieht nach sich, daß die Kurven K den Raum (X), 
und die Flächen f den Raum (x) ausfüllen. Aus unseren Voraussetzungen 
lassen sich aber keine ganz präzisen Schlüsse über die Anzahl der Kurven 
K und der Flächen f ziehen, wenn wir auch unmittelbar erkennen, daß 
die Anzahl der Kurven K höchstens gleich oo**+! und mindestens gleich 
oo” list, daß andererseits die Anzahl der Flächen f höchstens gleich 00” 
und mindestens gleich 00”! sein muß. 

71. Wir wollen daher ausdrücklich die weitergehende Forderung 
stellen, daß unser Gleichungssystem: @, = 0 den oo*+! Punkten (x) 
oo”+1 verschiedene Kurven K zuordnet.?) Alsdann können wir be- 
weisen, daß dieses Gleichungssystem den 00” Punkten (X) o0* verschie- 
dene Flächen f zuordnet. 

Ordnet in der Tat das Gleichungssystem: @, = 0 den oo*+! Punkten 
(2) oo" +! verschiedene Kurven Ä zu, so gehen, eben weil diese Kurven den 
Raum (X) ausfüllen, durch jeden Punkt: X, = A, zweifach unendlich 
viele Kurven K. Eine jede unter diesen o0® Kurven K hat einen bestimmten 
Bildpunkt (x), und der Ort dieser oo? Bildpunkte ist grade die Fläche f, 
die dem Punkte: X, = A, zugeordnet ist. Wäre nun die Anzahl der 
Flächen f kleiner als 00”, so wäre jede Fläche f unendlich vielen Punkten 
X, zugeordnet, und dann wäre jeder Punkt einer f der Bildpunkt von un- 
endlich vielen Kurven K. Hiermit sind wir aber auf Widerspruch ge- 
führt worden, und also zieht die Annahme, daß unser Gleichungssystem 
oo" +1 Kurven K bestimmt, mit Notwendigkeit nach sich, daß die Zahl der 
Flächen f gleich o* ist. | 


«2. Hiermit haben wir den Satz: 
Satz 5. Kann das (n — 1) -gliedrige Gleichungssystem : 
Pellisıee In;  ) ni, (k=1,..,n—1) 


ın den Veränderlichen: [169 
BEN iR 


nach n — 1 Größen x und gleichzeitig nach n — 1 Größen X aufgelöst werden, 
so ordnet es jedem Punkte des Raumes &,,. - -, Cn; &n5,ı eine Kurve K des 


1) Es möge uns gestattet sein, die zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten kurz 
als Flächen zu bezeichnen. 

2) Die soeben gestellte Forderung deckt sich damit, daß die Flächen f des 
Raumes (z) keine lineare partielle Differentialgleichung erfüllen. 
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Raumes (X) und andererseits jedem Punkte (X) eine Fläche f des Raumes 
(x) zu. Hier können aber mehrere Fälle eintreten. Ordnet insbesondere das 
Gleichungssystem: @, = 0 den oo" +! Punkten (x) (n + 1)-fach unendlich 
viele verschiedene Kurven K zu, so treten m Raume der (x) n-fach un- 
endlich viele verschiedene Flächen f auf, deren jede einen bestimmten Bild- 
punkt (X) besitzt. 

Im folgenden halten wir an der Annahme fest, daß unser Gleichungs- 
system: 9, = 0 (n + 1)-fach unendlich viele Kurven K und n-fach un- 
endlich viele Flächen f bestimmt. 

3. Jede Kurve K hat oo! Linienelemente L, deren Koordinaten: 


2 a I De 
n—3 Mongesche Gleichungen: 
LAGE a) ed (d=1,.. ,n-3) 


erfüllen. Die Flächen f befriedigen andererseits gewisse partielle Differen- 
tialgleiehungen erster Ordnung mit zwei unabhängigen und n —1 ab- 
hängigen Veränderlichen. Diese partiellen Differentialgleichungen werden 
aber im folgenden keine explizite Rolle spielen. 
Jede Fläche f enthält 00? zweidimensionale Elemente e,. Die Schar 
aller f bestimmt somit: 
Boll. Ga Von} 
zweidimensionale Elemente e,. Daher gehen durch jeden Punkt p des 
Raumes &,,..., &,..ı einfach unendlich viele Elemente e,. 


‘4. Will man einen wirklich tiefen Einblick in die Beziehung er- 
halten, die unsere Gleichungen: 9, = 0 zwischen dem (n + 1)-dimen- 
sionalen Raume &,,...,%,,%n.ı und dem n-dimensionalen Raume 
X1,..., X, feststellen, so muß man seine Aufmerksamkeit auf die Linien- 
elemente L des Raumes (X) und die zweidimensionalen Elemente e, des 
Raumes (x) richten. 

Wir bemerken zunächst, daß es 00” +? Linienelemente L gibt, und daß 
ebensoviele Elemente e, vorhanden sind. Wir können überdies nach- |170 
weisen, daß die oo” +? Linienelemente L und die o0”+? Elemente e, inner- 
halb passender Bereiche eineindeutig auf einander bezogen sind. 

Erteilen wir den & bestimmte Zahlenwerte, so ist dem hiermit ge- 
wählten Punkte p im Raume (X) eine ganz bestimmte Kurve K zugeord- 
net. Wählen wir sodann unter den oo! Linienelementen dieser Kurve ein 
bestimmtes L, so ist dem Punkte P dieses Linienelementes eine ganz be- 
stimmte Fläche f zugeordnet, die durch den Punkt p hindurchgeht und 
in diesem Punkte ein bestimmtes zweidimensionales Element e, besitzt. 
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Hiermit ist jedem Linienelemente L ein bestimmtes Element e, zu- 
geordnet, und eine leichte Änderung unserer Überlegungen zeigt, daß um- 
gekehrt jedem Elemente e, des Raumes (x) ein bestimmtes Linienelement Z 
des Raumes (X) zugeordnet ist. Hieraus folgt, daß zwischen den oo +? 
zweidimensionalen Elementen e, des Raumes (x) und den 
oo"+2 Linienelementen L des Raumes (X) ein eineindeutiges 
Entsprechen festgestellt ist. 


75. Wir werden nun dieses Entsprechen im Infinitesimalen genauer 
untersuchen. 


Wir wählen ein bestimmtes Linienelement L im Raume (X) und be- 
zeichnen die benachbarten Linienelemente unserer Schar mit L’. Dem 
Linienelemente L ist im Raume (x) ein bestimmtes zweidimensionales 
Element e, zugeordnet, dessen benachbarte Elemente e; heißen mögen. 
Wir bezeichnen den Punkt des Linienelementes L, beziehungsweise L’, mit 
P, beziehungsweise P’, und dementsprechend den Punkt des Elementes e,, 
beziehungsweise e2, mit p, beziehungsweise p’. Betrachten wir nun das Ge- 
biet aller zu p benachbarten Punkte, so liegt jeder Punkt p’ dieses infini- 
tesimalen Gebietes auf einem ganz bestimmten Elemente e;, dabei voraus- 
gesetzt, daß von infinitesimalen Größen zweiter Ordnung abgesehen wird. 
Dementsprechend liegt auch jeder zu P benachbarte Punkt P’ auf einem 
ganz bestimmten Linienelemente L’. 


Unsere Transformation zwischen den Elementen e; und L’ der beiden 
Räume bestimmt somit ein eindeutiges Entsprechen zwischen den 
Punkten p’, die in der Umgebung des Punktes p liegen, und den Punk- 
ten P’, die der Umgebung des Punktes P angehören. Und das hiermit 
definierte Entsprechen zwischen den infinitesimalen Punkt- 
gebieten p’ und P’ ist eo ipso projektiv. 

Es ist selbstverständlich, daß die projektive Beziehung zwischen den 
beiden infinitesimalen Punktgebieten p’ und P’, unter denen das erste [171 
(n + 1)-dimensional, das andere n-dimensional ist, eine ausgeartete 
Transformation sein muß. Geht man vom Punkte p des zweidimensio- 
nalen Elementes e, zu einem benachbarten Punkte p’ über, der in der zwei- 
dimensionalen Ebene des Elementes e, gelegen ist, anders ausgesprochen: 
setzt man voraus, daß die beiden benachbarten Elemente e, und e, ver- 
einigt liegen, so können die beiden Punkte P und P’ zusammenfallen. 


76. Um diese Schwierigkeit zu bewältigen, wollen wir aus dem in- 
finitesimalen (n + 1)-dimensionalen Punktgebiete p’ ein kleineres Punkt- 
gebiet r’ ausscheiden, das eben und (rn — 1)-dimensional und im übrigen 
nur der Beschränkung unterworfen ist, daß es zwar den Punkt p, dagegen 
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weder das Element e, noch irgend ein in e, gelegenes Linienelement ent- 
halten darf. 


Es liegt jetzt auf der Hand, daß zwei verschiedene Punkte x’ dieses 
Gebietes immer zwei getrennte Bildpunkte //’ in der Umgebung des 
Punktes P haben werden. Also können wir auch das Punktgebiet IT’ als 
eben und (n — 1)-dimensional betrachten. Zwischen den beiden hiermit 
definierten infinitesimalen und (n — 1)-dimensionalen Gebieten x’ und 
IT' besteht eo ipso eine projektive Beziehung, die nicht ausgeartet ist. 


Der hiermit abgeleitete Satz gibt uns eine feste Grundlage für die 
folgenden Entwickelungen. Wir ziehen in erster Linie den wichtigen 
Schluß, daß q benachbarte und getrennte Elemente e&, &,..., ey, 
die in einem und nur einem (» + 1)-dimensionalen Elemente 
des Raumes (x) enthalten sind, sich als q getrennte und 
benachbarte Linienelemente L’, L’,...,L'® abbilden, die in 
einem und nur in einem w-dimensionalen Elemente des 
Raumes (X) enthalten sind. 


7%. Jetzt führen wir eineneue und wesentliche Voraussetzung 
ein, daß nämlich unsere 00” Flächen f das (n — 3)-gliedrige Pfaffsche 
System: 


(1) dr. + tn dir = 0 (k=1,.. ,n—3) 
erfüllen. 


Betrachten wir einen bestimmten Punkt p, so gehen jedesmal oo! 
Flächen f durch diesen Punkt, und diese oo! Flächen ordnen dem Punkte p 
einfach unendlich viele zweidimensionale Elemente e, zu. Das Pfaffsche 
System ordnet andererseits dem Punkte p dreifach unendlich viele [172 
Linienelemente zu, die ein vierdimensionales Element e, erzeugen. Unsere 
Annahme, daß die Flächen f Integralgebilde des Pfaffschen Systems (1) 
sind, kommt darauf hinaus, daß die oo! dem Punkte p zugeordneten Ele- 
mente e, in dem soeben besprochenen vierdimensionalen Elemente e, ent- 
halten sind. 


78. Im Raume (x) wählen wir eine bestimmte Fläche f, die wir mit f, be- 
zeichnen; der Bildpunkt im anderen Raume möge P, heißen. Durchläuft 
nun ein Punkt p die Fläche f,, so wissen wir, daß die zugeordnete Kurve 
K immer durch den Punkt P, hindurchgeht. Die 00° hiermit konstruierten 
Kurven K umfassen eo ipso alle durch P, gehenden Kurven K, und sie 
erzeugen also eine dreidimensionale Punktmannigfaltigkeit M}). Zu jedem 
Punkte P, gehört eine solche Mannigfaltigkeit M,, und es gibt offenbar 
oo" derartige Mannigfaltigkeiten M,. 
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Lassen wir den Punkt P, sich nach einer Kurve K bewegen, so ent- 
halten die oo! Mannisfaltigkeiten M, sämtlich diese Kurve K. Es ist aber 
nicht schwer, zu erkennen, daß die oo! Mannigfaltigkeiten M,, die eine 
Kurve K gemeinsam haben, einander nach dieser Kurve berühren. Ist 
das erst bewiesen, so ist es leicht, den nächsten Schritt zu machen und zu 
beweisen, daß alle o0**! Kurven K die Charakteristiken einer pseudo- 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung sind, für welche 
die besprochenen M, Integralmannigfaltigkeiten darstellen. 


‘9. Auf der Kurve K, wählen wir zwei Punkte P, und ®, und be- 
zeichnen die zugehörigen M, mit M3 und M. Unter den oo? durch P, 
gehenden Kurven K greifen wir drei unendlich benachbarte heraus, näm- 
lich K,, K’ und K’. Ebenso greifen wir unter den oo? durch ®, gehenden 
Kurven drei unendlich benachbarte heraus, nämlich K,, ®’ und &”. So- 
dann nehmen wir unter den oo! Linienelementen der Kurve K, ein be- 
stimmtes, das L, heißen möge; wir bezeichnen ferner ein benachbartes 
Linienelement der Kurven K’, K”’, &’ und $’’ der Reihe nach mit L’, L”, 
Be - 

Es ist dann klar, daß die drei Linienelemente L,, L’, L’’ (im allge- 
meinen jedenfalls) ein dreidimensionales Element E} der Mannigfaltig- 
keit M, bestimmen, und daß andererseits die drei benachbarten Linien- 
elemente L,, 2, &’’ ein dreidimensionales Element &} der Mannigfaltig- [173 
keit M} bestimmen. Wir behaupten, daß diese beiden dreidimensionalen 
Elemente E} und E} identisch sind, und daß dementsprechend die Mannig- 
faltigkeiten M}) und M) einander in dem betreffenden gemeinsamen Punkte 
berühren. 


80. Um die Richtigkeit dieser Behauptung nachzuweisen, brauchen 
wir nur die fünf zweidimensionalen Elemente: e', e;, e/, e3, e des Raumes 
(2) zu betrachten, die den fünf Linienelementen: L, L’, L’, U, &" zu- 
geordnet sind. Die Punkte p, p’, p’’, p’ und p’’ dieser fünf zweidimensio- 
nalen Elemente liegen sämtlich in dem vierdimensionalen Elemente e,, das 
von unserem Pfaffschen Systeme dem Punkte p zugeordnet wird. Aber 
hiermit ist die Richtigkeit unserer Behauptung nachgewiesen, denn früher 
(5.171 [hier S. 441]) haben wir gezeigt, daß beliebig viele benachbarte 
und getrennte Elemente e,, die in einem (» + 1)-dimensionalen Elemente 
des Raumes (x) enthalten sind, im Raume (X) Linienelemente L liefern, 
die in einem &-dimensionalen Elemente enthalten sind. 


Wir formulieren das erhaltene Resultat als Satz: 


Satz 6. Zieht man in einem Punkte (X) von allgemeiner Lage alle oo? 
hindurchgehenden Kurven K, so erzeugen diese Kurven jedesmal eine drei- 


Kap. III; Nr. 78—82. Eine Schar von oo® Mann. M, 443 


dimensionale Mannigfaltigkeit M,;, die zu dem gewählten Punkte gehört. Es 
gibt selbstverständlich oo" verschiedene derartige My; jede Kurve K liegt 
auf einfach unendlich vielen Mannigfaltigkeiten M, unsrer Schar, und diese 
M, berühren einander jedesmal nach der gemeinsamen Kurve K. 


81. Eine jede unter den eben konstruierten M, enthält eo ipso drei- 
fach unendlich viele dreidimensionale Elemente E,. Nun ist allerdings die 
Anzahl dieser M, gleich 00”; da aber jedes dreidimensionale Element E, 
einer solchen M, gleichzeitig oo! anderen M, angehört, so schließen wir, 
daß die Schar aller E,, die unseren oo* Mannigfaltigkeiten M, 
angehören, nicht o0**3, sondern nur oo*+? Elemente umfaßt. 


Hieraus lassen sich verschiedene Schlüsse ziehen. Fassen wir eine 
jede M, als Ort von 00"! (n— 1)-dimensionalen Elementen E,_, auf und 
beachten wir dabei, daß durch jedes dreidimensionale Element E, immer 
00” 4 Wlemente E,„_, hindurchgehen, so erkennen wir, daß die Schar aller 
E„_ı, die unseren oo” Mannigfaltigkeiten M, angehören, nicht: 


ee 
sondern nur: | [174 
OBER LUDER 


Elemente umfaßt. Nun aber enthält der Raum: X,,...,X,, wie wir 
wissen, grade: ar 
(rn — 1)-dimensionale Elemente E,„_,, und also sind unsere oo” Mannig- 
faltigkeiten M, Integralgebilde einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung: | N Mr 
W(X, BP en Bo ax DR‘ BE URERS en == 0. 

Diese partielle Differentialgleichung ist immer pseudolinear, da ihre 
Charakteristiken, wie man leicht übersieht, grade die oo"+! Kurven K 
sein müssen. 


82. Hiermit ist das folgende beachtenswerte Resultat erhalten: 
Theorem X. Liegt inn +1 Veränderlichen: 


I; RE Ins In+1 


ein nichtintegrables (n—3)-gliedriges Pfaffsches System: 
dr HH ann linrı = 0 er ea 


vor, und kennt man oo® zweidimensionale Integralmannig- 


faltigkeiten: 
RM In+1> (13... C„) = 0) (k=1,..,n-—-1), 
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die den Raum ausfüllen und keine lineare partielle Differen- 
tialgleichung befriedigen, so stellen die entsprechenden Glei- 
ige a RR en TOR 
wenn die a als willkürliche Konstanten, die X als laufende 
Koordinaten eines n-fachen Raumes gedeutet werden, oc"+1 
verschiedene Kurven K des n-dimensionalen Raumes (X) dar. 
Diese oo"+t Kurven K sınd die Charakteristiken einer pseudo- 
linearen partiellen Differentialglesichung erster Ordnung, die 
jedenfalls oo®* dreidimensionale Integralmannigfaltigkeiten be- 
sitzt. Durch jeden Punkt (X) gehen ja oo? Charakterıstiken, 
die eine Integralmannigfaltigkeit erzeugen. 

83. Wirklich interessante Resultate gibt dieser Satz erst dann, [175 
wenn n größer als 4 ist. Nichtsdestoweniger kann es gut sein, einen Augen- 
blick den Falln = 4 zu untersuchen. 


Wir betrachten die Pfaffsche Gleichung: 
(1) dz— pdx— qdy=0 


in den fünf Veränderlichen &, y, 2, p, q. Nimmt man im dreifachen Raume 
x, y, 2irgend eine Flächenschar, bestehend aus oo? verschiedenen Flächen: 


(2) 2 — op, Y, Ay, Ay, Ay, (4) —(, 


die keine partielle Differentialgleichung erster Ordnung erfüllen, so be- 
stimmen die drei Gleichungen: 


(8) 2— P(%, Y, Q1, Aa, Ay, 04) = 0, P—- 9% =9y—-9%,=0 


bekanntlich vierfach unendlich viele Integralmannigfaltigkeiten der 
Pfaffschen Gleichung (1). Deutet man daher in (3) die Größen &, y, 2,P,q 
als Parameter, die Größen a,,...,qa, dagegen als laufende Koordinaten 
eines vierfachen Raumes, so definieren diese drei Gleichungen alle 00° 
Charakteristiken einer wohlbekannten partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung. 


84. Es stellt sich nun die interessante Frage, ob das Theorem X alle 
pseudolinearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung liefert, 
die n Veränderliche enthalten und o0”+! Charakteristiken besitzen. Die 
nachstehende Diskussion wird uns zeigen, daß diese Frage mit ‚ja‘ zu 
beantworten ist. 


Wir wollen annehmen, daß die Gleichungen: 


OR: BERERERB ED CB —=( k=1,..42-1) 
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alle o0”+! Charakteristiken einer pseudolinearen partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung: 


Ru. ng: io) =0 


darstellen. Dann erfüllen die Gleichungen: 


GR a I ER S X,) —( (Kl) 


die im Anfange dieses Kapitels (S. 167 [hier S. 437]) gestellten For- [176 
derungen; sie ordnen daher jedem Punkte (X) eine Fläche f zu, und ın 
dieser Weise erhalten wir oo” verschiedene Flächen, die eo ipso keine 
lineare partielle Differentialgleichung erfüllen. 

Bezeichnen wir nun, wie früher, die Linienelemente der Kurven K 
mit L, und die zweidimensionalen Elemente der Flächen f mit e,, so 
wissen wir, daß die o0”*+? Linienelemente L eineindeutig auf die Elemente 
e, bezogen sind, so zwar, daß vereinigte Lage benachbarter Elemente be- 
wahrt wird. 


85. Ehe wir nun weiter gehen, müssen wir die vorgelegte pseudo- 
lineare partielle Differentialgleichung: 2 = 0 genauer untersuchen. 

Durch jeden Punkt (X) gehen co ipso oo? Charakteristiken K, die 
eine dreidimensionale Integralmannigfaltigkeit M, erzeugen. Und offen- 
bar finden wir in dieser Weise oo” solche M,, die sämtlich unsere partielle 
Differentialgleichung: 2 = 0 befriedigen. Wir behaupten, daß die oo! 
Mannigfaltigkeiten M, dieser Schar, die eine Charakteristik IX gemein 
haben, einander nach dieser Kurve berühren. 

Jede M, enthält oo? charakteristische Kurven K und oo*% =? (n— 1)- 
‘ dimensionale charakteristische Streifen S„_,. Also ist jede Charakteristik 
K einer M, der gemeinsame Punktort für 00”? charakteristische Streifen 
dieser M,. Wir wissen aber andererseits, daß die pseudolineare Gleichung: 
2 =0 o0?%-? Elemente E,„_,, ferner 00?*-3 charakteristische Streifen 
S„_ı und oo”*+1 charakteristische Kurven K besitzt. Also ist jede Kurve 
K der gemeinsame Punktort für o0”-* charakteristische Streifen der 
Gleichung: 2 = 0. Nehmen wir daher einen bestimmten Punkt P einer 
Kurve K und betrachten auf den 00%? zugehörigen charakteristischen 
Streifen S„_, alle Elemente E„_,, die durch P gehen, so bilden diese 
oo"-4 Hlemente E„_, ein Bündel, das heißt: die betreffenden E,„_, ent- 
halten ein gemeinsames dreidimensionales Element E,. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar, daß alle dreidimensionalen Integral- 
mannigfaltigkeiten, die eine gewisse Charakteristik K gemein haben, in 
jedem Punkte dieser Kurve ein dreidimensionales Element E, gemein 
haben; anders ausgesprochen: die betreffenden dreidimensionalen Inte- 
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gralmannigfaltigkeiten berühren einander nach der gemeinsamen charak- 
teristischen Kurve K. 


86. Wir nehmen jetzt eine Charakteristik K°, wählen auf dieser [177 
Kurve zwei Punkte PP und ®° und konstruieren die beiden dreidimensio- 
nalen Integralmannigfaltigkeiten M3 und M}, die von den oo? durch P°, 
beziehungsweise RP gehenden K erzeugt werden. Auf M? wählen wir zwei 
zu K° benachbarte Charakteristiken allgemeiner Lage: K’ und K’; ın 
entsprechender Weise bezeichnen wir mit $’ und $l’”’ zwei zu K® benach- 
barte Charakteristiken der Mannigfaltigkeit M}. Auf K° wählen wir ein 
bestimmtes Linienelement L° und bezeichnen das benachbarte Linien- 
element der Kurven K’, K’, 80’, beziehungsweise $’’, der Reihe nach mit 
L’, L’, &, &'. Diese fünf Linienelemente liegen auf einem Elemente E, 
des Raumes (X). Also liegen die fünf zugeordneten zweidimensionalen 
Elemente: 


0 G 4 ’ „ 
(4) 62, 695 62, 6 6; 


in einem vierdimensionalen Elemente e, des Raumes (x). In diesem Ele- 
mente e, sind dann offenbar auch die Punkte: 


pP,p,p,p,Pp" 
der fünf Elemente (4) enthalten. 

Halten wir nun im Raume (X) den Punkt PP sowie die Kurve K" fest, 
lassen aber ‘B° diese Kurve durchlaufen, so bleiben die drei Elemente 
e9, &, €, in Ruhe, gleichzeitig also auch ihre Punkte pP, p’, p’’, sowie das 
Element e,. Dagegen nehmen die Elemente e; und e;, sowie die zuge- 
hörigen Punkte p’ und p’”’, nach und nach unendlich viele Lagen an; m 
dem festen Elemente e, bleiben sie aber immer. 

Also sehen wir, daß alle Elemente e, des Raumes (x), die einen gemein- 
samen Punkt p haben, sämtlich in einem gewissen vierdimensionalen Ele- 
mente e, enthalten sind. Mit anderen Worten: die Flächen f sind Integral- 
mannsgfaltigkeiten eines (n — 3) -gliedrigen Pfaffschen Systems. 

87. Wir können also sagen: 


Theorem XI. Die im Theoreme X gegebene Methode liefert 
alle pseudolinearen partiellen Differentialgleichungen: 


W (Ru... Kg: Hi) = 0 


mit oo" +! charakteristischen Kurven. 


88. Es ist nun leicht, eine Reihe weiterer Resultate abzuleiten. [178 
Hier begnügen wir uns mit einigen einfachen Bemerkungen. 


Kap. III; Nr. 85—89. Konstruktion aller derartigen Diffgl. 44T 


Wir wollen annehmen, daß die oo" +! Charakteristiken einer pseudo- 
linearen Differentialgleichung: W = 0 durch die Gleichungen: 


Wels Bi el (k=1,..,n-1) 


definiert werden. Es befriedigen dann die oo” Flächen f ein (nm —3)- 
gliedriges Pfaffsches System: 


rd ++ Arnd, = 0 (k=1,...n—3). 


Es ist nun denkbar, daß dieses Pfaffsche System noch weitere zwei- 
dimensionale Integralmannigfaltigkeiten f’ besitzt. Alsdann erzeugen 
die oo? Charakteristiken K, deren &? Bildpunkte auf einer f 
liegen, immer eine dreidimensionale Integralmannigfaltig- 
keit der pseudolinearen partiellen Differentialgleichung: 
W=0. 

Wir wollen diese letzten Theorien durch lehrreiche Beispiele illu- 
strieren. 


89. Beispiell. Sei: 
= 70, 50,047, 


eine beliebige partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, unter 
deren Integralflächen sechsfach unendlich viele durch die Gleichung: 


a A SD RE NEE 


mit den Parametern X,,..., X, dargestellt sein mögen. Wir bilden die 
Gleichungen: 


@) 2-7=0, p-%=0, g-,=0, r- Vu.=0, s-Vy=0 
und erhalten hierdurch im Raume: x, Yy, 2, p, q, r, s eine Schar, bestehend 
aus 00° zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten, die das dreigliedrige 
Pfaffsche System: 


dz— pde— qdy =0, dp—rdz — sdy =, dq—sdz— Tay=0 


befriedigen. Deuten wir daher ın den Gleichungen (®) die Größen 
%, Y,2,...,5 als Parameter, die X dagegen als laufende Koordinaten, 
so definieren diese Gleichungen alle ©? Charakteristiken einer pseudo- [179 
linearen Differentialgleichung: 
@F:, ER 
W(X,. a 7) Ben 

die oo” viele dreidimensionale Integralgebilde besitzt. Es ergibt ja jede 
Integralfläche der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
t— T =0 ein solches Integralgebilde. 


Be 3, x}... Berkurt: ıgetre Senegal. ipz. Ber.1t 3 


90. Beispiel II. Noch einfacher ist in gewissem Sinne das folgende 
Beispiel. 

Wir denken uns zwei partielle Differentialgleiehungen erster Ordnung 
mit zwei unabhängigen Veränderlichen x, yund zwei abhängigen Veränder- 
lichen z,, 2, vorgelegt und auf die Form: 


41 —Qı(®, Y, 21, 2; Pı> P2) —0, 92 — Qs(®, Y, 21, 22, Pı> P2) —0 


gebracht. Sodann ersetzen wir dieses Gleichungssystem durch das äqui- 
valente zweigliedrige Pfaffsche System: 


(5) dz, — pıdz — Qıdy N d25, — Ppdz — Q,dy =d. 


Kennen wir nun 00° gemeinsame Integralmannigfaltigkeiten: 


+ —- N, u, &1,..5%) 0 (k=1.9) 


der beiden Gleichungen: 1 —Q, =, 9—0,=0, so bestimmen die 
vier Gleichungen: rn 


(6) %— Iı=0, Ad ES, (k=1,3) 


fünffach unendlich viele zweidimensionale Integralmannigfaltigkeiten des 
Pfaffschen Systems (5). 


Deutet man daher die Größen: &, Y, 21, 22, Pı, Pa als Parameter, die 
Größen X dagegen als laufende Koordinaten, so definieren die Gleichungen 
(6) sechsfach unendlich viele Kurven des Raumes (X), und diese Kurven 
sind die Charakteristiken einer pseudolinearen partiellen Differential- 
gleichung: 


Wi... n nn. 4) EN 


Dabei beachten wir, daß jede Lösung: 2, —09,(2,y) =0, [180 
23 — 9, = 0 des Gleiehungssystems: 1 —Qı = 0, 9a — Q, = 0 eine drei- 
dimensionale Integralmannigfaltigkeit der Gleichung: W =0 liefert. 

Liegt umgekehrt eine pseudolineare partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung: W=0inX,,...,X, vor, deren 00% Charakteristiken wir 
schon kennen, so reduziert sich ihre Integration unmittelbar auf die Inte- 
gration eines Systems: — 9, =0, %— 9 =). 

In einer folgenden Abhandlung verallgemeinern wir die Entwicke- 
lungen dieser Arbeit. 
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